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Abstract 

An algorithm for calculating matrix inverse with pseudo annihilating polynomial is proposed, and, 
for a system of linear equations with integer coefficients, application of the algorithm for calculating 

a specific component of the solution is presented. The use of a pseudo annihilating polynomial 

makes the computation of the matrix inverse efficient. Furthermore, the proposed method is effective 

for solving a system of linear equations with changing the right-hand-side frequently. Results of 

experiments are given. 

1 はじめに

本稿では，有理数体上の有限次元ベクトル空間において，整数を成分に持つ行列に対し，行列の最小消去

多項式候補を用いた逆行列計算と連立 1次方程式の解法について論ずる．

我々はこれまで，行列のレゾルベントの留数解析に基づき，行列に対する厳密な数値計算を効率的に行う

算法を提案してきた ([7],[9], [10], [13]). これらの算法においては，行列の最小消去多項式やその候補の計

算法 ([6],[14]), 1変数多項式の変数に行列を代入して評価するための拡張 Horner法 ([5],[11])を用いるこ

とにより，算法の効率化を図ってきた．

本稿では，行列の最小消去多項式候補を用いて逆行列を計算し，連立 1次方程式の解の特定の成分を計算

する方法を提案する．逆行列計算に関しては，これまでに，行列の最小多項式候補を用いた計算法 [12]を

提案しているが，本稿では，最小消去多項式候補の効率的計算法を利用し，連立 1次方程式の解の特定の

成分を効率的に計算する．提案手法では，最小消去多項式候補が真の最小消去多項式であるかどうかを確

認しながら逆行列の一部を計算することにより，連立 1次方程式の右辺のベクトルを次々に取り替えて解を

効率的に計算することが可能である．
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以下では次の内容を述べる．第 2章では，行列の最小多項式を用いて逆行列を求め，それを用いて連立

1次方程式を解く計算について述べる．第 3章では，最小消去多項式を用いた提案手法の効率化，第 4章

では，最小消去多項式候補を用いた提案手法の効率化について述べる．

2 行列の最小多項式を用いた逆行列の計算と連立 1次方程式の解法

Aを整数を成分にもつ n次正方行列とする.Aの特性多項式が

XA(入） = Ji(入）m'h(入）”ゅ...fq(入）m八

Aの最小多項式が

7rA(入） = h(入）圧M入）12,,, fq(入）lq 

(1) 

(2) 

でそれぞれ与えられているものとする．このとき， i= 1, ... ,qに対し， 1<:: l, <:: m, であることに注意す

る. bを，整数を成分とする n次列ベクトルとする．

本節では，行列 Aに対し，有理数体 K= {Q)上の Aの逆行列 A-lをAの最小多項式 7rA(入）を用いて求

め，連立 1次方程式

Ax=b (3) 

を解くことを考える．特に，ェの第 i成分叩 (iE{l,... ,n})のみを求めることとする．今，

豆（入）＝炉 +am-1入m-l+am-2入m-2+ ... + a1入+ao, a。-=I0 

とする. a(入）＝入m-1+ am-1入m-2+・・・+a1とおくと， 7rA(入）＝知（入） +a。と表される．ハミルトン—

ケーリーの定理により， 7rA(A)= Aa(A) + aoE = 0が成り立っ．これより 7rA(A)+ aoA-1 = 0が成り立

つので，連立 1次方程式 Ax=bの解のは

で与えられる．

1 
尤 = A―1心 = A―1b= --7rA(A)b 

a。 (4) 

ここで，（行）基本ベクトル e;を式 (4)の両辺に左側からかける. X = (お1,・ ・ ・, Xn)とすると， e;x=叩

より

1 1 
X; = e心＝ー一叫豆(A)b)= --(e汀A(A))b

ao a。 (5) 

を得る．式 (5)の最右辺における行ベクトル U;=e可 A(A)は，行列多項式に対する Horner法を用いるこ

とで， O(m炉）の計算量で計算される．解尤の第 i 成分は叩＝ー¾;u;b で与えられる．また， Xi の計算は

並列化可能である．

式 (5)においては，最小多項式 7rA(入）に代えて特性多項式 XA(入）を用いることも可能である．また，一

度 Uiを与えておけば，連立 1次方程式 Ax=bの右辺のベクトル bを取り替えても，解 Xiが内積計算の

みで求まる．

3 行列の最小消去多項式を用いた逆行列の計算と連立1次方程式の解法

前章の式 (5)で紹介した Xiの計算は， Aの最小消去多項式を用いることで効率化が可能である．
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VE  Kれに対し，イデアル Anni.![入1(A,v)= {P(入） E (Ql[入]I P(A)v = O} C K[x]のモニックな生成元を

Aに関する vの最小消去多項式と呼び．元A,v(入）で表す．特に， Knの第 i基本ベクトル e;に対し， e;の

最小消去多項式を Aに関する第 i基本最小消去多項式と呼び，冗A,i(入）で表す．

最小消去多項式は，行ベクトルに対しても同様に定義できる．以下では， eiをKnの第 i(行）甚本ベク

トルとする．イデアル {P(入） E (Ql[入]I e;P(A) = O} C K[x]のモニックな生成元を p;(入）とし， Aに関する

第 i(行）基本最小消去多項式と呼ぶ．

P心） =>..a,(入） + ai,O (a;,o -=J 0)とおく．最小消去多項式の定義より

eipi(A) = 0 = ei(ai(A)A + ai,oE). 

両辺に右側から A-1bをかけると

ei(ai(A)A + ai,oE)A-1b = e;ai(A)b + a;,oA-1b = 0. 

Ax=bより X= A-1bであるので

よって

により， Xiが求まる．

a;,o叩＝ーU;b (柘 =e凸 (A))

1 
叩＝—―Uib

a,,o 
(6) 

4 行列の最小消去多項式候補を用いた逆行列の計算と連立 1次方程式の

解法

本章では， Aに関する第 i(行）最小消去多項式を p;(入），同じく最小消去多項式候補を瓜（入）とおく．逆

行列の計算の時点で p;(入）は未知であるが，瓜（入）は与えられており， p;(入)Ip;(入）が成り立つとする．

瓜（入）＝駅（入）＋外。とおく．ベクトル・行列積の Horner法で

叫=e;叶(A) (7) 

を求め．さらに Horner法で eぶ(A)=(eぷ(A))A+ a;,oeiを求めることで，瓜（入）が真の最小消去多項式

であるか否かを確認することができる．もし， eip;(A)= Oであれば， p:(入）が真の最小消去多項式である

ので，式 (6)と同様にして

により，叩が求まる．

1 
叫＝ーテ叫b

ai,O 

この方法では，ベクトル・行列積の Horner法で，式 (6)のUiの候補叫をあらかじめ計算し，さらにも

う1ステップの Horner法で， p¥(入）真の最小消去多項式であるかを確かめ，もし p¥(入）が真の最小消去多

項式であれば，叫を用いて，連立 1次方程式の解x:を効率的に出力する，という特徴がある．

注意 1

連立 1次方程式 (3)の右辺のベクトル bを取り替えて方程式を解く場合，ガウスの消去法では，あらかじ

め係数行列 AのLU分解を求めることにより， bを取り替えた際の計算量を減らすことができるが，それで



174

も求解には O(nりの計算量が必要である1) • 一方で，提案手法では，計算の最初の段階で，最小消去多項

式候補を求めてから式 (7)のUiを求める必要があるが，一度祐が求まれば，解叩は Uiとbの内積によ

り， O(n)の計算量で求めることができる．

5 まとめ

本稿では，行列の最小多項式，最小消去多項式および最小消去多項式候補を用いて，連立 1次方程式の

解の特定の成分を計算する算法を提案した．提案手法では，最小消去多項式候補の効率的算法を利用し，ベ

クトル・行列積の Horner法を用いて解の特定の成分を求める．

提案手法は，特に，大規模な連立 1次方程式において解を特定の成分に絞って求める場合や，連立 1次

方程式の右辺のベクトルを取り替えて解の特定の成分を次々に求めるような場合に効果を挙げることが期

待される．
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