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Abstract 

Let P be a minimal parabolic subgroup of a real reductive Lie group G and H a 

closed subgroup of G. Then it is proved by T. Kobayashi and T. Oshima that the 

regular representation 000 (G / H) contains each irreducible representation of G at 

most finitely many times if the number of H-orbits on G / P is finite. Moreover, 

they also proved that the multiplicities are uniformly bounded if the number 

of He-orbits on Ge/ B is finite, where Ge, He are complexifications of G, H, 

respectively, and B is a Borel subgroup of Ge. In this paper, we prove that the 

multiplicities of the representations of G induced from a parabolic subgroup Q in 

the regular representation on G / H are uniformly bounded if the number of He-

orbits on Ge/Qe is finite. For the proof of this claim, we also prove the uniform 

boundedness of the dimensions of the spaces of group invariant hyperfunctions 

using the theory of holonomic 1Jx-modules. 

1 正則表現に関する有限重複度の判定法

H を実簡約代数群 Gの代数部分群とする。このとき等質多様体 G/H上の正則表現が G

の表現として有限重複度になるための判定法が小林俊行・大島利雄両氏により証明された。

事実 1.1([15, Thm. Al). G を実簡約代数群、 H をその代数部分群とする。次の (G,H)に

関する二条件は同値である。

(i)任意の (1r,T) E Gsmooth X Htに対し dimHomc(1r,C00(G/H,T))< 00が成り立つ。

(ii) G/Hが実球多様体である。

ここで G の滑らかな既約許容緩増加表現の同値類全体を Gsmoothで表し H の有限次元

既約表現の同値類全体を Hfで表した。さらに C00(G/H,T)で同変ベクトル束 GXHT→
G/Hの可微分な切断全体の成す Frechet空間を表した。また実球多様体という用語は小林
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俊行氏 [13]により導入された。

定義 1.2([15]). 実簡約リー群 Gの極小放物型部分群 Pが、等質多様体 X=G/Hに開軌

道を持つとき X を実球多様体であるという。

さらに松木敏彦氏の実ランク lに帰着させる方法 [19]とB.Kimelfeldによる実ランク 1

の実球多様体の分類 [12]を合わせることにより G/Hが実球多様体であることは次のように

特徴付けられることが知られている。

事実 1.3([2, Thm. 2.2]). 事実 1.1の条件 (ii)は次の (iii)と同値である。

(iii) G/P上の H軌道の個数 #(H¥G/P)が有限である。

Pが極小放物型部分群である場合は条件 (i)、(ii)、(iii)が全て同値であることが事実 1.1

と事実 1.3から従う（図 1参照）。では Pの代わりに Gの一般の放物型部分群 Qを考えた

とき (i)、(ii)、(iii)の関係はどのようになるのかということが自然に疑問になる。条件 (ii)

と(iii)については Qへの簡単な拡張が考えられる（定義 1.5参照）。条件 (i)についての Q

への拡張を考えるため、次の定義を思い出しておく。

定義 1.4([14, Def. 6.6]). ある TEQrが存在して Tが退化主系列表現 c=(a/Q,T)の部

分商と同型になるとき 7rE GsmoothはQシリーズに属するという。

図 1 P: 極小放物型部分群

(i) 

事実r, 
(ii) 

事実 1.3
(iii) 

図 2 Q: 一般放物型部分群

亨ク
(iq) 

（加）・、 X=====?(iiiQ) 
例 1.6

Gの一般放物型部分群 Qに対して

cQ smooth := { 7r E Gsmooth I 7rはQシリーズに属する｝

とおく。すると Harish-Chandraの部分商定理 [6]より Gsmooth= G:'moothが成り立つ。こ

れより一般放物型部分群 Q を考えているときには Gsmooth を G~ooth で置き換えて条件 (i)
を考えることにする。すなわち次の条件を考える。

定義 1.5.一般放物型部分群 QcGに対し条件 (iQ)、(iiQ)、(iiiQ)を次で定める。

(iQ)任意の (1r,T) E G~ooth X Hrに対し dimHomc(1r,c=(G/H, T)) < 00が成り立つ。

（加） Qが等質多様体 G/Hに開軌道を持つ。

(iiiQ) #(H¥G/Q) < ooが成り立つ。
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Qが極小放物型部分群 Pであるとき三条件 (iQ)、(iiQ)、(iiiQ)はそれぞれ (i)、(ii)、(iii)

と同値なので、上ですでに見たようにその関係は次のようになる （圏 1参照）。

(ip)⇔ (iip)⇔ (iiip). 

さらに Q=Gのときは Frobeniusの相互律より条件 (iQ)が常に成り立つことがわかる。

また (iiQ)と(iiiQ)が常に成り立つことは明らかなので次を得る。

伽）←⇒ （恥）←⇒ (iiia). 

一般の放物型部分群 Q に対しても (iiい）⇒(i辺）は常に真である。しかしその逆である

（加）⇒(iiiQ)は、極小ではない一般の放物型部分群 Qに対して常に成り立つとは限らない。

例 1.6.実射影空間股lP2= SL(3皇）/Q = G/Qは Qのオポジット放物型部分群Qの幕零

根基 Hの作用により一つの開軌道と連続無限個の固定点に分解される。

また小林俊行氏は [14]においてポアソン変換の一般化を定義することで次を示している。

事実 1.7([14, Cor. 6.8]). H 開軌道が G/Q上に存在しないとする。このときある 7rE 

G~ooth に対して dimHom瓜7r, C00 (G / H)) = 00が成り立つ。

よって対偶をとることにより、 (iQ)⇒(iiQ)が成り立つことがわかる。しかしまた、

（加）⇒(iQ)は一般の放物型部分群 Qに対して、常に成り立つとは限らない。

例 1.8.例 1.6の (G,H,Q)はdimHoma(C00(G/Q),C00(G/H))= ooを満たす。

ここまでを整理すると三条件 (iQ)、(iiQ)、(iiiQ)については (iQ)と(iiiQ)の関係がわかっ

ていない（図 2参照）。よって次の問題を考える。

問題 1.9.次の二条件の関係性を決定せよ。

(iQ)任意の (1r,T) E G~ooth X Hrに対し dimHoma(1r,C00(G/ H, T)) < 00が成り立つ。

(iiい） #(H¥G/Q) < ooが成り立つ。

この問題の解答として、 (iiiQ)を満たすが (iQ)を満たさない組 (G,H,Q)が存在すること

[17, Thm. 1.8]とH軌道の向き付けに関するある仮定の元では (iQ)⇒(iiiQ)が成り立つこ

と [18,Thm. 1.1]がわかっている。以上をまとめると次のようになる。 (iQ)⇒(iiiQ)につ

いては向き付けに閑する仮定のもとで証明されたという意味で矢印に△ を付けた。
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2 一様有界性

図 3 Q: 一般放物型部分群

（辺）

例'.P〗`匹）←ヽ X======?(iiiQ) 
例 1.6

前章では G/H上の P軌道の有限性が G/H上の正則表現の有限里複度性を保証するこ

とを見た。さらに小林俊行・大島利雄両氏は重複度の一様有界性に閲して次を示している。

Geや灰により対応するリー群 GやHの複素化を表す。

事実 2.1([15, Theorem Bl). (G, H)に関する次の二条件は同値である．

1 
(I) sur 叫up dimHom瓜1r,C00(G/H,T))< 00が成り立つ。

TEHr 1rEGsmooth 
dimT 

(II) Ge/灰が球多様体である。

ここで GeのBorel部分群 Bが Ge/He上に開軌道を持つとき Ge/Heが球多様体であ

ると呼んだ。また事実 2.1の条件 (II)は次の条件 (III)と同値であることが知られている。

事実 2.2([4, 19, 24]). 事実 2.1の条件 (II)は次の (III)と同値である。

(III) #(B¥Gc/ He) < ooが成り立つ。

この論文では一般の放物型部分群 Qに対して上記の事実 2.1のQシリーズ版を示す。

定理 2.3.Gを実簡約代数群とし Qをその放物型部分群とする。また H をGの代数部分

群とし #(Hc¥Gc/Qc)< ooを仮定する。このとき次が成り立つ。

sup dimHoma(C00(G/Q,TJ),C00(G/H,T)) < oo. 
・dim T/• dim T (ry,T)EQfXHf 

注釈 2.4.定理 2.3の証明から定理 2.3の仮定のもとで次の二つが成り立つこともわかる。

sup sup dimHoma(C00(G/Q,TJ),C00(G/H,T)) < oo, 
・dim T/・dim T ryEQr TEHr 

sup sup 
TEHr ryEQr ・dim T/• dim T 

dimHoma(C00(G/Q,TJ),C00(G/H,T)) < oo. 

上記の定理 2.3の証明には D加群の理論を用いたが、その証明の途中で次のホロノミッ

クD加群の佐藤超関数解の空間の次元の一様有界性を得た。 BMを実解析多様体 M 上の佐

藤超関数が成す層とする。
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定理 2.5.X を実解析多様体 M の複素化とし滑らかな複素代数多様体の構造を持つと仮定

する。複素代数群 Hieが X に作用しているとし #(Hie¥X) < ooを仮定する。このときあ

るC>Oが存在して、任意の fJicの有限次元表現 T に対して、次を満たす。

dim(r(M; BM)応）!Jc :s:; C・dimT. 

注釈 2.6.この論文の証明の手法を用いると定理 2.5の C>Oとして

N 

C= 区 #Ka·multり［文（喜x/Or•x 町(a(b))) (2.1) 
a=O 

がとれる。記号については 6章を参照されたい。よって定理 2.5を用いて証明した定理 2.3

においても一様有界性だけでなく、実際に上界をあたえることができる。しかし (2.1)は最

適な上界ではないため、特に定理 2.3についてもこの論文の手法で与えられる上界は最適な

ものとはなっていない。

3章でこの論文中に用いる層や D加群の理論について述べ、 4章と 5章で定理 2.5の証明

に用いる命題を証明する。それらを用いることで定理 2.5は6章で証明される。定理 2.3は

定理 2.5を用いて 7章で証明する。

3 層と Dx加群の諸性質

この章では、この論文中に用いる層や 'Dx加群の理論について述べる。この章で証明され

る命題や補題は、すでによく知られているものがほとんどであるが、いくつか明示的に記さ

れた文献がわからないものがあったため、利便性のために証明を書いてある。

3.1 層

この章では層の理論に関する諸性質を述べる。より詳しい層の理論の記述は例えば柏

原ーSchapira[ll]などを参照されたい。

X を良い位相空間（すなわち無限遠で可算なハウスドルフかつ局所コンパクトな位相空

間であって、脆弱次元が有限なもの）とし CxをX上の定数層とする。 Mod(Cx)で Cベ

クトル空間の層がなすアーベル圏を表す。また Db(Cx)で Mod(Cx)の有界導来圏を表す。

Mod(Cx)の元を零次に集中した複体とみることで Db(Cx)の元とみなす。

Xの閉集合 lK:KYXとSEMod(Cx)に対し森を次で定義する。

SK:= lK*l尼(S).

ここでぽ＊と t記はそれぞれ順像関手と逆像関手を表した。このとき (t記， lK*)が随伴対で

あるので HomMod(ICK)(l記 (S),l記(S))c::c HomMod(ICx)(S, lK*l記(S))がなりたつ。よっ
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て自然な射 S→SKを得る。これを用いて X の開集合 Uに対しては K := X¥Uとおき

Su:= Ker(S→ ふ）と定める。一般の局所閉集合 Zに対しては、 Z=UnKとなる開

集合 UとK をとり Sz:= (Su)Kと定める。これは UとK の取り方によらない。特に

S=Cxのとき誤解の恐れがなければ (Cx)zをCzとも書く。この記法によれば局所閉集

合 lz:Z← ► X と Z 上の定数層 Cz に対して

lz*(Cz) = Cz E Mod(Cx) (3.1) 

である。次の補題については [16,Prop. 2.3.6(i)]を参照のこと。

補題 3.1 K を X の閉集合とし SE Mod(Cx)とする。このとき Sの台 supp(S)が

supp(S) c K を満たすならばSKc:::cSとなる。

Xの開部分集合 U上の SEMod(Cx)の切断全体の空間を f(U;S)で表す。また Uの

閉部分集合 K に対して r(U;S)の部分空間を次で定義する。

fK(U;S) := Ker(f(U;S)→ f(U¥K; S)). 

Xの局所閉集合 Zに対しては Zを閉集合として含む Uの開部分集合 Vをとり fz(U;S):= 

fvnz(V;S)と定義する。このとき fz(S)E Mod(Cx)をXの開集合 Uに対して

r(U; fz(S)) := fznu(U: S) 

と定義する。すると fzはMod(Cx)上の自己関手となり、また特に左完全関手である。

よってその右導来閑手を考えることができるのでそれを艮rK:Db(Cx)→ Db(Cx)で表

す。特に股fKの K次のコホモロジーを股勺'Kで表すことにする。次の二つの補題の証明

は例えば [16,Prop. 2.3.9(iii)]や [3,Prop 4.14 in Appx. II]を参照されたい。

補題 3.2 K を X の閉集合とし j: X¥K'-+ X を開埋め込みとする。このとき SE

Mod(Cx)に対して次の完全列が存在する。

0→ rK(S)→ S→ j*r1s. 

補題 3.3 K とK'をXの閉集合とする。このとき次の同型が存在する。

股fK,o股丘(・)c::c恥fKnK'(・).

良い位相空間の間の射 f:X→Yに対し J,:Mod(Cx)→ Mod(Cy)で固有台を持つ順

像関手を表す。すなわち SEMod(Cx)と開集合 UcYに対し

r(U; J,S) := { s E r(f―1(U); S) I f: supp(s)→ Uは固有射である｝

と定める。このとき J,は左完全凋手となるので、恥f,でその右導来関手を表す。また fで

股J,の右随伴関手を表す。
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{pt}で一点からなる位相空間を表すこととする。このとき自然な射 ax:X→ {pt}が存

在する。 wx:= ai:(C{pt}) E Db(Cx)とおいて、これを X上の双対化複体と呼ぶ。また X

が実多様休であるときその向きづけ層を

orx := wx[-dimX] E Mod(<Cx) (3.2) 

で定義する。このとき局所的には同型 orx':::c'Cxが存在する。

後に用いる補題を述べこの章を終わることとする。一つ目の補題の証明は [16,

Prop. 3.1.12]を参照されたい。

補題 3.4 良い位相空間の間の射 f:X→ Yにより X がYの局所閉集合と同相であった

とする。このとき次の関手の同型が存在する。

!'(・)':::,,'f―1 olRI'J(x)(・). 

特に f:X→ Yが閉埋め込みならば f*Of―1(-) = (・)J(X)は完全関手なので補題 3.1より

次を得る。

f* o !'(・)'::::'ffi.I'f(X)(・). 

補題 3.5 Lを実解析多様体とし M をその m次元閉多様体、 N をM (1) n次元閉多様体

とする。このとき Db(CL)の元としての局所的な同型

ffi.I'N(CM)'::::'(C刈ー(m-n)] (3.3) 

が存在する。すなわち任意の X E Lに対しその十分小さな開近傍上で罠rN(CCM)':::'

C刈ー(m-n)]が成り立つ。

証明 (3.2)により局所的に (CM'::::'a位(CC{pt})[m]E Mod(CCM)や CCN':::'ah,(CC{pt})[n]E 

Mod(CCN)を得る。また lN:N → M とおくと aMoば=aNを得るので特に心a位=

(aM O lN)''::::'ah, となる。よって補題 3.4により次の Db(CCM)の元としての同型を得る。

良rN(CCM)[叫～町'Na虹(CC{pt})

'::::'lN*lh,a贔(CC{pt})

':::'lN*ah,(CC{pt}) 

'::::'lN*応 [n].

lM; M'----+ Lを自然な閉埋め込みとして両辺を完全関手 lM*で送れば題意を得る。 ロ

3.2 Vx加群

この章では 1)加群に関する諸性質を述べ、後の章で用いるいくつかの命題を証明する。

1) 加群の理論に関するより詳しい記述は柏原 [8] や佐藤—河合—柏原 [20]、柏原—Schapira[ll]

などを参照されたい。
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X をdx次元の複素多様体とする。このとき Ox、Vxでそれぞれ X上の正則関数の成

す層、正則関数係数の（有限階）微分作用素の成す層を表す。

Xの心次元の閉部分複素多様体 Yに対して、 X上の層 By1xを次で定義する。

By1x := IR.ry(Ox)[dx -d叶． (3.4) 

ここで [dx-dy]はザ(Cx)上のシフト関手である。特に Y= Xの時は Bx1x= Oxで

ある。ここで複体股I'y(Ox)[dx-dy]は0次に集中している [21,Prop 6.2.2]ことを注意

しておく。すなわち kcf-dx -dyに対して記I'y(Ox)= 0が成り立つ。

Xが、ある実解析多様体 M の複素化となっているとき、 X上の層 BMを次で定義する。

BM:= lRfM(Ox)[dx]⑳ <CM吋 M・ (3.5) 

誤解の恐れがない場合、埋め込み lM:My  X によるこの層の引き戻しし計BME 

Mod(CM)を脳と略記する場合がある。また複体艮rM(Ox)[dx]は0次に集中している

[21, Prop 7.2.1]ことを注意しておく。すなわち k-/-dxに対して政汀M(Ox)RicMorM= 0 

が成り立つ。

FをDxの階数によるフィルターとし、そのフィルターに付随する次数付き環 grパDx)

を grF(応）：＝〶jEZ2:o 巧（応）/Fj-1(応）で定める。このとき 1r:T* X→ X を自然

な射影とすると単射 T―1(grF(Dx))Y Or•x が存在する。 grF(Dx) 加群 M に対して

Or•x 加群 F(M) を

F(M) :=喜x 鉛—l(gげ（応）） 7r-l(M) (3.6) 

と定める。すると F は grF(Vx) 加群の成す圏から Or•x 加群の成す圏への関手を定める。

逆像関手の完全性とテンソル積関手の右完全性より Fは右完全関手である。

畑を連接 Vx加群とする。このとき 9J1の特性多様体 Ch(9J1)c T* X を Or•x 加群

F(grF畑 (9J1))の台として定義する。ただしここで巧mは9J1の連接フィルターである。こ

の定義は飢の連接フィルターの取り方によらない。 Ch(9J1)の既約閉解析集合 Vに対して

mult炉岡）で蚊の Vに沿った璽複度 [8,Def. 2.6.10]を表すことにする。すなわち

mult和（洲）：=mul苧 *X(F(畑））

とおく。ここで mult炉 *X(F(9J1)) は Or•x 加群 F(飢）の V に沿った軍複度である（例え

ば [8,Def. 2.6.1]を参照）。

連接 Vx加群飢がホロノミックであるとはその特性多様体 Ch(9J1)c T* Xがdx次元

であるか叩 =0であるときに言う。次の柏原の構成可能性定理はホロノミック Vx加群に

関する重要な事実の一つである。
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事実 3.6([7, Thms. (3.5) and (3.7)]). 洲をホロノミック Dx加群とし X= lJaEAX。を

皿に関して正則な X の滑層分割とする。また lX。:Xa YXを自然な埋め込みとする。

このとき任意の aEAとkEZに対して、し式JRk1iomvx(9J1, Ox)はXa上の有限ランク

の局所定数層である。また部分集合 BcAに対して、もし y:= LJ(3EB X(3がX の閉部分

多様体であるならば l乳酎Homわx(洲，By1x)もまた任意の aEAとkEZに対して Xa

上の有限ランクの局所定数層である。

ここで SEMod(Cx。)が Xa上の有限ランクの局所定数層であるとは任意の XEXaに

対して lE Z2:o が存在して x の十分小さな関近傍上で同型(['.~" c:::cSが存在することであ

る。また X の滑層分割 X= lJaEAふがホロノミック Dx加群郊に対して正則であると

は滑層分割 X = lJaEAふがWhitneyの正則条件 [23,(a),(b) in Sect. 19]を満たし、か

つ各滑層 X。の余法束 TふX の和集合 lJaEATふX にCh(叩）が含まれることを言う [7,

Def. (3.4)]。任意のホロノミック Dx加群洲に対して、常に洲に対して正則な滑層分割

X = lJaEAふが存在する [7,Lem. (3.2)]。

系 3.7.洲をホロノミック Dx加群とし X= lJaEAXaを洲に関して正則な X の滑層分

割とする。このとき任意の XaE XaとkEZに対して lk= dim酎社omvx(飢，Bx"1x)x"

とおけば x。の十分小さな開近傍上で次の同型が存在する。

酎1lomvx(洲，Bx01x)'.::::'C似． (3.7) 

証明 系の主張は局所的なので XaはX の閉集合であるとして良い。簡単のために冗k:= 

酎1-lomvx(畑，B心 x)とおく。 B心 xの定義より supp(炉） C ふである。従って補題

3.1より冗応=lXa*〗界k'.::::' だである。一方、定理 3.6 によりし式 (Rりは Xa 上の有

限ランクの局所定数層である。よってある l~EN が存在して l― 1 (Rk)'.::::'(C気がXaEXa X。

の十分小さな閲近傍上で成り立つ。以上より記法 (3.1)に注意すれば Rk'.::::'lXa*((C凡）＝

C気が成り立つ。 Xa での茎をとることにより l~= lkを得る。 ロ

命題 3.8 洲をホロノミック 'Dx加群とし X= lJaEAXaを皿に関して正則な X の滑層

分割とする。このとき任意の XaE Xaに対して次がなりたつ。

dimHomvx岡，Bxa1x)x。さ mult翌x(皿）． (3.8) 

命題 3.8のために一つ補題を準備する。 DxをX上の無限階微分作用素の成す層とする。

また埒を T*X上の擬微分作用素全体の成す層とする [8,Chap. 1.4]。X の閉部分多様体

Yに対して Cf1xでTyX上の正則超局所関数の成す層を表す [20,Def. 1.1.4 in Chap. II]。

補題 3.9 p E TyXに対し、次の単射が存在する。

戸 (Bx°'1x)p= (B心 x)7r(Pl'----+(C畏alX)P
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証明 1r(p) EXの近傍の局所座標 z= (z1, ... ,Zdx)を Y= {zdy+l =・ ・ ・= Zdx = O}と

なるようにとる。ホロノミック応加群吋xを次のように定める。

鳥＝応1(t三j+ j~ 芦~1 Dxzj) 
すると Dx 加群の同型 By1x~'Dx®vx 尻x が存在する [10, Thm. 5.4.1]ので次を得る。

By1x玉／（芦D'Jla~j + j~ 芦~1叫） (3.9) 

また次の磯加群としての同型

cf1x~e畏／（言 e~a~j □皇,eに） (3.10) 

が存在する。これは [8,Def. 3.2.42]を参照のこと。 (3.9)と(3.10)より題意が従う。 ロ

命題 3.8の証明 7r(Pa) = Xaを満たす PaETふX を取る。補題 3.9を用いればテンソル

積と 11,omが随伴であることより

珈 mvx(洲， Bx"'1x)x。 ~11,om戸（応）(7r―1(畑）， T―1(Bxa1x))Pa

Y 11,omい（応）（／（畑），C畏alX)Pa

~11,om戸（応）け―1 岡）， 11,omc:支(£長，C畏a1x))p"

~11,omc: 長（蝶R戸（応）洲，C見x)Pa

を得る。よって命題 3.8は次の事実 3.10から従う。 ロ

事実 3.10([8, Thm. 3.2.42]). 団を X 上のホロノミック Vxとし X = lJaEA心 を

団に関して正則な X の滑層分割とする。 Ti13Xを T*Xの中での Ti13Xの閉包とし

Pa ETふX¥LJ/3-#a Ti/3Xを任意にとる。このとき m := mult厚t(9Jt)とおけば次が成り

立つ。

11,omc: 長(£艮幻—1(Dx) 洲， C畏alX恥 =C匹

4 ホロノミック D加群の佐藤超関数解空間の次元の上界

この章ではホロノミック D加群の佐藤超関数解空間の次元の上界が存在することを示す。

命題 4.1 M を実解析多様体とし Xをその複素化とする。また団を X上のホロノミック

応加群とし X = lJaEA心を洲に関して正則な X の滑層分割とする。 Ma:=MnXa 

とおく。このとき任意の aEAとXaEMaに対して次がなりたつ。

dim1-iomvx岡，fMパ臨））Xa~mult界:< x(叩）．
Xa 
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先に証明中に用いる Grothendieckスペクトル系列について記しておく。

事実 4.2([5, Thm. 2.4.1]). C,C',C"をそれぞれアーベル圏とし F:C→C'とG:C'→C" 

を左完全関手とする。もし FがCの箪射的対象を C'の単射的対象にうつすならば AEC

に対して次のスペクトル系列が存在する。

E炉＝即Go即 F(A)⇒股p+q(Go F)(A). 

命題 4.1の証明 系 3.7より x。EXaの十分小さな開近傍上で同型

良国omわx(皿，Bx"1x)'.:::cC見 (4.1) 

が存在する。命題 4.1の主張は局所的なものなので (4.1)が成り立っているとしてよい。ま

た同様の理由で MaとXaはXの閉集合であるとしてよい。このとき次の同型が存在する。

町 'M訊 omvx岡，Bx"1x)[dx。lc::: 股1iomvx岡，恥rM(B心 x))[dx。]

~股Homvx(畑，即泣薗x。(Ox)[dx-dxJ)[dx。]

～匝Homvx(洲，虹M口 x。(Ox))[dx]

~股Homvx(叩，股r叫良rM(Ox))[dx]

=匝Homvx岡，虹M。(BM)). (4.2) 

一つ目の同型に関しては、例えば [3,Thm. 7.9 in Appx. II]を参照されたい。二つ目と五つ

目の同型は (3.4)と(3.5)から従う。四つ目の同型では MnXa= Ma nMという事実と

補類 3.3を用いた。さらに定義より次が成り立つ。

Ho償1iomvx(四，股「M。(B叫）） c::: 1iomvx隅，rM。(BM)). (4.3) 

ここで Ho(股Homvx(皿，艮rM。(BM)))は複体股Homvx(皿，股rM。(BM))の〇次のコホ

モロジーを表した。事実4.2より Grothendieckスペクトル系列

屑,q'::::'良PrM(恥q1iomvx(洲，B心 x))⇒Hp+q(町 M良1iomvx(9Jt, B心 x))(4.4) 

が存在する。なぜなら関手 1iomvx(飢，＊）は入射的対象を保つからである [3,Prop. 6.2.1 

in Appx. II]。補題 3.5と系 3.7より次を得る。

腐,q囀町M(<C1J'::::'{虚 (p= 2dx。-dim]¥{砂
0 (otherwise). 

X が M の複素化であることより dx。 ~2dx。 -dimMa~2dx。となる。よって (4.3) と

(4.4)より次を得る。

Jlom叫畑，fM厄 M))c:::'{ 虚 (dimM,。=dx"であるとき），

0 (dimMa =/ dx。であるとき）．

よって補題3.7より題意を得る。 口
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5 局所解への帰着

この章ではホロノミック D加群の佐藤超関数解空間の次元が、台が一つの滑層に含まれ

る局所的な解の空間の次元の和で抑えられることを示す。

補題 5.1 M を実解析多様体とし X をその複素化とする。また洲を X上の Dx加群

とし X = lJaEA心を洲に関して正則な X の滑層分割とする。任意の aEAに対し

Ma:= MnX。とおく。ある aoEAに対し Ma。の連結成分の一つ M。が閉集合であると

仮定する。このとき XoEM,。と u。:=M¥M,。に対して次が成り立つ。

dimI'(M; Homvx (碑臨））さ dimHomvx(飢，I'M。（臨））Xo 

+ dim r(Uo; Homvx (洲，B叫）. (5.1) 

証明 M。は閉集合 Maoの連結成分なので閉集合となることを注意しておく。関手 I'M。の

定義より Homvx(畑，I'M。(BM))の台は M。に含まれるので lM。:M。'----+Mを閉埋め込み

として次が成り立つ。

I'(M; Homvx (畑， I'M。 (BM))~r(M。げ盆Homvx(畑， I'M。 (B叫） (5.2) 

また M。の定義よりし盆Homvx(洲，I'M。(B叫）は M。上の局所定数層である（例えば [8,

Thm. 5.1.7]参照）。よって M。が連結なことより茎を取る射

I'(M,。；心。Hom叫洲，I'M。(BM))→ HomわxC飢，I'M。（臨））x。 (5.3) 

は単射である。従って (5.2)と(5.3)により (5.1)を示すためには次を示せば十分である。

dim I'(M; Homvx (皿臨）） :s; dim r (M; Hom叫皿，I'M。(B砂

+ dimI'(D;。;Homvx(叫臨））. (5.4) 

j: u;。→ M を開埋め込みとすれば補題 3.2により次の完全列が存在する。

0→ fM。（臨）→ 臨→j*F1(B叫

左完全関手 1-iomvx(洲，・）を (5.5)に適用することで次を得る。

0→ 1-iomvx岡，fM。(B叫）→ 1-iomvx園，臨）→ 1-iomvx(畑，j*F1(BM)).

ここで最後の項について次のような同型が存在する（例えば [16,Cor. 2.3.4]参照）。

1-iomvx隅，j*j―1(BM))c::cj・*1iomj-1Dx (j-19)1, j―l(B叫）．

よって左完全閲手 r(M;•) を (5.5) に適用することで次を得る。

0→ f(M; 1-iomvx (畑，rMo(B砂→ f(M; 1-iomvx (洲，B叫）

(5.5) 

→ f(Uo;1iomi―ivx(j-1碑 j―l(B砂）. (5.6) 
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ここで最後の項について

r(u;。;1iomJ―1-vxu-1碑戸(BM)))=f(u;。;1iomvx(皿，BM))

に注意すれば、 (5.6)より (5.4)を得る。 口

命題 5.2 M を実解析多様体とし X をその複素化とする。また洲を X上のホロノミック

応加群とし X= lJaEAふを畑に関して正則な Xの滑層分割とする。 Ma:=MnXa 

とおき M。=LJ M。
(k) (k) (k) 

峠 Ka をM。の連結成分への分割とし Xa E Ma とする。このとき

#A< ooかつ各 aEAに対して #Kaく 00であれば次が成り立つ。

dimI'(M; 1lom叫皿臨）） ::; ~dim 1lom叫畑，rMik)(B叫）X~k), (5.7) 
a,k 

特に命題 4.1により次を得る。

dimf(M; Homわx(飢， BM))~L #KamultDx x(暉） • (5.8) 
Tふ

aEA 

証明 仮定 #A<ooと#K。<ooよりある aoEAとkoE Ka。が存在して M岱o)はM

の中で閉集合であるとしてよい。 x認~) E Mi炉をとり U。:=M¥Mi炉とおく。すると補

題 5.1より次を得る。

dim「(M;Hom叫 9Jl,BM)) ::::; dim 11,omvx (畑，r (ko) (B砂
Mao 

(ko) 
互。

+dimr(U0濯 omvx(碑臨））. (5.9) 

再び仮定 #A<ooと#Ka<ooより Mlやが M¥M認o)の中で閉集合となる a1E A  

とk1E Ka1が存在する。 X。:=X¥M認o)とおき lX。:x。YXを開埋め込みとすると

叫叩）は X。上のホロノミック Dx。加群であり、 X。=UaEA (Xa n Xo)は喝(9Jl)に関

して正則な X。の滑層分割である。よって U1:= M¥(M認0luMi炉）とおけば上と同じ議

論により次を得る。

dimr(Ui。;11,omvx(碑臨）） ::::; dim 11,omv x (畑，r (k1)(BM)) M勺吐~i')

+dimr(Uじ11,omvx(洲，B叫） • (5.10) 

以下この議論を繰り返すことで、題意を得る。 ロ

6 群不変な超関数の空間の次元の一様有界性

この章では群不変な超関数の空間の次元が一様有界となることを保証する定理 2.5を示

す。そのために次の J.P.SerreのGaloisコホモロジーの理論による次の結果を引用する。
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事実 6.1([22, Thm. 5 in Chap. III, Sect. 4.4]). K を完全体とし穴をその代数閲体とす

る。また K の Galois群 Gal(K/K)は任意の nE Z2oに対して指数 nとなる開部分群を

有限個しか持たないとする。 GをK上定義された代数群とし X をGの等質多様休とする。

このとき #(G(K)¥X(K))< ooが成り立つ。ここで G(K),X(K)はそれそれ GとX の

k点全体の集合である。

注釈 6.2.実数体股は事実 6.1の仮定をみたす。

定理 2.5の証明 U(b)を bcの普遍包絡環とする。 X への Hc作用はリー環の射 a: 

U(b)→応を誘導する。これにより 'Dxを右 U(b)加群とみなすことで、連接 'Dx加群

皿T を次で定義する (cf.Beilinson-Bernstein localization [1])。

皿：＝応 0u(~) 戸．

すなわち次で定義する。

郊,,.=Vx羹 x戸/I戸・

ここで J,,.vは次で定義される Vx0戸 の Vx部分加群である

I戸：＝区応・ (a(H)0 v -10戸 (H)v)
HE~c,vErv 

(6.1) 

(6.2) 

(6.3) 

仮定 #(Hie¥X) < ooにより皿はホロノミック Vx加群となる。特に X のHieによる

軌道分解を X= lJaEAふとすれば畑T に対して正則な滑層分割として X= lJaEAXaが

とれる (cf.[8, Thm. 5.1.12])。また BMc::'1lomvx(Vx,BM)に注意すれば Homとテンソ

ル積の随伴性より次の同型を得る。

(r(M; 臨）応）lJ c::'(r(M;1lom叫応枷）） Q9 T)[J 

c::'(Homvx(Vx,BM)⑭ T)[J 

c::'Homu([J)(Tv,Hom叫応，臨））

c::'Hom叫 VxRu([J)Tv, 臨）

c::'r(M; 1-lomvx (皿，Bい）• (6.4) 

Ma:= Mnふとおき Ma= LJkEK,, M, 炉を M。の連結成分への分割とする。仮定より

#A= #(Hic¥X) < ooである。またふは Hieの等質多様体なので事実 6.1より任意の

aEAに対して #Ka<ooである。よって命題 5.2と(6.4)により次を得る。

dim(r(M和） Q9 T)~ さ~#応mult翌x(皿）． (6.5) 
aEA 

よって定理 2.5は下の補題 6.3から従う。 ロ



25

補題 6.3 9J1Tを(6.1)で定義された Vx加群とする。このとき任意の aEAに対して Tに

よらない C。>0が存在し次を満たす。

mult累fx(訊） :::; dimT・Ca, 
Xa, 

この補題 6.3の証明のために少し準備をする。 Vxのフィルトレーション rはVx加群

VxR 戸の連接フィルターを誘導し、さらにこれは 9J1TとJTvの連接フィルターも誘導す

る。これらのフィルターも rと書くことにする。すなわち

名（応R戸）：＝名（応）R戸，

巧（皿）：= (Fj(VxR 戸） + ITv) /I戸，
巧 (I戸）：＝名(VxRTv)n I戸・

とする。このとき grF(9J1T)-:::c grF(VxR 戸）/ grF(ITv)が成り立つことを注意しておく。

補題 6.4 T によらない Or•x 加群沢が存在して次の二条件を満たす。

1. dim supp (IJl:)さdx

2. Or•x 加群としての全射 F(grF(SJJい）←沢®戸が存在する。

この補題の証明の前に、補題 6.3を示す。

補題 6.3の証明 mult累:txOの定義により

mult府x(皿） = mult芦＊え(F(皿））
Xac Xo, 

となる。ここで mult~{没(·)はその台の次元が高々 dx であるような Or•x 加群からな
る短完全列にたいして加法的であること [3,Sect. 1.5 in Appx. V] と Or•x 加群としては

1)1: Q9 TV ,:::c 1)1:dimTであることに注意すれば補題 6.4により次を得る。

mult界;'x(皿）さ mult芦＊没 (IJl:R 戸） = dimT• mult芦＊氏（引）．
Xa  X。 Xa,

Ca:= mult摩'.[~(引）とおくことで題意を得る。 ロ

この章の残りで補題 6.4を証明する。任意の jE Z::,:oに対してびjを主要表象をとる

射巧(Vx)→巧（応）/Fj-1(応） '----tgrF(応）とする。また同じ記号 O"jで射巧(VxR

戸）→ gび（応R戸）も表すこととする。

補題 6.5 任意の HEfJicとVE戸に対して次が成り立つ。

の(a(H)Rv-lR 戸(H)v)=の(a(H))Rv.

証明 a(H)Rv E名 (VxR戸）と 1R戸 (H)vE凡(VxR戸）より明らか。 ロ
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補題 6.4の証明 Irvは{a(H)@v-1@戸 (H)vI HE~c,v E戸｝で生成される 'Dx@V戸

の部分加群であったことに注意すれば

gr:F(Irv)つ L gr:F(応）・び1(a(H)⑭ v-1@戸(H)v)
HE~c,vErv 

を得る (cf.[9, Chap. 2])。よって補題 6.5より次を得る。

grF(ITv)つgrF(T>x)・(叫 a(ryc))R戸）．

この包含閲係は次の全射を誘導する。

grF(T>xR 戸） gr心 xR戸） grF(応）

grF(ITv) ← grF(応）(a1(a(ryc))R 戸）＝（，げ（応）叫a(ryc)))R戸. (6.6) 

この左辺は grF(9JtT) と等しい。 Or•x 加群引を SJ1 := Or• x /Or• x・び1(a(ry))で定義す

る。 (3.6)の右完全関手 Fを全射 (6.6)に適用すれば題意の全射

-1 匹（応）
F(gげ（砥））←叶XR1r- ( l(gr(応）） 7r grF(応 ） 叫a(ryc)))Q9 TV':::'引Q9TV 

を得る。次に dimsupp (引） '.Sdxを示す。 X= LJ~=oXa を X の He の作用による軌道分

解とすれば仮定により N = #(Hc¥X) < ooである。従って supp(sn) は LJ~=OTふX に
含まれる (cf.[8, Thm. 5.1.12])。dimTふX=dxより dimsupp図） '.Sdxを得る。 ロ

7 定理 2.3の証明

この章では定理 2.5を用いて、定理 2.3を証明する。そのために次の、絡作用素の不変超

関数による特徴づけを引用する。

事実 7.1([16, Prop. 3.2]). Gと実リー群とし G'とH をその閉部分群とする。また H'を

G'閉部分群とし、TEHr,T'E印とする。

(1)次の自然な単射が存在する。

Home, (C00(G/H,T),C00(G'/H',T'))'----t (D'(G/H,Tvを9C2p) (8: T1)H'. (7.1) 

ここで戸は Tの反傾表現を、 C2p1まh→I det(Ad(h) : g/~ → g/~)I ― 1 で定まる H

の一次元表硯を表した。

(2)もし HcGが余コンパクトであるなら (7.1)は全射である。

定理 2.3の証明 事実 7.1より次を得る。

Homc(C00(G/Q, TJ), C00(G/ H, T))~(D'(G/Q, T/vRC2p)RT)H (7.2) 
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また QをD'(G)に右から作用させ D'(G)0 (TJV 0 <C2p)をQのテンソル表現と見ることで

次の同型を得る。

D'(G /Q, T/v 0 <C2p)':::'(D'(G) 0 (TJv 0 <C叫）Q_ 

よって H とQをそれぞれが R<C2pとTに自明に作用させると次が成り立つ。

(7.2)':::,,'((v'(G)R(rJvR<C2p))QRT) 
H 

':::,,'(D'(G)R(TJVR 鯰）幻）HxQ 

C (D'(G)R(TJVR 鯰）幻）砂q

C (底(G)R(ryvR鯰）釘）師q.

よって定理 2.5より定理 2.3が従う。
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