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概要

局所コンパクト群のユニタリ表現は、その既約分解において既約表現の重複度がほと

んど至る所 1以下であるとき、無重複と呼ばれます。小林俊行氏は、リー群の無里複

表現の統一的扱いを目的として、複素多様体に対する可視的な作用の理論を導入しまし

た。この理論では、リー群に対しコンパクト性や簡約型などの制約が無く、また、表現

に対しても有限次元性や離散分解可能などの条件を必要としませんが、ここでは特にコ

ンパクトリー群の作用を考え、球多様体、余等方的作用、 Gelfand対と可視的作用との

関係について述べます。また、可視的作用のスライスの構成の応用についても紹介し

ます。

1 導入

本稿では群の無重複表現を考えます。

定義 1.1 局所コンパクト群のユニタリ表現は、その既約分解における版約表現の重複度が

ほとんど至る所 1以下であるとき、無重複表現という。

リー群の様々な無璽複表現を統一的に扱うことを目的として、小林俊行氏は複素多様体に

対する可視的な作用の理論を導入しました。

定義 1.2(小林氏 [KoOS]) リー群 Gの連結複素多様体 X に対する正則な作用は、 X のあ

る全実部分多様体 Sが存在して G・S= LJsES G・s =: X'がXの空でない開部分集合とな

るとき、準可視的という。

さらに、各 sESに対しみ(Ts(S))c Ts(G・s)が成り立つとき、準可視的作用は可視的

であるという。ただし、 JでXの複素構造を表す。

適当な反正則微分同相写像の存在の下で、準可視的作用は可視的になります。

定義 1.3(小林氏 [Ko05]) リー群 Gの連結複素多様体 X に対する準可視的作用は、ある

X'の反正則微分同相写像 oであって、 Sで恒等写像となり、 X'の各 G軌道を保つような

ものが存在するとき、強可視的であるという。
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強可視的作用は可視的であることが知られています [Ko05]。次の無重複性の伝播定理に

よって、リー群の強可視的作用から無重複表現を得ることができます。

定理 1.4(小林氏 [Ko13]) Gをリー群、 W →X を連結複素多様休 XJ::: のG同変正則エ

ルミートベクトル束とする。以下の条件が満たされるとき、正則切断の空間 O(W,X)内に

実現される Gの任意のユニタリ表現は無重複となる。

l. Xへの G作用は強可視的である。そのデータを (S,a-)とする。

2. 各 sESでW のファイバー Wsは固定化部分群 Gsの表硯として無重複である。

3. ファイバーにユニタリに作用するようなぴの W への持ち上げ 6と、 Gの自己同型ケ

が存在して、 La(g)= a o L9 o &-1を満たす。さらに、 6はWs(s ES)の各既約成

分を保つ。ここで、らは gE GのW への作用を表す。

以下に、ごく一部ですが、この定理の適用例を紹介します。

例 1.5(小林氏 [Ko04,Ko05, Ko07b]) 

1. (コンパクト対称対）

Gを連結コンパクトリー群、 Tをその対合、 Geをその複素化とする。 Gに対応する

カルタン対合を 0と書く。

このとき、カルタン分解 Ge=GAGfより、データ (S,a-)= (AGf,0T)について G

の複素対称空間 Ge/Geへの作用は強可視的である。

よって、定理 1.4から正則関数の空間 O(Gc/Gf)に実現される任意のユニタリ表現

はGの表現として無重複であり（自明束のファイバーは 1次元であるので無重複で

ある）、ゆえにび(G/GT)は無重複である。

2. (最高ウェイト表現）

Gを連結非コンパクト実エルミート単純群、 K を極大コンパクト部分群、 T をGの

対合、 oをT と可換で K を保つような GのChevalley-Weyl対合（ある極大トーラ

ス上で逆元を与える写像になる対合）とする。

このとき、カルタン分解 G=HAKより、データ (S,a-) = (AK, a-)について Hの

エルミート対称空間 G/Kへの作用は強可視的である。

これを、 Gのスカラー型ユニタリ最高ウェイト表現 VがG/K上の同変正則線束£

の正則切断の空間 O(G/K,£)に実現できることと合わせると（線束のファイバーは

1次元であるので無重複である）、定理 1.4から VのHへの制限は無重複である。

3. (有限次元テンソル積表現）

Gを連結コンパクトリー群、 Tをその極大トーラス、グを Tに関する Chevalley-Weyl

対合、 Vをその既約表現、 W をそのウェイト無重複表現 CTの表現として無里複）と
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する。

Borel-Weilの定理により、テンソル積 VRWは旗多様体 (Gx G)/(T x G)上のベ

クトル束 (GX G) X(TxG) (C入RW)→(G x G)/(T x G)の正則切断の空間として

実現することができる (C入は Vに対応する Tの 1次元表現である）。

すると、データ (S,u) = ({ eT} x { eG}, び Xu)について diag(G)の(Gx G)/(T x G) 

への作用は強可視的であり CeはGの単位元）、また diag(T)のファイバー C入RW

への作用は無重複であることより、定理 1.4から Gのテンソル積表現 VRWは無重

複である。

ここに挙げたほかにもリー群の様々な表現に対し、その無重複性の可視的作用による解

釈が得られており、また、新しい無璽複定理も発見されています。詳しくは [Ko98,Ko04, 

Ko05, Ko07b, Ko08, KN03, KN18, Al, Sa15]を参照してください。

以下では、可視的作用の理論が無重複表現の統一的扱いを目的とするということを念頭

に、無重複性に関わる代表的な概念「複素球多様体」、「余等方的作用」、「Gelfand対」と可

視的作用とを比較することを考えます。

注意：これ以降、強可視的作用のぴとして常に対合的なものを考えることとします。

2 複素球多様体

Geを連結複素簡約代数群、 X をGeの作用する既約正規準射影的代数多様体とします。

X上の任意の同変線束£の切断の空間 qx,£]が Geの表現として無重複であるとき、 X

は複素球多様体と呼ばれます。

複素球多様体には次のような幾何的な特徴づけがあります。

定理 2.1(Vinberg氏、 Kimelfeld氏 [VK]) Xが複素球多様体であることは、 Geのボレル

部分群が X上に開軌道を持つことと同値である。

典型例としては、複素旗多様体や複素対称空間などがあります。ここで、複素球多様体に

可視的作用があるか、という閲題を考えると、次が分かります。

定理 2.2(小林氏による問題 [Ko04],T-[Ta19b]) X をGe複素球多様体とする。このと

き、 Geのコンパクト実形は X に強可視的に作用する。

この結果について、 X を複素線型空間、複素対称空間、複素幕零軌道、あるいは複素旗多

様体としたときなどの主要な場合には先行研究があります（小林氏 [Ko05,Ko07a, Ko07b]、

笹木集夢氏 [Sa09,Salla, Sa16])。実は、先行研究で用いられた手法は一般の場合にも適用

可能です。以下でその概略を紹介します。
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証明の概略 Gの次元に閲する帰納法を用いる。 X を複素球多様体とする。 Geの開軌道を

Gic/Hとする。 Hが簡約型でない場合は、 Geの真の放物型部分群 Pであって H を含むも

のが取れる。すると、同型 Gic/H'::::'GicXp P/H'::::'G XL P/Hによって、 LのP/Hへの

強可視的作用を Gに誘導することができる（これは、 Xが複素幕零軌道の場合に用いられ

た手法です）。ただし、 LはPのレビ部分群のコンパクト実形である。

Hが簡約型とする。このとき、半単純な complexspherical pairの分類 (Kramer氏 [Kr]、

Brion氏 [Br]、Mikityuk氏 [Mi])によって、 (g,~)が (£12(C),s((3, C))または (so(7,q, 
釦(C))の場合を除き、ある対称部分群 H'であって Hを含むものが取れることが分かる。

そこで、同型 Gic/H'::::'GicXH'H'/Hを用いると、 GのGic/Hへの作用の強可視性は、 L

のH'/Hへの作用の強可視性に帰着される。ただし、 LはGのGic/H'への作用の generic

な固定化部分群である（対称部分群を利用するという手法は、複素旗多様体の場合などで用

いられました）。帰納法を働かせるため、上の例外的な 2つの場合は直接計算により先に示

しておく。 ロ

3 余等方的作用

Gをリー群、 (X,w)を連結なシンプレクティック G多様体とします。 Xのgenericな点

xEXにおいて Tx(G・x)_l_wC Tx(G・x)が成り立つとき、 Gの作用は余等方的であるとい

います。以下の定理が示すように、適当な設定の下で作用の余等方性は表現の無重複性と同

値になります。

定理 3.1(Guillmin氏、 Sternberg氏 [GS]) Gを連結コンパクトリー群、 K をその閉部分

群、 X をG/Kの余接束とする。 GのXへの作用が余等方的であることと、び(G/K)が

Gの表現として無重複であることとは同値である。

例えば、コンパクト対称空間 G/Kが上の定理の条件を満たす例となっています。また、

余等方性と複素球多様体との関係については、次の定理があります。

定理 3.2(Huchleberry氏、 Wurzbacher氏 [HW]) Gを連結コンパクトリー群、 X を連結

コンパクトケーラー G多様体であって、 Gの作用がハミルトニアンかつ正則等長であるも

のとする。 G の X への作用が余等方的であることと、 X がある Ge—複素球多様体の同変コ

ンパクト化であることとは同値である。

例えば、 X をコンパクトエルミート対称空間 G'/L'、GをG'の対称部分群とした場合

が上の定理の例になっています。余等方的作用と可視的作用の関係については次が分かり

ます。
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定理 3.3 Gを連結コンパクトリー群、 X を連結コンパクトケーラー G多様体であって、 G

の作用がハミルトニアンかつ正則等長であるものとする。 GのXへの作用に対し、余等方

的であることと強可視的であることとは同値である。

同値の片方は次の結果から直ちに従います。

定理 3.4(小林氏 [Ko05]) Gをリー群、 Xを連結ケーラー G多様体であって、 Gの作用が

正則等長であるものとする。 GのXへの作用に対し、もし強可視的ならば余等方的である。

定理 3.3の証明の概略 まず、 Gの作用が余等方的であるとする。定理 3.2より、 X はGic-

複素球多様体を開部分集合として含む。よって定理 2.2から Gの作用の強可視性が従う。

逆に、 Gの作用が強可視的であるとする。すると定理 3.4より作用の余等方性が従う。 ロ

連結コンパクトリー群の複素線型空間への線型作用に対しては、笹木氏の結果 [Sa09,

Salla]から強可視性と余等方性の同値が分かります。

4 Gelfand対

Gを連結リー群、 K をそのコンパクト部分群とします。び(G/K)が Gの表現として無

重複であるとき、 (G,K)はGelfand対といいます。 (G,K)の典型例としてリーマン対称対

がありますが、次の定理によって半単純リーマン対称対には可視的作用が伴います。

定理 4.1(小林氏 [Ko05]) Gを連結線型半単純リー群、 K をその極大コンパクト部分群、

X をGic/Kcのクラウン領域とする。 GのXへの作用は強可視的である。

ただし、クラウン領域 [AG]は、 G-安定な Gic/Kcの開部分集合になっています。また、

一般の Gelfand対についても次が分かります。

定理 4.2 Gを連結リー群、 K をそのコンパクト部分群とする。 X をG/Kの余接束とす

る。 (G,K)が Gelfand対であることと、 GのXへの作用が強可視的であることとは同値

である。

証明の概略 (G,K)が Gelfand対であるとする。 K を連結とする。 Vinberg氏 [Vi]と

Yakimova氏 [Ya]による結果から、ほとんどの場合には次の性質を持つような K を含む連

結簡約部分群 LとGの自己同型μ を取ることができる。

1. μ はL及びk を保ち、制限によってそれぞれの Chevalley-Weyl対合を与える。

2. (g/()*はK の表現として v+wという形に書け、 Kev-v= Vかつ Ke,r,のW への

作用は余等方的となる。ただし、 Keによって lE ((/£)*における Kー作用の固定化部分群

を、 Ke,r,によって TJEV における Ke—作用の固定化部分群を表す。
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すると、 [Sa09,Salla]によって Ke,11w-μ=Wが分かる。これと K((C/t)*)―μ=([/£)* 

とを合わせて、 K((g/t)*)―μ=(g/t)*を得る。対合 v:X→ X, (x,~) • (x, -~)とµ と

の合成 a=μavを考えることで、 GのXへの作用が強可視的であると分かる。上記のよう

な自己同型μが取れないような場合には、 Gelfand対の分類に従い直接計算によって示す。

逆に、 Gの Xへの作用が強可視的であるとすると、定理 3.4から余等方的であることが

分かる。よって、 X はポアソン可換となり (Vinberg氏 [Vi])、これより G/Kの不変微分

作用素環の可換性が従う (Rybnikov氏 [Ry])。ゆえにじ(K¥G/K)は合成積について可換

となり (Thomas氏 [Th])、び(G/K)が無重複であることが分かる。 ロ

5 調和解析への応用

ここでは、複素球多様体への群作用の強可視性の証明の調和解析への応用について紹介し

ます。 Gを連結線型実簡約リー群、 K をコンパクト部分群とし、 (G,K)が Gelfand対であ

るものとします。このとき、滑らかな G/K上の関数 fが帯球閾数であるとは、以下の 3つ

の条件を満たすことを言います。

• fは両側 K不変である。

• fは G/K上の G不変微分作用素のなす環 D(G/K)に関する同時固有関数である

((G,K)が Gelfand対であることより、 D(G/K)は可換である）。

• f(e) = 1である。

PoをGの極小放物型部分群とし、 P。=Ni。A。M。をラングランズ分解とします。このと

き、作用の可視性の証明と同様にして、 G=Ni。A。M。K と書けることが分かります。これ

によって Gの元 gをg= n(g)a(g)m(g)k(g)と表示します。ただし、この分解は一意的で

ないので、全ての成分が写像となるわけではありません。 Poを、 n。に対する a。の作用に関

する固有値の和の半分とします。

命題 5.1(T-[Ta19c]) (G, K)を簡約型の Gelfand対とし、¢ をM。/(Mi。nK)上の帯球

関数、入€ 吋，C とする。

E(¢, 入）(g) = J aPo十入(kg)の(m(kg))dk
K 

はG/K上の帯球関数となる。また、 K-sphericalな既約ユニタリ表硯に付随する帯球関数

fはこの形を取る。

ここで、 M。/(Mi。nK)上の帯球関数の (Mi。nK)ー不変性から右辺が定義できることに

注意します。また、 Gの既約ユニタリ表現 (1r,V)は、 K-不変ベクトルのなす部分空間 VK
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が非自明なとき K-sphericalといい、ノルムが 1のKー不変ベクトル vについて、行列要素

(v, 1r(g)v)をK-sphericalな既約ユニタリ表現に付随する帯球関数といいます。

証明の概略 はじめに、 E(ef>,.¥)が帯球関数であることを見る。 E(の'.¥)の両側 Kー不変性

は、定義より従う。 E(ef>,入）(e) = 1であることはの(e)= 1から分かる。微分作用素に関す

る同時固有関数であることは、¢が D(Mo/(Mi。nK))に関する同時固有関数であること及

び、普遍包絡環の分解 U(g)= noU(g) + U(a。)U(mo) + U(g)tから分かる (K-不変であれ

ば (Mi。nK)ー不変であることに注意する）。

fがE(の'.¥)という形をしていることを見る。これは、 Gの既約ユニタリ表現に対し、そ

の極大コンパクト部分群の作用に関する有限部分が P。=Ni。A。M。からの誘導表現

Ind乳（び⑧入⑧ 1) 

= {f: G→ Wびlf(namg)= aPo+>-u(m)f(g),n E Ni。,a E ao,m E Mi。,g E G} 

の中に実現できること及び（（び， W砂は M。の有限次元既約表現、入は no,cの元で、 1は

N。の自明表硯）、 K がコンパクトであることより積分によって Ind乳(u@入Q91)から

C00(K¥G)への G絡作用素を構成できることから従う。 ロ

他に、球関数の対称性や HelgasonFourier変換 (Helgason氏 [He65,He70])などへも応

用があります。

上では簡約型のものしか扱いませんでしたが、非簡約型 Gelfand対の場合には菊地克彦氏

の論説 [Ki93,Ki95]などをご参照ください。

6 カルタン分解への応用

Gを実簡約リー群、 H を閉部分群とします。 Gの極小放物型部分群が G/Hに開軌道を

持つとき、 H を実球部分群といいます [Ko95]。

定理 6.1(小林氏による予想 [Ko95]、T-[Ta19a]) Gを実簡約代数群、 H を簡約型実球

部分群とする。 Gのある極大コンパクト部分群 K と可換部分空聞 acザとが存在して、

G = Kexp(a)Hが成り立つ。

ただし、 (G,H)が対称対であるときは Flensted-Jensen氏 [Fl]、Rossmann氏 [Ro]、

Lassalle 氏 [La] によって証明されています。また、エルミート対称空間上の 31—束の場合は

俺木氏 [SalOa,Sa15]によって、 triplespacesの場合には Danielsen,Krotz, Schlichtkrull 

三氏 [DKS]によって証明されています。さらに、簡約型と限らない一般の実球部分群 H

に対し、ある有限集合 F,F'が存在して G=F'KAFHが成り立つことが Knop,Krotz, 

Sayag, Schlichtkrull四氏によって証明されています [KKSS]。
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証明の概略 Gの次元に関する帰納法を用いる。 (fJ,Q)が(so(7,q, 恥(C)),(恥(C),,s[(3,C)), 

(so(3, 4), 恥(IR)),(fJ2 (股），,s[(3,恥）），（恥（政），,su(l,2))のいずれかである場合は、直接計算に

よって示す。そうでない場合は、対称対 (fJ,6)であって hを含むような 6を考え、 tj_n 6_1_ 
の極大可換部分空間の中心化部分群 Lに対する分解へと帰着する。 ロ

7 両側剰余類への応用

ここでは、実簡約リー群 Gの 2つの部分群 H,Lに関する両側剰余類 L¥G/Hへの応用

を紹介します。ここで、 gの複素化 91Cとあるボレル部分代数 bに対し 9c= b + fJicが成り

立つとき、 H をabsolutelysphericalな部分群と言います。

定理 7.1(T-[Ta19d]) Gを実簡約代数群、 H,Lをabsolutelysphericalな簡約型部分群

とする。 (G,H), (G, L)は既約とする。ある有限個の半単純可換部分群 AiとGの元 Xiが

あって、はLAix川 は Gの欄密開部分集合を含む。

Aiや Xiは具体的に与えることができます。上の結果は、対称部分群に対する両側剰余類

の結果が元になっています。

定理 7.2(松木敏彦氏 [Ma95,Ma97]) Gを連結実半単純リー群、 a,Tをその対合とする。

{Cサを standardCartan subsetsの代表系とするとき、 Gss= LJi caciびが成り立つ。

ここで、 Gss= {g E G: aT9 = a Ad(g)T Ad(g)-1/ま半単純｝です。また、 v-vによっ

て線型写像 uに対する線型空間 Vの (-1)ー固有値空間を表すことにします。 tを「anr-T 
の極大可換部分空間とし、 t+a を g―び n9―T の極大可換部分空間とするとき、¼+ Oiが

g―an9―Tti の極大可換部分空間となるような aC Oi C p, ti C tに対して exp(ai)exp(¼)t, 

(ti Eexp(t)) という形で与えられるものを standardCartan subsetといいます。

証明の概略 Gの次元に関する帰納法を用いる。対称部分群が取れる場合には、定理 7.2を

用いてレビ部分群に関する両側剰余類の問題に帰羞することができる。ところが、レビ部分

群が G自身になってしまうことがあり、このときは帰納法が働かない。そのような場合は

Onishchik氏による半単純リ一環の decompositionの分類 [On62,On69]を用いて起こり得

る場合を列挙し、具体的計算によって適当な真に次元の小さい部分群（レビ部分群とは限ら

ない）を見つけ、その両側剰余類の問題に帰着する。対称部分群が取れない場合には、半単

純な complexspherical pairの分類 [Br,Kr, Mi]を用いて 1つ 1つ具体的に計算をする。

帰納法が働くように、実際にはこの逆の順番に示す。 ロ

半単純対称対に対する両側剰余類につきましては、上記の松木氏の論文の他、 Hoogenboom

氏 [Ho]、Heintze氏， Palais氏， Terng氏， Thorbergsson氏 [HPTT]の論文などをご参照く
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ださい。
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