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等質開凸錐の基本相対不変式の明示公式の
代数的証明

名古屋大学多元数理科学研究科 中島秀斗＊

Hideto Nakashima 

Graduate School of Mathematics, Nagoya University 

Abstract 

等質開凸錐の墓本相対不変式の明示的公式は， 2014年に筆者によって与えられた．

その証明は Graczyk-Ishi(2014)によって与えられた等質開凸錐の自己共役表現に付
随する 2次形式の像の構造論に依拠しているが．そこでは等質開凸錐上のRiesz超関
数の精緻な解析が用いられている．本稿では．その 2次形式の像の構造を純代数的な手

法により決定できることを報告したい．

序文．

実ベクトル空間 Vの中の直線を含まない開凸錐 0に対し，線型自己同型群 G(D):= 

{g E GL(V); gD = D}が0に推移的に作用するとき， 9は等質であるという．等質開凸

錐は，等質凸領域の重要なクラスの一つであり，また複素有界等質領域の研究においても重

要な役割を果たす (cf.Piatetski-Shapiro [7]). Vinberg [8]による等質開凸錐の一般論によ

り， G(D)の分裂可解Lie部分群Hで0に単純推移的に作用するものが存在する.Ishi [3] 

により， Hに関して相対不変な既約多項式関数はちょうど Qの階数rの個数だけ存在し，

それらを△1, ...'ふと表せば，任意の H—相対不変多項式はこれらの幕積で表すことがで

きて，さらに 9はそれらの正値集合として

D = {x EV; ふ(x)>O,... , ふ(x)> O} 

と記述できる．この意味で△1 (x), ... , △ r(x)を 9の基本相対不変式と呼ぶ．基本相対不

変式は， Vinberg多瑣式の系列D1(x), ... , Dr(x) (cf. 式 (1.5),Vinberg [8])から既約因子

を順次取り出すことによって得られるということがIshi[3]により示されており，その後

Nakashima [5]において，以下のように閉じた式として与える公式が与えられた：

ふ(x)= D心），△j(x) = 
Dj(x) 

TTi<j Di(x)一の;+叩+1+・・・十知
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(j=2, ... ,r). 
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ただし，び=(ajk)i:<;j,k:<;rは [3,Theorem 2.2 (2)]および [5]において導入された Qの

multiplier matrixと呼ばれるものである（式 (1.4)参照）．その証明において鍵となったの

は， Graczyk-Ishi[1]において示された，ベクトル空間E上の0-positiveかつhomogeneous

な2次写像Q:E→Vの像に関する次の性質である：

Q[E] = p(H)ce (ce = c1C1 +・ ・ ・ 十奇er;e E {O, lY)- (1) 

ただし， pはHのVへの作用を表し， c1,... , Cr EVは， 9に付随するクランにおける原

始幕等元の完全直交系である（式 (1.1)参照）．また集合X に対して，その閉包をXと表

している．実は原論文 [1]では，より広範なクラス (virtualquadratic maps)に対して考察

を行っており，等質開凸錐上の Riesz超関数の精緻な解析を用いることによって，そのよ

うな場合に対しても証明が成立する形で示されている．翻って我々の設定においては，通

常の意味での2次写像についての結果で十分であるので， [1]でなされたような解析的な議

論を経由せず，代数的な議論のみを用いてより初等的に導出できて然るべきではないかと

いうことが懸案事項となっていた本稿では， 0-positiveかつ homogeneousな2次写像に

対して式 (1)を純代数的な手法で示すことによりその問題を解決し，さらに等質開凸錐の

multiplier matrixを計算するアルゴリズム（定理1.1)の幾何学的な意味の説明を与える．

1 等質開凸錐

Vを有阪次元実ベクトル空間とし， OcVを直線を含まない開凸錐とする.GL(V)の

部分群で 0を不変にするものを G(O)で表す．このとき G(O)はGL(V)の閉部分群とな

り，したがって線型 Lie群となる．ここで， G(O)が0に推移的に作用しているとき， 0

は等質であるという．本稿では間凸錐は常に等質であると仮定する.Vinberg [8]にあるよ

うに， G(O)の分裂可解な Lie部分群 Hで， Qに単純推移的に作用するものが存在する．

Hのn(そして V)への作用を pで表す．さて， Qの一点 Xoを固定して，その軌道写像
H ぅh→p(h)xo E 0を考えると，単純推移性よりこれは微分同相写像になる．すると，
H の単位元におけるこの軌道写像の微分は， H のLie代数 hから Vへの線型同型写像

hぅX→Xxo EVを与える．そこで，その逆写像をL:Vぅx→Lx E ryで表し，さらに
Vに積△をx△y := LxY (x,y EV)で定義すると，この積は双線塑になり，さらに

1. 任意のx,yEVに対して [Lx,L』=Lx△y-y△x 

2. ある sEV*が存在して s(x△y)がVの内積を定める

3. Lxの固有値はすべて実数である

4. (V, △）は単位元eoを持つ

という 4つの性質を満たしている．

(left symmetry) 

(compactness) 

(normality) 

(unital) 
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条件1-3を満たす代数を，本稿ではクランと呼ぶ*l.一般に，クランは非可換かつ非結合

的である.Vinberg [8]にあるように，等質凸領域とクランは同型を除いて 1対 1に対応し

ており，さらに等質凸領域が錐になることとクランが条件4を滴たすこと，すなわち単位元

を持つことが対応している．さて， 0の階数を rとするとき，互いに直交する r個の原始幕

等元の完全直交系c1,... , Cr EVが存在し，それに付随してクラン Vは

V= ① Vkj 
l~j~k~r 

(1.1) 

と直和分解される．ただし， Vjj(j = 1, ... ,r)およびVkj(1 S:::: j < k S:::: r)はそれぞれ
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％△ Vki c Vjk or Vkj (according to j :S k or k :S j, where i :S j and i :S k) 

が成立する．また， C1,...'Crの和は Vの単位元，すなわち eo=釘十 ・・・+Crとなる.v
の内積としては，条件2を満たすsoEV*を一つ固定して

〈叫y〉:= so(x△ y) (x,y EV) (1.2) 

としておく．各ウェイト空間 Vkj(1 ::::; j ::::; k::::; r)はこの内積に関して直交している．ま

た，与えられた hEHは，正規分解(1.1)を利用すれば，正の実数柘 (j=l,... ,r)およ

びVkjE Vkj (1 ::::; j < k::::; r)を用いて

h = (expT1)(expL1)(expT2)・ ・・ (expLr-1)(exp Tr) 

Ti:=(2logh況 c;, Lj := Lいj (1 ::::; i ::::; r, 1 ::::; jさr-1) (1.3) 
k>J 

と一意的に表される．本稿では Hにはこの座標を入れておく．

等質開凸錐Q上の関数fがHに関して相対不変であるとは， Hのある指標xが存在して

f(p(h)x) = x(h)f(x) (h EH, XE n) 

が成り立つことをいう.Hは分裂可解であるので，上の座標(1.3)を用いると， Hの指標x

はある実数の組!!_= (巧，..., Vr) E町を使って

x(h) = (h1)2ッ1... (hr) 2vr (h E H) 

*1 Vinberg [8]において，コンパクトな正規左対称代数(_QompactNormal !,eft symmetric Algebra)の
頭文字を採って， clanと名付けられた．その他， Vinberg代数やVinberg-Koszul代数と呼ばれることも
あり，箪者の近年の論文 [6]などではVinberg代数と呼んでいた．
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と書ける．このビを指標X(および相対不変関数f)のmultiplierと呼ぶさて， Ishi[3]に

あるように相対不変な多項式の中で既約なものはちょうど階数の個数rだけ存在しており，

本稿ではそれらをふ(x),...'△ r(x) (x EV)と表す．ただし，ふ(eo)= 1 (j = 1, ... ,r) 

のように正短化しておく．基本相対不変式今のmultiplierをQ_j= (a-jl, .. ・, O"jr)とした

とき，それらを並べて得られる正方行列

び：＝（び叫1:S:J,k:S:r (1.4) 

を等質開凸錐 0のmultipliermatrixと呼ぶ多項式関数の multiplierは非負整数である

ので， Ishi[3]にある基本相対不変式の構成法を踏まえれば， multipliermatrix aは対角成

分が 1で各成分が非負整数の下三角行列になることがわかる．

定理 1.1(Nakashima [5]) 等質開凸錐0のmultipliermatrix aは以下のアルゴリズムに

よって計算される．簡単のため d幻：= dim Vkj (lさj<kさr)とおき， i= 1, ... , r -l 

に対して， di:= t(o, ... , 0, di+l,i, ... , dri) E 町とする．このとき，各 i 列ごとに l~j) = 
l(l屈．．．，屈） E IRr (j = i, ... , r -l)を，まずt<il:= diとし， k= i + l, ... , r -lに対

しては

四＝｛り::；-dk (l『；；!~~>〇），
(lk-l,i = 0) 

のように帰納的に定義する．さらに， g[i]= t(ci+l,i, ... ,Eri) E {0, 1y-iを

1 (if z3:-1i > o), 
知＝｛。 (if塵―1)= 0) 

により定義すれば，ぴは次のように計算できる：

(j = i + 1, ... , r) 

び~ ~-,£,_, ... ふ， £,~Cり'1 • 

゜この定理の応用として，基本相対不変式の明示的公式が得られる．そのためにVinberg多

項式D1(x),... ,Dr(x)を導入する.vのノルムを llxll2=〈xix〉とし，与えられた xEV  

＼
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0

詞

に対して
r 

砂）：=LX認ck+L X詔 (j=l,... ,r) 
k=j l>k;;,j 

を帰納的に以下のように定義する：まず砂）：=Xとし，次に i= 1, ... , r -1に対して

｛心；1) := Xし;)x昇ー so(ck)-1IIXい Iド (i<k~r),
X1~+1) := xいx忙ー Xl~i) △ xい (i < k < lさr)

とするとき，

D心）：＝心 (i=l,... ,r) (1.5) 
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とすれば各Di(x)はH-相対不変な多項式となる．この多項式Di(叫を，本稿ではVinberg

多項式と呼ぶ (cf.Vinberg [8]). この多項式は，与えられた XEDに対して，方程式

x = p(h)eoを満たすhEHを求める際に現れるものである．実際，Vinberg[8, Chapter III, 

Section 3]にあるように， この方程式を満たすhEHの対角成分h1,... , hrしま

hi =D心）， hJ= D1(x)―l ... nj-1(x)―1Dj(x) (j=2, ... ,r) 

と計算される．したがって，次の定理を得る．

定理 1.2(Nakashima [5]) 等質開凸錐 Qの基本相対不変式△1(x), ... , ~r(x) は， Q の

multiplier matrix u = (u叫1:c:;j,k:c:;rとVinberg多項式D1(x),... ,Dr(x)を用いて，次で

与えられる．

ふ(x)= D1(x), △ (x) = 
Dj(x) 

TTi<j Di(x)一 a;,+叫 ;+1+…十<Ijj
(j=2, ... ,r). 

2 fl-positiveかつ homogeneousな2次写像

この節では定理 1.1の[5]における証明の概略を述べる．その鍵になった定理を記述する

ために，いくつか用語を定義する.OcVを等質開凸錐とし， Eを有限次元の実ベクトル

空間とする．このとき， E上の 2次写像Q:E→Vが0-positiveであるとは任意のベクト
ル ~EE に対して Q[~] E IT かつ Q[~] = 0 ならば ~=0 となることをいう．また，任意の

hEHに対してある ghE GL(E)が存在して

p(h)(Q[m = Q[gh~] ('v~EE) 

を満たすとき， Qはhomogeneousであるという．このとき，次の定理が成り立つ．

定理 2.1 (Graczyk—lshi [1]) 0を階数rの等質開凸錐とする．有限次元実ベクトル空間E

上の 0-positiveかつ homogeneousな2次写像に対して，ある e= t(釘，．．．，奇） E {O, 1y 

が存在して， Q[E]はCe::= c1C1 +・・・+Cr奇Eりを通る圧軌道の閉包として書ける．すな

わち，

Q[E] = p(H)c., ・

注意 2.2 Graczyk-Ishi [1]は等質開凸錐 Q上の Wishart分布について研究しており，特

に0-positiveかつ homogeneousな2次写像に付随する Wishart分布は Gindikin-Riesz

超関数を用いて表せることを， Laplace変換の性質を用いて導いている．また，正値の

G indikin-Riesz超関数R§_(!2. ECりの台は， Ishi[2]により求められており，それがp(H)c.,

（ヨeE {O,lY)である．上の定理 2.1は，この 2つの事実を合わせたものである．なお，

Ishi [2]の結果は， R旦が正値となる集合三 (Gindikin-Wallach集合と呼ばれる）に対して



66

有効であり，特に三は連続濃度を持っている．これより Laplace変換を通して定義される

virtual quadratic mapsに対しても，定理2.1が成り立つことがわかる．また，定理1.1の

アルゴリズムは， Ishi[2]で与えられた Rsの台を求めるアルゴリズムを繰り返し用いた形

になっている．

以下， [5]における定理 1.1の証明の概略を述べる．まず，正規分解 (1.1)を利用して

V[l] =④い Vkl および V'= 〶2:<;j:<;k:<;r 恥とおき， V を

、̀’’ノ
ー

＞
 
E
 
x
 
，
 

~
~
 

ー
~
~
 

＞
 
E
 

~
~
 

ー

ーC

[

 

股

V

E

（

ー

＼

を

恥

I
I
 

;
:
,
 

E
 

＇

元

入

＞

の

（
>

x

 

①
 

~
~
 

H

,

＋
 

＞

た

く

①

ま

＋

ー

ーC

.

c

 

良

る

入

一

＿

す

―

―

＞

解

＞

分こ', 間空分

＂ 
音のつ3

 
と

V[l] 

V' 

¥

）

 

(2.1) 

のように表す．この分解に関して， Vの積△を V'に制限したものも同じ記号△で表すこ

とにすれば， (V',△）もまたクランの性質を満たしており，したがって Vの部分クランと

なっている．これより特に， V'に対応する等質開凸錐n'が存在し，さらにn'に単純推移的
に作用する分裂可解Lie群H'も存在する．実は， H'の元h'は， Hの座標 (1.3)において，

詞と V[l]に関するものを取り去った形で古ける．すなわち，正の実数凡 (j= 2, ... , r) 

および叩 EVkj (2~j < k~r) を用いて，

h'= (exp花）(expら）(exp孔）・・・ (expLr-1)(exp Tr) 

のように表示できる．ただし， T1:= (2 log h1)LcjおよびL1:=冗k>jLvkjである．また，

Q[f,] := f, △くとすれば， Qはn'-positiveかつhomogeneousな2次写像になる．

等質開凸錐の基本相対不変式は，対応するクランの右乗法作用素の行列式の既約因子

としてすべて現れるという事実 (cf.Ishi-Nomura [4])を用いれば， Qの基本相対不変式

ふ(V),... , Lふ(v)は， n'の基本相対不変式△fi(x), ... , △ ~(x) を用いて

△ 1(v) =入，△j(v) =入―°'j△;（入x―収Q[f,]) (j = 2, ... , r) 

というように，ある非負整数の (j= 2, ... ,r)を用いて記述できる．この CXjを決定する必

要があるが， ここで定理2.1を用いれば， Q[f,]= p(h)c~(c~= 砂C2 +・・・十奇Cr)として艮

いことが分かり，それを用いて

C)~a'(: ー：：） （がは n'のmultipliermatrix) 

とおいたときに入―°'1~j (入x-½Q[W が既約な多項式になることを帰納法により示す，と

いうのが定理1.1の証明の大まかな流れである．
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3 定理 1.1の代数的証明

これまで通り 0を階数rの等質開凸錐とし， Q:E→Vを有限次元実ベクトル空間E上
のfl-positiveかつ homogeneousな2次写像とする.Eの内積を〈・I・〉E とするとき， Qに
付随して線型写像r.p:V→Sym(E)を

<r.p(x)~I~ >E= <xlQ[~l > (x EV, ~EE) 

により定義する．この¢を用いて

瓦：=r.p(ci)E (i=l, ... ,r) (3.1) 

と定義する．なお，ゃはクラン (V,△）の双対クラン (V,▽）の自己共役表現になっており，

従って Ciの幕等性より cp(ci)は射影作用素になる．また， cp(x)の「下三角部分」烈x)を

1 
匹）：= 2 LXjjcp(cj) + L cp(保）cp(xk1)cp(c1) x = L疇+ L 叫

とする さ二，極化する；：；二， QをEから Vへ［双線:;i写像に持；二こ: ) 
Q(6,6) = -(Q[6 +叫―Q[6]-Q[t叶） (6,6 EE). 

2 

このとき， W:=EEBVに

(6 + x1)△（む＋立）＝烈X1ぬ+(Q(6, む） +x1△x叫（も，む EE,X1,X2 EV) 

により積△を定義する．ここで右辺の△は Vのクラン積である．すると， (W,△）は（単

位元を持たない）クランになる．また W の内積は， Eの内積〈・I・厄を用いて

〈6+x1l6 +x2〉w:=2〈616〉E+〈x1lx2〉 (6,6 EE, X1, X2 EV) (3.2) 

により定義し，この内積から定義される W のノルムを ll・llwで表す.Eの元いこ対しては

11(11~= 211(11沿となることに注意．

次に， Vを式 (2.1)により 3つの部分空間に分解し，また式 (3.1)を利用して Eを

E ＝ El ① げ ＝ □ R (E':=④ Ek) 
k=2 

のように 2つの部分空間に分解する．この分解を踏まえれば， W は直感的には

~] 

W=  

E'I v[11 V' 



68

のように分解されることになる．これらの空間のうち，以降用いることになる 3つの空間

恥，E'およびv[l]に関する乗法則を，補題としてまとめておく．

補題 3.1 (1) E1, E', v[1lに関して，次の乗法則が成り立つ．

right 

E1 E' y[l] 

E1 股C1 V[l] 

゜left E' v11J V' 

゜V[l] E' 

゜
V' 

(2)積△は Eに制限すれば可換である．すなわち，（△7/ = 7/△< (~, rJ E E). 

定理 1.1における eを計算する際のアルゴリズムを思い出すと，

dimE1 > 0 ⇒ E'の次元情報から v[l]の次元情報を引き去る，

dimE1 = 0 ⇒ 何もしない，

というものであったそこから， dim凡 >0のときには E'の中には v[l]のコピーに相当

するものがあって，それがEのQによる像を記述する際に役割を果たしているという構図

が見えてくる．そして，それを実現するのが次の 2つの写像である．

定義 3.2 非零ベクトル ~E E1を一つ取り，固定しておく．このくに対して， 2つの線型写

像 r~ およびreを， W におけるクラン積△を用いて以下で定義する：
r~: V[l] ----+ 
UJ 

E' 
U、l

， r*: E' → V[l] 
{ U) U) 

V f-----t V△ ~a f-----t a△< 

すなわち， W における右乗法作用素凡をそれぞれV[l]およびE'に制限したものである．

補題 3.3 E'= Imager~ 〶 Kerr; (直和）．

証明 (i) 合成写像灯。 r~: V[l]→ V[l]はスカラー写像である：実際，クラン積の左対称性
により

r; o r~(v) = (v△ ~)• ~= (~ △ v)△ ~+v • (~ △ ~) -~ △ (v△ ~) 

であるが，補題3.1の(1)および (2)によって（△(v△ ~) = (v△ ~)△くおよび c △v=O 

であるので，＜△ ~= ll~ll~c1 かつ v △C1 = Vであることに注意すれば，

1 1 
r; o r~(v) = (v△ ~)• ~= -v△ (~ △ ~) = -ll~ll~v. 

2 2 

(ii) r~ は単射であり， r;は全射である：これは (i)と下の図より明らかである．

r; 0 r~: v[l]~E'~v[l] 
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(iii) a E Imagereかつ bE Kerreならばa△b=Oである：実際，ある VEV[l]が存在し

てa=re(v)と書けるので，補題3.1の乗法表より(△v=OおよぴV△b=Oとなること

に注意すれば，

a△ b = (v△ ~)• b = (~ △ v)△ b+v△ (~ △ b) -~ △ (v△ b) = V△ (~ △ b) 

を得る．ここで Eにおけるクラン積の可換性からく△b = b△ ~=で(b) となるが，今

b E Ker reであるので，結局a△b=Oである．

(iv) ImagereとKerreは直交する：これは， W の内積は式 (3.2)で定義されているので，

先程示した (iii)より直交性を得る． ロ

この補題より， ImagereはE'の中にある V[l]のコピーと見なせる．そこで，

恥 111:= Image re, E如：= Kerre 

とおく．さて， 2次写像QをE詞上に制限したものをQで表す：

偽：= Q[b] (b EE詞）．

補題 3.4 QはD'-positiveかつhomogeneousなE如上の 2次写像である．

証明 E'△ E'c V'であることより， QがD'-positiveであることは明らかなので，以下

homogeneousであることを示す．まず H'={expL訴 vEV'}と書けることに注意すれ

ば， Qがhomogeneousであることは

Lぉ(b△b) = (Lxb)△ b+b△ (Lxb) (x EV', b EE如）

と表せるので， V'△E&111 C E&111を示せば十分である．ここで禎△は W のクラン禎と

して考えている．補題3.1の(1)より， b△x=Oかつ x△~=0 であるので，

re(Lxb) = (x△ b)△ ~= (b△ x)△ ~+x • (b△ ~) -b△ (x△ ~) = X△（吋(b))= 0 

となる． したがって， Qはhomogeneousである．

直和分解E=E1①Ev111 EB E&111にしたがって， Eの元vを

v = c; + a + b (c; E E1, a E Ev111 , b E E如）

のように表す．

命題 3.5 v EE が ~-I 0を満たすと仮定すると，

口

(3.3) 

2 
Q[v] = p(expLtc1 expLu)(c1 + Q[b]) where t := 2logll~llw and u := r*(a). 

ll~llw { 



70

証明一般のVEV[l]およびwEV'に対して，

p(exp Ltc1 exp Lv) (釘十w)= llfll~c1 + llfllwv + (½v • v+w) 

であること，および

Q[v] = 11(11~ 釘 +2(△(a+ b) + Q[a + b] = ll(ll~c1 + ll(llw·II~ 心で(a)+Q[a] +切b]

であることを踏まえれば，抒△u=Q[a]を示せば十分であることがわかる．この式の左辺

において，右のuのみaを用いた形に展開すれば，クラン積の左対称性より

1 2 1 
い△U= -・U△ (a△ f) = (a△ (u△ f) + (u△ a)△ f-(a△ u)△く）

2 llf llw llf llw 

となるが，補題3.1の乗法表より u△a=a△ u=Oであるので，

1 1 
-u△ U= 
2 llfllw 

a△ (u△ f) 

となる．一方， aはある VEV[l] を用いて a=r~(v)=v △くと表せることより， u は

2 2 2 2 . 11 国 II~
U= a△ f = (v△ f)△ f= ド or~(v)= v=llfllwv 
llfllw llfllw llfllw~llfllw 2 

となるので，

1 1 1 

2 
-u△ U= 

1にllw
a△ (u△ () =・I  fllwa△ (v△ f) = a△ a=Q[a] 

llfllw 

となり，命題が証明された． 口

以降，定理2.1の代数的な証明を与える．階数rについての帰納法を用いる.r = lのと

きは明らかなので， r-lのときに成立を仮定する．もし恥={O}ならば， Q[E]=Q[E'] 

となり陥納法の仮定が使えるので，以降E1ヂ{O}とする．まずVEEを任意にとり固定す

る. ~ をッの恥成分とするとき，自然数nに対して VnEEを

lln =~n + a + b, 
、
,
'
’
/
‘
‘
~

0

0

 

＃―― 
g
g
 

n' 

¢、
1
-
n｛
 
＿＿
 n
 c
 

(a E Ev[1J, b E E如）

により定義する．ここでEv11i= Imager~n であり， 7/ E恥は 7/=I-0を満たすもので，一

つ取って固定しておく.a,bはnの取り方には依存するが， nには依存していないことに注

意する．今ふ =I-0なので，命題3.5より

2 
Q[叫=p(expLむc1expLuJ(c1 + Q[b]) (む：= 2logll品llw, Un:= II品llwrt(a)) 

である．帰納法の仮定より，ある ¥s2,...'奇） E {0, 1y-1が存在して

Q[b] E p(H')c~ (c: := c四＋・・・十e凸）
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となる．よって，ある点列{h~}n=l,2, ... C H'を用いて lim p(h~)c: = Q[b]とできるの
n→ += 

で， h'EH'ならばp(h')c1= c1となることに注意すれば

釘 +Q[b]= lim (ci+p(h~)c:)= lim p(h~)(c1+c:) 
n→ += n→ += 

である．明らかに lim 品=~ であるので， hn:= (expLtncJ(expLuJh~EH および
n→ +oo 

e: = t(l, 砂...'奇） E {0, lYとおけば， Qの連続性より

Q[v] = lim Q[叫=lim p(exp LtnC1 expし）p(尻）(c1+c: = lim p(hn)Ce 
n→ +oo n→ +oo 

） 
n→ +oo 

であるので， Q[v]E p(H)ce: となる．

最後に e:E{O,lYがnの取り方に依存しないことをいう必要がある．非零ベクトル

n汀 2E E1をとり，
恥（叫：= Image (rT/, 叫） (i=l,2) 

とおくと，補題3.3の証明と同様にして，各7/iに対して恥(7/』はrTJ,lvklを通して Vぃと

線型同型になるので，したがって dim且(711)= dimEk(T/2)である．定理1.1のアルゴリズ

ムより， eはこの次元情報のみによって決まるので，これはnの取り方には依存しない． ロ
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