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自然数 nが 2以外の素因数を高々二つしかもたないとき， 1の原始 n乗根における

Schur多項式の値は 1,0, -1のいずれかにしかならない．このことを報告する．

この主張における「2以外の素因数を高々二つしかもたない」という nの条件は比較的

ゆる＜，たとえば105(= 3・5・7)未満の自然数はすべて該当するまた Schur多項式を定

める分割には何の条件もない．非常に多くの自然数nと分割に対して，この値が 1,0, -1 

にかぎられるのは興味深い．

主結果は次のとおりである：

定理 1.1.自然数nが2以外の素因数を高々二つしかもたない（＊）とき，任意の分割入に

対して，料（叫，．．．，西） E{l,0,-1}である．ここで， S入は入に対応する Schur多項式，

叫，...,Wd /ま 1の原始n乗根すべてである．

この定理は， 2系列の特別な分割に対してはすでに知られていた．

1つは入＝（内の場合である．この場合は s入は基本対称式である.1の原始n乗根た

ちの基本対称式は，符号を無視すると n次の円分多項式 <I>n(x)の係数に等しい．つまり，

この場合は，定理 1.1は「nが（＊）の条件をみたすとき，屯,(x)の係数には 1,0,-1しか

現れない」と言い換えられるこれは有名な事実であり， 100年以上前に， A.Migottiが

[Mi]で証明を与えている．

＊本研究は科研費（課題番号：16K05067)の助成を受けたものである．
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もう 1つは入=(k)という分割の場合である．この場合は s入は完全斉次対称式である．

1の原始n乗根たちの完全斉次対称式は， n次の円分多項式の逆数<Pn(x)-1の係数と等し

い．つまり，この場合は，定理 1.1は「nが（＊）の条件をみたすとき，屯n(x)-1の係数には

1,0,-1しか現れない」と言い換えられるこれは比較的最近の 2009年に P.Moree [Mo] 

が与えた結果にあたる．

このような特別な分割の場合に知られていた結果を，一般の分割に拡張したことになる．

2 ユニモジュラー系

定理 1.1の証明で鍵になるのはユニモジュラー系 (unimodularsystem of vectors)と

いう概念である ([DG]).

この概念を説明する前に，ベクトルの組の「行列式」について整理しておこう.Bをn

次元ベクトル空間 Vのn個のベクトルの集合とする.vの基底を固定して， Bの各元に
対応する数ベクトルをまとめて行列を作り，その行列式を考える．この値はベクトルの並

べる順序による符号の違いを除いて決まる．つまり Vの甚底を決めれば [detB]という値

が決まることになる（ただし [a]={a, -a}とする）．

このことに注意して，ユニモジュラー系という概念を次のように定める：

定義 2.1.ベクトル空間 Vの有限部分集合 X(ただし 0(j_ X, 〈X〉=V)について

「[detB]はVの基底をなす Bexの選び方によらない」という条件がなりたつとき X

はユニモジュラー系であるという

[DG]におけるユニモジュラー系の定義では， O(j_Xと〈X〉=Vという条件は課してい

ないが，ここではこれらの条件も課しておく．

定義 2.1における「[detB]はVの墓底をなす Bexの選び方によらない」という条

件は，言い換えると「ZBという集合は， Vの基底をなす Bexの選び方によらない」と

同じことであるさらに「適切に基底を選ぶと totallyunimodular matrix (任意の小行

列式が 1,o, -1のいずれかにしかならない行列）の列全体と実現できる」と言い換えるこ
ともできる．

たとえばA型のルート系はユニモジュラー系の例となっている（実際はさらに極大な

ユニモジュラー系である）．
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3 主定理を示すための 4つの命題

主結果である定理 1.1は，以下述べる命題3.1-3.4 (いずれもあるベクトルの集合がユ

ニモジュラー系をなすという主張）を通じて証明できる定理 1.1は命題3.1に帰着され，

さらに命題3.1は命題3.2,命題3.3,命題3.4に順々に帰着されるのである：

定理 1.1~ 命題 3.1~ 命題 3.2~ 命題 3.3~ 命題3.4.

結局は命題3.4を証明すればよいことになる．

命題 3.1.nが（＊）をみたすとき，数ベクトルの集合

叫＝｛（〗 k~0,I, ... , n -1} 
はユニモジュラー系をなす．

命題 3.2.nが（＊）をみたすとき， 1のn乗根全体の集合

Zn = { Z E <C I Zn = 1} 

はQ((n)においてユニモジュラー系をなす．

ただし品は 1の原始n乗根で，円分休Q(ふ）をここではQ上のベクトル空間と見なし

ている．

命題 3.3.(1) pが素数なら， ZpはQ((p)においてユニモジュラー系をなす．

(2) pとqが素数なら，

ZpR 為={x@ylx E Zp, y E Zq} 

はQ位） RQ((q)においてユニモジュラー系をなす．

命題 3.4.(1) XがVの基本零和系ならば， XはVにおいてユニモジュラー系をなす．

(2) x, Yがそれぞれv,wの基本零和系ならば，

X@Y = {x⑳ y IX EX, y E Y} 

はv0wにおいてユニモジュラー系をなす．
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ここで QJ::: の有限次元ベクトル空間 Vの有限部分集合X について，次の条件をみたす

とき XはVの基本零和系であるということにする：

IXI = dim(V) + 1, 〈X〉=V, LX=O. 

ただし LX= LxEXXとする．

たとえばe1,... ,enがVの基底のとき，{e1, ... , en, L~=l ei}はVの基本零和系であ

る．逆に Vの基本零和系はかならずこの形で表される.vの任意の基本零和系は線型同型
写像で互いに移りあうこともすぐわかる．

またpが素数のとき， ZpはQ上のベクトル空間 (Q((p)の某本零和系であるこのこと

に注意すると，命題3.4は命題3.3の一般化であることがわかる．

主定理は命題 3.1,3.2, 3.3を通じて基本零和系の性質である命題 3.4に帰着されるが，

そのくわしい過程は次節で述べる．また命題3.4の証明は次々節で述べる．命題3.4の(1)

は簡単に証明できるが， (2)はグラフの言葉を用いて証明することになる．

4 主定理の命題 3.4への帰着

主定理は，命題3.1,3.2, 3.3を通じて，甚本零和系の性貿である命題3.4に帰着できる．

この節ではその過程を述べる．

4.1 定理 1.1-¢=命題3.1

まず，定理 1.1は命題3.1に帰着される実際，命題3.1の仮定の下で定理 1.1は次のよ

うに証明できる

Schur多項式s入は Vandermonde梨の行列式 aμ の比として

料 (x1,...'呪） = a,5十入(x1,...'四）/a.s(x1, ... , 四）

と表されるただし 8= (d -1, d -2, ... , 1, 0)であり，またμ=(μ1, ... ,μ 心EZ邸に

対して， d変数の多項式 aμ を次のように定める：

叫 x1,... , xd) = det(x↑) l<:'.i,j<:'.d・ 

この aμ に， W1,• ・ ・,Wdを代入したものは， Onから d個選んだベクトルの組の行列式に等

しい．すなわち，適切に V1,... , Vd E叫を選ぶと次が成立する：

aμ(w1, ... ,wd) = det(v1, ... , 固）．
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命題3.1を仮定すると， nが（＊）をみたすとき，この値は符号を除いて一定である（さもな

くば0になる） . a6 (w1, ... , 西）ヂ〇もすぐわかる．これらから定理 1.1がわかる．

4.2 命題 3.1-¢=命題 3.2

命題3.1は自然な線型同型写像を通じて命題3.2に帰着される．このことを示そう．

糾から生成される Q上のベクトル空間〈9叫は

［）曰z,
という対応で円分体Q(知）と同型である (Q上のベクトル空間として）．そしてこの同型

写像を通じて DnはZnと同一視できるよって命題3.1は命題3.2と同値な主張である．

4.3 命題 3.2-¢=命題 3.3

命題3.2も自然な線型同型写像を通じて命題3.3に帰着される．

nがn= Pi1 ... p~k と素因数分解されるとき， Q((n) は

Q(知） R・・・RQ(伍）

のPil-1 ... p~k-1 個の直和と Q 上のベクトル空間として自然に同一視できる．またこの

同型を通じて Znは

LJzp1 0 ... 0 zPk 

と同一視できるこのことは次の補題の (1)と(2)を組み合わせるとわかる：

補題 4.1.(1)自然数 aとbが互いに素のとき，線型同型写像Q((ab)→ Q(知）RQ((けで

Zゅの像がZaR局となるものが存在する．

(2)素数pに対して，線梨同盟写像Q(知）→ Q((p)① pl-1でZPzの像がLJ各となるもの
が存在する．

証明 (1)次のようなベクトル空間のあいだの対応を考える：

Q((a) 0 Q(くり→ Q((ゅ）， X@ y f---+ xy. 

これが線型同型写像を与えて， ZaR局の像がZゅとなることはすぐにわかる．

(2) j E 0, 1, ... ,Pl-l - 1に対して， Q((p)(j)をQ((p)のコピーとする（また XEQ(ふ）
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に対応する Q(伽）(j)の元を xUlと表す）．この上で，次のようなベクトル空間のあいだの

対応を考える：
p!-1_1 

④ Q((p)Cj)→ Q(知）， x(j)t-t砂x.
j=O 

これは線型同型写像を与える（次元が等しいので，全射になることを確認すればわかる）．
p Z-1 

LJj=O -1 Z炉の像が Zplであることはすぐわかる． ロ

次の補題も鍵となる：

補題 4.2.X, Y がそれぞれ v,w のユニモジュラー系のとき， XLJY は V 〶 W のユニ

モジュラー系となる．

この補題から， ZPlQ9 ... ⑭ ZPkがユニモジュラー系なら， Znもユニモジュラー系であ

る.p=2に対応する円分体Q位）は Qと等しく， Z2= {1, -1}ということに注意する

と，とくに命題3.3から命題3.2が導かれる．

4.4 命題3.3¢::命題 3.4

pが素数のとき均は Q上のベクトル空間 (Ql((p)の基本零和系である．よって命題 3.4

は命題3.3の一般化である．

5 命題 3.4の証明

前節の議論で，主定理は命題3.4に帰着できた．今節では，この命題3.4を証明しよう．

まず節 5.1で命題3.4(1)の証明を片付けて，残りの節 5.2,5.3で命題3.4(2)をグラフの

言葉を用いて証明する．

5.1 基本零和系はユニモジュラー系

まず命題3.4(1), つまり基本零和系はユニモジュラー系であることを示す．

命題3.4(1)の証明． 甚本零和系Xの部分集合X1,ふで Vの甚底になるものを任意に

とる（ただし X1ヂふとする） .xの部分集合で Vの基底になるものはX'-.{x}とい

う形のものにかぎられるので，次をみたす X1心2EXがとれる：

ふ =X"-{xi}, ふ =X"-{四｝．
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[detX1] = [detX叶となることは次の計算でわかる.A=X"--{Xぃ四｝とおくと

[detX叶=[det(X" {叫）］

= [det(A LJ {四｝）］

= [det(A LJ {四十LA})]

= [det(A LJ {-xi})] 

= [det(ALJ{x1})] 

= [det(X" {叫）］

= [detX叶

第3の等号の変形は，行列式の韮本変形であるまた第 4の等号では次が効いている：

X1 +四十LA=LX=O.

5.2 同値関係の主張に帰着

口

以降は命題3.4(2)を証明しよう．つまり X とYがそれぞれVとW の基本零和系の

とき， X@YがVRWにおいてユニモジュラー系であることを示す．

VとW の次元をそれぞれM,Nとして， X@Yの次のような部分集合族SとBを考

える (Bc Sとなる）：

S={ScX@YISの元の個数はMN},

B={ScX@YISはV@Wの基底｝．

この Sにふ～ふのとき [<letS1] = [<let S叶となるような同値関係を定める．具体的

には，まず社を次のようにおく：

1-l = { XRy I y E Y} u { XRy IX EX}. 

ただし X@yとxRYは次のような意味である：

XRy={x@ylxEX}, xRY={x@ylyEY}. 

すると任意の HE社に対して LH=Oとなる．実際H=XRyのとき

LH  = Z:(XRy) = (どX)Ry= 0Ry = 0. 
H = xRYのときも同様である．この準備の下で， S1,S2ESについて，次をみたす

HEHとs1,s2EHが存在するときに， S1,.:,.,S2と定める：

H c S1 LJ {s叶=S2LJ{si}.
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すると S1,.;_, 品のとき [detS叶=[<let 82]となる．実際Aを

A= S1'--{si} = 82'--{釘｝

とおくと

[detS叶=[det(A LJ { s1})] 

= [det(A LJ {s1 + L(H'--{s1心｝）｝）］

= [det(A LJ {―砂｝）］

= [det(A LJ { s2})] 

= [detS叶

ここで第二の等号は H'--{s1, 砂}CAに注意して行列式の基本変形をしているまた第

三の等号は次が効いている：

釘 +s叶 L(H'--{s1心})= LH=O. 

この関係んから生成される S上の同値関係～を考えよう．次はここまでの議論からす

ぐわかる：

命題 5.1.S1 ~ふをみたす S1,S2ESに対して， [<let81] = [<let 82]が成立するとく

にふの一次独立性とふの一次独立性は一致する．

X@Yがユニモジュラー系であることを示すためには，次の命題を証明すればよいこと

になる：

命題 5.2.S上の同値関係～に関して， Bは一つの同値類となる

5.3 補集合をとってグラフで考える

このまま Sで議論するよりも， XRYにおける補集合をとって，次の集合族について議

論する方がわかりやすい：

S'= { Sc I B E S}, B'= { sc I B E B}. 

ここで 5cはXRYにおける Sの補集合を意味する.XRYの大きさは

IX@YI = (M + l)(N + 1) =MN+ M + N + l 

だから， S'は， X@Yの(M+N+l)個の点からなる部分集合全休ということになる．
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S'上の同値関係を， 81~ふのとき Sf~S2と定めよう．つまりふとふがSにおい

て同値のときに， Sfと82がS'において同値であると定める．

すでに主定理を命題5.2に帰着させたが，これでさらに次の命題に言い換えられること

になる：

命題 5.3.S'上の同値関係～に関して， B'は一つの同値類となる．

S'上の同値関係は次のように言い換えられるまず次をみたす HEHとS1,S2EH  

が存在するときに， Sf,.:__,S2と定める：

HnS「={釘｝， HnS~= {況｝， S『'--{s1} = s~'-- {況｝．

そしてこの関係んから生成される S'上の同値関係が～ということになる．

これはさらにグラフの言葉でわかりやすく言い換えられる.XigiYはXxYと同一視

できるが，これをさらに X とYを頂点集合とする完全二部グラフと同一視しようこれ

でS'は， X とYを頂点集合とする二部グラフのうち辺の個数がM+N+lであるもの

全体ということになる．そして S'の同値関係は「leafedgeの取り替えを繰り返して移り

合うものは同値」と言い換えられるたとえば次の二つのグラフは同値である：

□ 1:: ~ :~!:: 
左辺のグラフの左上の黒い頂点は一つの辺しかもたない．このような頂点を菓 (leaf)と呼

ぶこの葉から出ている辺 (leafedge)を，同じ葉から出ている別の辺に取り替えたのが右

辺のグラフである．上の説明で言えば， s1はSfのleafedgeであり，これを s2という leaf

edgeに取り替えたのがSiということになる．

このようにグラフに言い換えると，実は B'は， X とYを頂点集合とする二部グラフの

木全体の集合T(X,Y)と一致することになる：

命題 5.4.B'= T(X, Y)が成立する．

命題 5.3や命題 5.4を示す前に，木に関する次の基本的な事実を確認しておく ([D]).

T(X,Y)がS'の部分集合であることはこれからわかる：

補題 5.5.r点集合を頂点集合とするグラフ Eについて次は同値である：

(1) Eは木である．
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(2) Eは連結で IEI= r + l. 
(3) Eは閉路をもたず IEI= r + l. 

まず命題5.4の片方の包含関係は，次を利用して証明できる：

補題 5.6.E'の元で閉路をもつものは，孤立点をもつグラフに同値．

証明（概略のみ） . E'の元で閉路をもつものを考える．補題5.5から，これは非連結であ

り，閉路をもつ連結成分V0と閉路をもたない連結成分聞が存在する（ここでV0とV1は

頂点の集合とする．つまり XLJYの部分集合である）．連結成分V1は，孤立点でなけれ

ば葉vをもつ．この項点vから出ている leafedgeを， vとV0の元を結ぶ辺に取り替える．

すると取り替えたあとのグラフでは， VoLJ{v}とV1"--{v}が連結成分となる言わば， Vl

から vがV0に移動したことになるこの取り替えを繰り返すと， V1の頂点数が一つずつ

減っていくことになり，いずれは孤立点になる． 口

命題5.4の(c)の証明任意の 5cEB'をとる.5c (/_ T(X, Y)と仮定すると，補題5.5

から 5cは閉路をもつ．補題5.6より 5cは孤立点をもつグラフ RCと同値．すると HcR

となる HE1{が存在する.Hは一次従属だから， Rも一次従属となる．よって命題 5.1

から Sも一次従属となり， SEBと矛盾する． 口

B'c T(X, Y)がわかったから，命題5.3を示すには， T(X,Y)の任意の 2元（つまり

S'の任意の木）が互いに同値であることを示せばよい．これは次のようにして証明できる

（またこれは命題5.4の（つ）の証明にもなる）．

命題5.3の証明（概略のみ） • xEXとyEyに対して， (xRY)U (XRy)はT(X,Y)

の元であり， xとy以外の頂点はすべて葉であるこのような二つの頂点以外がすべて葉

であるような二部グラフをここでは標準グラフと呼ぶことにしよう（言わば二部グラフに

おける星である） . T(X,Y)の任意の元は leafedgeの取り替えを繰り返して，ある標準

グラフに変形できるまた任意の二つの標準グラフは leafedgeの取り替えを繰り返して

移りあうこともわかるこのように標準グラフを経由することで， T(X,Y)の任意の 2元

が同値であることがわかる． ロ

注意.A型のルート系がユニモジュラー系であることも同じような議論で証明できる．符

号のみ異なるベクトルを同一視することにすると， Aれ型のルート系は完全グラフ Kn+l

と自然に同一視できる.Bを木全体， Hをサイクル全体と置き換えると，ほとんど同じ議

論で説明ができる．
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6 マトロイドの理論との関係について

前節の議論は，マトロイドの基本的な理論と重複する部分があるように見える．

連結なグラフに対して，木となる部分グラフを基底と定めることで，辺集合はマトロイ

ドをなす．これをグラフ的マトロイド (graphicmatroid)というまたグラフ的マトロイ

ドの双対マトロイドを補グラフ的マトロイド (cographicmatroid)という言い換える

と，補グラフが木となる部分グラフを基底と定めるマトロイドである．

前節で議論した X@Yは，完全二部グラフから決まる補グラフ的マトロイドと同型で

あるまた心型のルート系は（符号のみ異なるベクトルを同一視すると）完全グラフ

Kn+lから決まるグラフ的マトロイドと同型である．そして，グラフ的マトロイドや補グ

ラフ的マトロイドは正則マトロイドであり，ゆえにユニモジュラー系で実現できることが

わかっている ([O]).

前節の議論は，一見このマトロイドの理論に含まれてしまうように見える．しかし今述

べたことからわかるのは， X@Yがあるユニモジュラー系とマトロイドとして同型である

ということだけで，これは主定理のために必要とした命題3.4(2) (X@ Y自体がユニモ

ジュラー系である）よりも弱い．そこで本稿ではこの命題3.4(2)を直接的に証明した．
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