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Pieri type formulas and difference relations for 
interpolation Jack polynomials 

神戸大学理学研究科 渋川元樹＊

Genki Shibukawat 

Graduate School of Science, Kobe University 

Abstract 

Jack多項式についての Pieri公式，二項展開公式等を用いて，補間 Jack多項式

(shifted Jack多項式）のPieri公式（及び差分方程式）を導出する．

1 Introductionー一変数ー

補間Jack多項式 (interpolationor shifted Jack polynomials)はSahi[Sa], Knapp-Sahi 

[KS], Okounkov-Olshanski [001]らにより導入された shiftedSchur多項式の，いわゆる

factorial Schur [Ml]とは別の，連続変形 (Jack版）である.shifted Schur多項式は元々は

一般線型群の普遍包絡環の巾心元（特に Capelli元）の固有値 (Harish-Chandraimage)と

いう表現論的由来があるものだが [002],補間Jack多項式はそういった起源とは独立に，下

降ベキ，あるいは二項係数の多変数類似として， Macdonaldあるいは Koornwinderといっ

た多変数超幾何函数や量子可積分系に由来する多変数直交多項式系の明示公式 (binomial

formulas)に現れてくる．補間 Jack多項式に関しては Knop-Sahiが高階の差分方程式を導

出している [KS].更にもう 1パラメータ変形した補間Macdonald多項式というクラスが導

入されており， Okounkovにより補間 Macdonald多項式についての高階差分方程式が与え

られている [01].しかし Okounkovの一連の公式についての証明 ("Ideaof Proof")はいく

ぶん不明瞭であり， Pieri公式は述べておらず，また補間Jack多項式への退化は与えられて

いない (Okounkovの結果の素直な退化極限では補間 Jack多項式の差分方程式は得られな

しヽ）．

最近，著者は A型の Macdonald多項式の有理（加法）差分版の 2(or 1)パラメータ変形

とみなせる一連の離散型の多変数直交多項式系（多変数 Meixner,Charlier , Krawtchouk 

多項式）を補間Jack多項式を用いて導入し，母函数，直交性，差分方程式 (or隣接関係式）と

いった基本的性質を与えたこうした先行研究を踏まえ，これらの離散多変数直交多項式系

の満たす高階の差分方程式系の研究を行っているが，その研究過程で後述する Jack多項式

のtwistedPieri公式と呼ばれる一連の公式が得られ，その応用として補間 Jack多項式の
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Pieri公式（あるいは差分方程式）を導出した．本稿はその一連の結果を，多変数 Meixner多

項式等の元の文脈とは独立に述べたものであるなお，本稿はRIMS共同研究「可積分系数

理の深化と展閲」の講究録と内容が重複する部分があることを予めお断りしておく．一応こ

ちらは Pieri公式がメイン， 「可積分系数理の深化と展開」の方は差分方程式がメインの構

成になっている（証明はメインの方のみ述べる）ので適宜ご参照いただきたい．

まずplottypeとして，殆ど自明ではあるが，ー変数の結果からはじめよう．ー変数の補間

Jack多項式P盟(z)を，次の 2条件 (l)iP,(2)ipを満たす zのm次多項式として定める．

(1)ip P, 店(m)= 0, unless k < m E Z::::o 
(2)ip麿 (z)=戸+(lower terms). 

標想の補間 Jack多項式の Pieri公式，差分方程式は次のようなものである．

zP, 戸(z)= P, 贔(z)十 K庁(z),
kP, 店(z)= zP! 町z)-z庁(z-1).

(1) 

(2) 

すなわち， Pieri公式 (1)は変数zを固定した次数 Kに関する隣接関係式であり，差分方程式

(2)は次数kを固定した変数 zに関する差分の関係式である．これらを多変数化するのが，

本稿の目的である．ー変数の場合は，補間 Jack多項式が下降ベキ

P位(z)= z(z -l)• • • (z -m + 1) 

そのものなので， (1),(2)共に容易にわかるが，ここでは一見匝りくどいが多変数にも通用す

る方法で証明してみよう．

非負整数mについて

屯叫z):= z叫 也n(z):= 
<[>m(z) Zm 
＝ 

摩 (m) m! 

とおき，一階の微分作用素を

E叫z):= z叫7z

とする必要となるのは以下の 5種の公式である．

1. 関口作用素（一変数ではただの Euler作用素のみ）

2. Jack多項式の Pieri公式

（巫）<I>m(z) =心(z)m,

(zaz)叱n(z)='11叫z)m.

8汎>m(z)= <l>m-1(z)m, 

8泣m(z)=也n-1(z),

叫怖(z)= <Pm+i(z), 

汎伍(z)='Ym+l (z)(m + 1). 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 
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3. 二項公式 (binomialformula) 

侶 (l+z)=L G)知） = z: 庁(x)虹(z).
O<k<x O<k<x P, 以1)

ただし xは非負整数

以上の 3つは良く知られているが，これに併せて次が必要となる．

4. Mysterious summation 

(x + 1) -X = 1. 

5. Jack多項式のtwistedPieri公式

[ (ad1り吋仰）＝い(z)k,
[(ad~ り吋 Wk(z)=虹1(z). 

ただし， adは<C[z,叫における通常の adjoint

ad (A)(B) := AB -BA 

(9) 

(10) 

、1
,

、1
,

1

2

 

1

1

 

（

（

 

である

ー変数の場合， (10),(11), (12)はほぼ自明だが，これも多変数用の証明をしておこう．ま

ず4.は， Pieri公式 (5),(7)より

[8z, z]<f>x(z) = <f>x(z)(x + 1) -<f>x(z)x = ((x + 1) -x)<f>x(z). 

他方，作用素としての交換関係 [8z,z]= 1より

［辺z]<f>x(z)= 1・虹(z)

となるので，叱や）についての係数比較より結論を得る．

同様に 5.については，関口作用素 (3),(4)とPieri公式 (5),(6)より

[ (ad1り叫虹(z)=叫（巫）如(z))-(巫）(aふ (z))
= (ozcl?k(z))k -(zo』cl?k-1(z))k

= (cl? い(z)k —剌い (z)(k -l))k 

=(k-(k-l))如(z)k.

ここでmysterioussummation (10)を使えば結論を得る．
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以上の結果から補間 Jack多項式 P店(z)のPieri公式 (1)(と差分方程式 (2))を導出でき
るまず多項式の関係式なので任意の整数xについて示せば十分である．ついで e士むがz

の土1シフト作用素であることに注意すると

（巫）叱(1+ z) = (z叩 eむ虹(z)

= eaz [e―ad (Bz) (巫）］虹(z).

よって， twistedPieri (11)と二項公式 (9)より

1 

隅）叱(1+ z) =芯と『― adp~叩）p(巫）］虹(z)

=e叫虹(z)x-虹-1(z)x)

=X叱(1+ z) -x<(>x-1(1 + z) 

＝芦(x1:冒— x冒:(D1))出 (z) (13) 

他方，先に二項公式 (9)を使ってから関口作用素 (4)を当てると

X 庁(x) X 虎(x)
（成）叱(l+z)=L (巫）叫(z)= Lk 虹 (z). (14) 

Pk(l) 凡(1)
k=O k=O 

最後に (13)と(14)において叫(z)の係数比較をして， Pieri公式

噂町x)= xP, 店(x)-xP, 店(x-1) 

を得る差分方程式 (2)についても同様である

本稿ではこの，あるいは一変数においてすら知られていなかったかもしれない（？）論法を

多変数化し，一般の r変数の補間 Jack多項式についての Pieri公式（と差分方程式）を導出

するそのいくつかの応用として Jack多項式の核函数の intertwining関係式等を述べる．

主結果の証明は，上述の論法で用いた必要な公式に関してはその多くの多変数類似が既知

であるので，殆ど一変数と parallelにできる．しかし Pieri公式を <l>k(z)版と屯k(z)版の

2種類用意しなければならない点が幾分而倒であり，更にそれらを用いて twistedPieri公

式 (11)と(12)の多変数類似を導出する stepが一番の難所となる．正確にいえば，多変数

Meixner多項式の高階差分方程式の研究過程でまずtwistedPieri公式が得られ，その応用

として補間Jack多項式の Pieri公式と差分方程式が得られたというのが研究の経緯である．
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2 Preliminaries 

ここでは [FK],[Ka], [Ko], [L], [M2], [St], [VK]から必要となる多変数類似について list

するまずrを正の整数， a,dを複素数として，

P := {m = (mぃ..,,mr) E zr I m1~... ~mr~O}, 

8 := (r -1, r -2, ... , 2, 1, 0) E P, 

er,k(z) := 

叫 n(z):= 

r
 

＜＿ k
 
it 

こ
〗ーit 

＜＿ ー

Zi1・ ・ ・Zik (k = 1, ... , r), er,o(z) := 1, 

~z• 1 ... 心， 6r.ID:={(ma(l),・・・, 叫 (r))E葛oIび E6r}, 
入＝（入1, .. ふ）E'5r,m 

I: 
Zk 

似 (z):=ど乳， Dk(z):=文況 +d z・ ~ 句仇 (kE互o)
j=l j=l 1:S坪l:Sr J 

とする．任意の分割 m= (m1, ... ,mr) E Pと複素数の r組z= (z1, ... , 石） E (CTについ

て， Jack多項式 (Jackpolynomials) Pm (z遺）を以下の 2条件を満たす I訓次斉次多

項式として定義する．

(1) D2(z)Pm (z; ~) = Pm (z; ~) L叫 (mj―1-d(r-j)),
j=l 

(2) Pm (z; ~) =叫(z)+ L Cmk匹 (z).
k<m 

また補間Jack多項式 (interpolationJack polynomials) P;E_ (z噂）を次の 2条件で定

める．

(l)ip P{:'(m+ 8 
d d 
ぅ；う） = 0, unless k C m E P 

(2)ip pip d m (z; 2) = Pm (z; ~) + (lower terms). 

更に便宜上，次のようにおく．

炉）（）
Pm (z; g) 

m z := 
船 (1遺）

(normalized Jack polynomials), 

心 (z):= 船 (z;g) =心(1;g) 
麿 (m+g8; g) Pi盆(m+g汀）

峠岱(z),

e)(d) :=柑 (z+ g8; g) (r  d (Jack) b"・ 
k 柑 (k+府；］‘

genera 1ze or momial coefficients), 

oFi。(d)(;z, u) := L心 (z)鱈 (u)= L攣 (z)鱈 (u).
mEP mEP 
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ここで用いた正規化定数は明示的に書ける．実際 [M2](10.20), [Ko] (4.8)より

Pm (1; ~) = II j -1 + g(r -i + 1) = II け(j-i+l))叫—m,
(i,j)Em 匹— j+g(m1-i+l) 1:Si<j:Sr け(j-i)) 叫—叫

また [Ko]の(7.4),(7.5)より

d d d 
ば (m+己） = II (四―j+l十が叫ーi)

(i,j)Em ） 
(g(j-i-1)+1) 

m,-m1 
= [[ (d (r -j) + 1) II 
2 j=l 叫 1:Siく均け(j-i) + l)m,-m; 

次に一変数の補間Jack多項式の Pieri公式（と差分方程式）の導出の際に必要となった

1. 関口作用素

2. Jack多項式の Pieri公式

3. 二項公式

4. Mysterious summation 

5. Jack多項式のtwistedPieri公式

の5つの公式の多変数化について順次述べよう．

1. 関口作用素 (Sekiguchi,Debiard, Macdonald, et.al.) 

△ (z)を差積△(z) := TI区i<j:Sr(zi―Zj)とし，関口作用素（とその母函数）を

叩 (z),~ 旦 m•-,1〗亭（り..)△ (z)心喜II,()j拉・}
R 

翠 (u;z):= LHげ(z)ur-l
l=O 

とおくと，

ただし

翠 (u;z)Pm(z;~) =Pm (z;~) 尼(u;m),

叩 (z)Pm(z; ~)=Pm (z; ~)い(m)

I炉(u;m):= IT (u+r-k 十 ~mk) = (~r IT (叫 +~(u+r-k)
k=l k=l 

） 

(15) 

(16) 
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2. Jack多項式の Pieri公式 (Lassalle,et.al.) 

r 

恥(z)剛 (z)= 8叫 (z)(叩＋訃— i)) 己(x),

z: 1 <i<r, 
XいこP

r 

er,l (z)叩 (z)= z: 硲(z)h乳(x),
i=l 

扁(z)w砂(z)= 汀 (z)h尺(xふ

(17) 

(18) 

er,1(z)¥J! 砂(z)= 
九
ア

ど
賃
四(z)(叫 +1+ 罰— i)) 虎(xり

(19) 

(20) 

ただし

d
-
2
 
士
い
、1
,
k
 ,
9し

-

(

 

i
t
d
-
2
 

＇ー、
d
-
2
-k
 
x
 

k
 
x
 .," 

-

X

 

.
9
 x

r

 
V
I
 rr』VI ー

r r 

er,1(z) := LZj, Eo(z) := Laz;, h只(x):= 
j=l j=l 

Xi:= X -Ei, x':= X + Ei, 
？、

V 

Ei := (0, ... , 0, 1, 0, ... , 0) E官．

ここで Xi(/_ P (resp. xi (/_ P)なら h門(x)= 0 (resp. h乳(x)= 0)となることに注意し
よう．

3. 二項公式 (Knop-Sahi,Okounkov-Olshanski, et.al.) 

任意の分割xについて，

X 
(d) 

州 (1+ z) =ど硲(z)= L 柑 (x+iJ遺）
kcxし） kcx 凡 (1;i) 屯砂(z). (21) 

以上の 3つの公式はいずれも既知の公式であるので証明は省く．

4. Mysterious summation 

ー変数のときは自明だった mysterioussummation (x + l) -x = lは以下のようになる

補題 2.1 任意の Ic [r], x = (互・・•ふ） E (Crについて，

苫（凸 +1+ 訃— i)) 已，I\i(ズ）h旦，I\i(x) 

一苫（叩＋罰— i)) 心，I\;(ふ）h門，J\i(x) = III- (22) 

ただし，

h 
(d) 
土，i,I¥i
.(x) := 

Xi-Xj-i(i-j)士]
Xi-Xj-i(i-j) 

e
 
rr5 
J
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証明 証明は一変数と同様にやればよい．すなわち作用素としての交換関係より

[E。(z),er,1(z)]叫 (z)= <I>砂(z)r

を得る他方， Jack多項式の Pieri公式を用いて

[Eo (z), er,l (z)]叩 (z)

＝区E。(z)叫 (z)h竺(x)一立，1(z)<I>砂(z)(巧＋訃— j)) 尼(x)
i=l j=l 
r r 

＝江疇(z)
i=l j=l 

（（巧＋もi+ 訃— j)) 心区）h閃(x) -(巧＋恥(r-j)) h竺(x)h図(x1))
＝剛(z)
r 

~((叩 +1+ 訃— i)) 臼(xりh門(x) -(叩十店(r-i))汽(x)h門(x』)
これの係数比較より結論を得る． ロ

5. Jack多項式のtwistedPieri公式

これが5つの公式の多変数類似の中で最も難所であり，今回の主結果である．

定理 2.2 任意のp=1, ... ,rについて，

[(ad Eo(z))P 
p! 
S凹(u;z)] <I>砂(z)

=L叫(z)Jげ(u;k)h叫(k)II (朽＋罰— j)), (23) 
Jc[r] jEJ 
IJl=P 

[ (ad Eo(z))P 
p! 
s砂(u;z)]州 (z)= L幻(z)IYり(u;k)h巳(kJ). (24) 

Jc[r],k玉 P
IJl=P 

ここで Jc:= [r] ¥ J, kJ = k -I: 炸JEか

k・-k1 -~(j -l)士§心(k):= II J 
k・-k1 -~(j -l)' jEJ,lEJc J 

ゆ(u;k):= (~rlrrc (k1+炉+r-l))

証明 外叫z)もゥ砂(z)も同様なので外叫z)についてのみ示す．証明は pについての

inductionを用いる.p=lのときは関口作用素そのものなのでよい.pまで成立したとし
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て， p+lのときを考える以下，便宜上的：＝柘 +*(r-j)とおく．まず帰納法の仮定と

Pieri公式より

かつ

恥(z)[ 
(ad Eo(z))P 
s炉(u;z)]州(z)

p! 

= L Eo(z)<I>図(z)IT s1hC!;J(k)IYり(u;k) 
JC[r] jEJ 
IJl=P 

= I: 臼□(z)叫(k叫 d;ik)糧(u;k) (si―い）りJ
JC[r] i=l 
IJl=P 

[ (ad Eo(z))P S砂(] (d) 
p! 

u;z) E。(z)<I>k(z) 

＝習[(ad :~(z))P S~dl(u; z)] <I>ビ(z)sih門(k)

= t I: 叫~□ (z)h臼¥(k』I賃(u;k』h門(k)siIT (sJ―ふ，J)
i=l JC[r] jEJ 
IJl=P 

となることに注意するここでiE Jのとき，

h門(k叫り(k)IYり(u;k)(ふーい）りJ

=(> r IT 句ー ~ ,J -Si + 1 -~II Sj 三― ~II (句+~リ伍ーi)II的
1'.Sl#i'.Sr 
Sz ふ，J-Si+ l jEJ,pEJc s1 Sp lEJC jEJ 

かつ

h~ り(k』I}~l(u;k』h門(k)siIJ (s1―ふ，J)
jEJ 

= (~r rr Sj―8j,i -Sp —~IJ (d sz -si―]伍-1)II的
jEJ,pEJC 

Sj ―心— Sp 釘十 2u) II 
lEJc 1::;lc/-i::;r 

Sz -Si 
jEJ 

双方の共通因子として

(~r (si―1)りJ且（釘十;u) j』EJCSj s~=: ~Sj s~? s~ ~ 
をくくりだすと残りの因子はそれぞれ

IT szー si+ 1 -~si -sz -~= h門(k(JC)』h図(k(Jり） (25) 

lEJc Sz -Si + 1 Si -Sz 
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及び

II均一ふ一 gふー 1-s1 -g = h(d)_(k(Jc))h(d)_(k(Jり』 (26) 
Bl - Si 的ー 1-s1 ー，i +,i 

lEJC 

となる．他方， i(j_ Jのとき，

h門(kJ)h~\(k)IYり (u;k)(ふーふ，J)II的
JEJ 

.
J
 
s
 ｝
 
ii ｛
 
rrJLJ E j 
、＼`
＇ー／u
 

d
-
2
 

＋
 
Sl （
 
rr虹
d
-
2
 
p
 
s
 

p
 
s
 .
J
 
s
 

.
J
 
s
 
c
 
J
 rr旱E .J 

d
-
2
 

.
9
・3

-

s

 

s
i
-

-

J

 

J

ふり
，
 

ふ
一
ー

-

s

 

ーs
 
r
 

VI rri 
＜＿ ー

r
 
ヽ
ー
ノ

2
-
d
 
（
 
＝
 

かつ

h巳(k』IYり(u;k』h門(k)siIT (sj―ふ，J)
JEJ 

= (~r rr Sj―Sp + 6p,i -~IT (句+りu) IT sz一均一 4
Sj -Sp+ 6p,i 2 Sz -Si 

2 IT Sj・
jEJ,pEJc lEJc l~l=/i~r jEJLJ{i} 

先程と同様に各々の共通因子

(~r IT Sj IT (釘十 ~u) IT Sj ―ふー ~Sj ― Sp -~ 
jEJU{i} lEJc jc/-iEJ,pEJc Sj -Si Sj -Sp 

を括りだすと，先程と同様の (25),(26)が残る．以上をまとめると

[(ad E。(z))P+l
(p + 1)! s砂(t;z)]州 (z)

= L i q>悶(z)I位(u;k)h別(k)IT的
IC[r] 
p+l jEI 

IIl=p+l 

• こ{(si +~ リ尼い，I¥{i}(k彎，）{i},I¥{i} (k) 

'" -(ふー I+~u) h(d!i,lJl{•l(k)h~~{<lJl{•l(k,)} 

ここで出てきた和

図Sih竺い，I¥{i}(kりhりい，I¥{i}(k) -(ふー 1)h~;{i},I\{i}(k)h~;{i},I\{i}(k』]=p+l.
iEI 

はmysterioussummation (22)そのものであり， p+lでも成り立つことがわかる． ロ
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ここで便宜のため以上の公式を一変数の場合と併せて，まとめて listしておく．

叫砂(z):=戸 ⇒ 叫祖(z):= 
船 (z;g) 
知 (1遺）＇

w砂(z):= 
z m 
一 ⇒ 叱n () 

(d) 船 (1;g)叫祖(z) 作 (z;g) 
z := ＝ 

ml 靡 (m+g門） P盆(m+go遺）＇
(z8z)<f?m(z) = <r?m(z)m ⇒ S$dl(u; z)<f? 砂(z)= cf? 砂(z)I炉(u;m),
(z8z)'1伍(z)='1伍(z)m ⇒ S凹(u;z)w砂(z)= w砂(z)I$dl(u;m), 
0ふ (z)= <T?m-1(z)m, ⇒ Eo(z)剛 (z)

＝区叫(z)(叫＋罰— i)) 己(x),
i=l 

8ふ (z)= Wm-1(z) ⇒ Eo(z)w砂(z)= I: 四 (z)h尺(xふ
l<i<r, 
x;EP 

Z似 (z)=い(z) ⇒ er,1 (z)的砂(z)= I: 心(z)h只(x),
i=l 

z虹 (z)=い(z)(m+ 1) ⇒ er,1(z)w砂(z)

叱(l+z)=L
kc>O 

P翌(x)
Pk(l) 
虹(z)

＝ど四(z)(叫 +l+~(r-i)) 凡(xり，
l<i<r, 
x;EP 

⇒ <T>砂(l+z)=L柑 (x+ 府；~)w砂(z),
kEP 凡 (1;~) 

(x+l)-x=l⇒ 苫（叩 +1+ 罰— i)) 己，I\iば）h尺，I\i(x) 

-L (xi+ 訃— i)) 己，I\i(xi)h門，I¥i(x) 
iEI 

=III, 

[(adfJz)lZOz]虹(z)=い(z)k⇒ [(ad E。(z))PS凹(u;z)] <I>砂(z)
1! p! 

=L吋図(z)IYり(u;k)h巳(k)
Jc[r] 
IJl=P 

II (朽＋罰— j))'

[ ("d 1~•)'zD, l 虹 (z)~い (z)⇒ [('.:;':~(z))P S阿(u;z)]州 (z)

こ叫(z)IYり(u;k)h巳(kJ).
JC[r],kJEP 

IJl=P 
11 
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3 主結果

keyとなる 5つの公式の多変数類似が得られたので，これらを用いて Pieri公式を証明す

るここまで準備できれば，証明は一変数と完全に parallelになる．

定理 3.1 任意の XECrとkEPについて

I砂(u;z)柑 (x+府；g)~ 此(z+ gt; g) 
凡 (1;g) PkJ (1;g) 

= L IYり(u;kりht,1J(k). (27) 
Jc[r], 
k怜 p

ただし JC:= [r] ¥ J, kJ = k十区jEJEか

h巳(x)=:}!:: x~:kx~!(~ し ~~(Iげ (u;x) :=げ）rkITJ牡＋訃+r-k))
証明 多項式の関係式なので，任意の xEPについて示せば十分である．まずe土Eo(z)がz

の土1シフト作用素であることに注意して， (15)と二項公式 (21)を用いると

[ead Eo(z) S$d) (u; z)]<I>~d) (1 + z) = eEo(z) S$d) (u; z)e-Eo(z) <I>~d) (1 + z) 

=e恥 (z)S$d) (u; z)<I>砂(z)

=e恥 (z)<I>砂(z)I凹(u;x) 

= <I>砂(1+ z)I凹(u;x) 

= I: 柑 (x+卵；g) 
kcx pk (l; g) 叩 (z)I抄(u;x) 

＝どぐ(z)I炉(u;x)柑 (x+卵；］）
kEP 凡 (1;g) . 

他方，二項公式 (21)で展開してから twistedPieri公式 (23)を当てると

[ead E0(z)翠 (u;z)]<I>砂(1+ z) 

= I: 柑 (x+胚り (ad (E。(z)))P
kcx 凡 (1;g)

I:[ p! 氾 (u;z)] W砂(z)
p=O 

= I: 柑 (x+府；g) r 
kcx 凡 (l;g) p=O JC[r],kJEP, 
どこ心(z)IYり(u;k)ht,1J(kり
IJl=P 

= I: 叫 (z)I: 摩 (x+邸遺）
kEP Jc[r], pkJ (l; g) 

ゆ(u;kJ) h巳(k).
kJEP 

ここで W砂(z)について係数比較をすれば結論を得る． ロ
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定理3.1は母函数形だったが，これを ur-pについて係数比較をすることで，次の補間Jack

多項式の Pieri公式が得られる．

系 3.2 任意の XEer, k E pとp= 1, ... ,rに対し，

er,p (x +りs)柑 (x+~8; ~) 
2 pk (1; ~) 

z: 摩 (x+舷遺）
Jc[r],kJEP, 

PkJ (l; ~)ぢ—IJl,p-lJI ((kJ +~8) JJ 砧~;J(k). (28) 
。<;IJl<;p

ただし JC={il,·•·,ir-p},

化+~リJc:=(似＋似J+ 罰—灯），· • ・, kir-p +ふr-p,J+罰— ir-p)) E (CIJcl. 
証明は述べないが，同様にして補間Jack多項式の差分方程式も得られる（詳しくは RIMS

共同研究「可積分系数理の深化と展開」の講究録の方を参照）．

定理 3.3 任意の XEer, k E pに対し，

d d 
尼(u;k)P!P (x + -8; -

2 2) 
＝芦~](一l)IJ冗 (XJ+~6; ~)ゆ (u; x)h巳（氾（巧＋罰— j)). (29) 

ただし kJ=k —区jEJ 勺・

定理3.3は母函数形だったが，これを ur-pについて係数比較をすることで，次の補間Jack

多項式の差分方程式が得られる．

系 3.4 任意のxE er, k E P, p = 1, ... , rに対し，

er,p (k十り）柑 (x+享,~) 
= L(一1)IJ町（幻 +~8; ~) er-lJl,p-lJI ((x +~ リJJh(<t;ix) 
Jc[r] 
O:SIJl:SP 

リ（巧＋訃—j)) (30) 
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4 Applications 

補間 Jack多項式の Pieri公式のいくつかの応用を述べる．まず補間 Jack多項式の条件

(2)ip 

pip d d 
m (z; 2) = Pm (z; 2) + (lower terms), 

を思い出し，系3.2の(28)

er,p (X 十りi) 庁 (x+ 府；~)
2 Pk(l;~) 

= L 摩 (x+~汀）

Jc[r],kJEP, 
PkJ (1; ~) er-lJl,p-lJI ((kJ 十げ）討，）~(k)

O<:'.IJl<:'.p 

の最高次の係数を比較して，以下の Jack多項式叫cd)(z)のPieri型公式（既知）を得る．

系 4.1 任意のzE er, k E P, p = 1, ... ,rに対し，

er,p (z) <I>砂(z)= L 心(z)h巳(k).
Jc[r],k怜P,
IJl=P 

他方， Jack多項式のtwistedPieri公式 (24)

[(ad E。(z))P
p! 
氾 (u;z)] ¥J! 砂(z)= L w図(z)h巳(kJ)Ijり(u;k), 

Jc[r],k怜P,
IJl=P 

(31) 

において， ur-pについての係数比較をすることで，以下の Jack多項式 Wげ(z)のPieri型公
式（未知？）を得る．

系 4.2 任意の zE <Cr, k E P, p = 1, ... ,rに対し，

(~r-p [(ad E。(z))P
p! 
叫）］叫(z)= L 叫 (z)h巳(kJ). (32) 

JC[r],kJ EP, 
IJl=P 

これらの叫叫z),wい(z)についての 2つの Pieri型公式 (31),(32)より，以下の核函数
oFi。(d)(;z, W)についての intertwining関係式が得られる．
定理 4.3 任意の z,w E <Cr, p = 1, ... , rに対し，

(~r-p [ (ad E。(z))P
p! 
鴎 (z)]。F。(d)(; z, w) = oFi。(d)(; z, w) er,p(w). (33) 
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ー変数の場合は

oFi。(d)(;z,w) :=文i戸 Wm=文い）虹(w)= f心 (z)虹(w)= ezw 
m=O m=O m=O 

なので， (33)はよく知られた

如r。(d)(;z,w) =o.ri。(d)(; z, w) W 

の多変数類似に他ならない．

5 Concluding remarks 

最後に補間 Jack多項式の Pieri公式に関連したいくつかの futureworksを述べる．今回

述べた補間Jack多項式の Pieri公式は，基本対称式

er,k(z) = 
r
 

V
I
 
k
 
it 
こ
<ーit ＜＿ ー

Zi1 ... Zik, 

すなわちー列型の Schur多項式を補間 Jack多項式に掛ける，いわば一列型のものだった．

これの変奏として，基本対称式ではなく完全斉次対称式

い(z)= I: 吋i ••• zi八
れ＋…十む=k

すなわちー行型の Schur多項式を補間Jack多項式に掛ける，いわば一行型の Pieri公式（あ

るいは差分方程式）が考えられる．これは Jack多項式の関口作用素（基本対称式を固有値に

もつ固有微分作用素）の代わりに，完全斉次対称式を固有値にもつ野海作用素及びそれを用

いた twistedPieri公式が明示的に書ければ，本稿の議論と全く parallelにして補間Jack多

項式の一行型の Pieri公式（及び差分方程式）が得られると期待できる．

次いで補間Jack多項式のq,t変形にあたる補間Macdonald多項式において，同様のPieri

公式及び差分方程式）の導出が考えられる．これに関しては最近進展があり，差分方程式に関

しては野海 [N]が証明を与え， Pieri公式に関しては F.Atai[A]が証明無しに明示的に粛き

下した.Pieri公式の証明についても，差分方程式を補間 Macdonald多項式のある種の双対

性(Okounkovが [02](0.3)で言及しているがこれも未証明？）を介して読みかえることで得

られると期待されているが，現段階では完遂できていないようであるまた差分方程式の野

海の証明はKnop-Sahi[KS]の証明の q,t変形あるいは Okounkovの "Ideaof Proof"に近

いものであり，本稿の証明とは別種の証明であるなので我々の証明法の q,t変形が得られ

るかどうかは興味深いと思われる

ここまでは A型の補間多項式についてしか言及してこなかったが， BC型の補間多項式

については Okounkovの先行結果 [02]が知られている．基本的には BC型から退化すれ
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ば， A型の結果は順次得られるはずだが，単純な退化では Ataiの予想は得られずA型との

閑係性はわかっていないようであるまた有理版への言及もなされていない．今のところ，

BC-Jacobi多項式に閑して本稿と同様の方法で適応することで，一階の Pieri公式は得るこ

とができているが，これの高階化ができることが望ましい．

また本研究の元々の動機は多変数Meixner多項式の高階差分方程式であった．これを導

出するために，今回述べたtwistedPieri公式 (23),(24)よりも難しい

[ (ad er,1(z))q (ad Eo(z))P 
, s炉(u;z)]叫 (z)=?, 

q! p. 

[(ad e~~(z))q (ad~~(z))P S凹(u;z)]叩 (z)=? 

というタイプの twistedPieri公式を明示的に書き下す必要があるこれができれば多変数

Meixner多項式の高階差分方程式 (Pieri公式）が導出でき，更に有理型の BC補間多項式に

関する feedbackもあると期待される
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