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Convex bases for affine quantum groups and its 

application for quantum dilogarithm identities 

1 はじめに

東北大学大学院理学研究科 菅原優

Masaru Sugawara 

Mathematical Institute, Tohoku University 

Dimofte, Gukov, Soibelmanらは， Calabi-Yau多様体の refinedBPS invariantsの挙動

を記述する壁越え公式と呼ばれる桓等式を示し，それを具体的に書き下すことによって，次

の恒等式を得た [3].

U2,-1U。,1 = (U。,1 U2,1 U4,1 ...) 
X lE(-qxr)-1lE(-q―lXi)―1 

x (... u6,-1 u4,-1 U2,-1), 

U1,-1U1,0U。,1 = (U。,1U1,1U2,1U3,1 ...) 

x Ui,olE(-qxi)―llE(-q―lXi)―1 

x (... u3,-1 U2,-1 U1,-1), 

Ui,-1U恥 =(UふUもU恥U恥．．．）
X Uf,olE(-qxr)-1lE(-q―lXi)―1 

x (... ut-1 ut-1 ur,-1), 

U1,-2U6,1 = (U6,1U1,2Ui,1U3,2閂，1...) 
X utolE(-qxr)-1lE(-q―lxi)-1 

X (... UいU3,-2Uf,_1U1,-2)-

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

ただし q,X1, X2は不定元でqx1= x1q, q四＝四q,X立2= qx2X1を満たすとし，

00 

Liq(x) := L xn 
n=l 
n(l -q門

, lE(x) := exp (Liq2 (-q叫）， Um,n := JE(q―mnx花吋） (5) 

とおく．これらは非可換代数上の量子二重対数に関する“有限積＝無限積"という形の恒等

式になっている．

一方，寺崎敏志氏は A『)型アフィン量子群 Uq(元）の簡約普遍 R行列の 2通りの積表示

を用いることによって， (1)の恒等式を代数的に導出することに成功した [14].寺崎氏が用い
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たアフィン量子群仇(g)の簡約普遍R行列の積表示は伊藤健氏によって与えられたもので

あり [8],アフィン正ルート系上の凸順序と呼ばれる全順序ごとに切(g)の凸基底と呼ばれ

るPBW型基底および簡約普遍 R行列の積表示が得られることが知られている．簡約普遍

R行列の一意性によって， 2つの異なる積表示から恒等式が得られ，その両辺を適切な表硯

を用いて射影することによって“有限積＝無限積"の形の恒等式を得ることができる．

本稿では寺崎氏の手法を拡張し， A~l) 型アフィン量子群 Uq(,s[りの簡約普遍 R 行列の具

体的な積表示を適切に構成することによっで恒等式 (2)を導出する．簡約普遍 R行列の積

表示から得られる桓等式を具体的に書き下すためには，店(g)への組紐群の作用を用いて記

述されるルートベクトルと呼ばれる元を Uq(g)の Chevalley生成元 Ei,Fiたちの多項式と

して具体的に記述する必要があるそのため本稿では各ルートベクトルを生成元Ei,凡たち

の有限回の q—交換子積を用いて具体的に書き下すアルゴリズムを構成する．

2 アフィン量子群の簡約普遍 R行列の積表示

この節では，伊藤氏によるアフィン量子群広(g)の簡約普遍 R行列の積公式を紹介す

る [8].そのために，まずアフィン正ルート系上の凸順序を導入し，その一般的構成法を紹介

する．次に恥(g)を導入し，凸順序から定まる各ルートの表示を組紐群の作用を通じて持ち

上げることによりルートベクトルを構成するそれによって Uq(g)の凸基底および簡約普遍

R行列の積表示が構成される．

2.1 凸順序

以下では gをx?l型の非捩型アフィン Lie環とするただし X= A,B,C,D,E,F,G, 

£= 1,2, ... とする．また Kacの教科書に基づいて次のようにおく [9].

eゎfi E 9 : Chevalley生成元，

ふEfJ: 余単純ルート，

Si E End(f:J*) : aiに関する鏡映

△ Cが：ルート系，

△ +C△：正ルートの全体，

△ re C△：実ルートの全体，

fJ Cg: Cartan部分環，

CYi Eが：単純ルート，

(i=0,1, ... ,£), 

W:=〈So,S1, ... , S£ 〉:Weyl群，

△ _c△：負ルートの全体，

△ im:=△＼△ re : 虚ルートの全体．

また各Re△に対し R土：=Rn△土（複合同順）と書く．

定義 2.1 [5, Definition 3.3]△＋上の全順序こが凸順序であるとは，任意の/3,,E△？に

対し，/3<, かつf3十,E△十ならば/3< /3十,<,となることをいう．
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---
例 2.2 g =辿 (X=A,£= 1)のとき，次は凸順序であるなおo= ao + a1となる．

15 -a1 < 215 -a1 < 315 -a1 < ... 

< 15 < 28 < 315 < ... (6) 

・・・く 215+ a1 < 15 + a1 < a1. 

非捩型アフィン正ルート系上の凸順序は伊藤氏によって分類されている [5].一般の凸順

序を記述するため，さらに記号を準備する．詳細は伊藤氏の論文を参照されたい [5].

まずf:= {1, 2, ... , £}とおき，{ f eぃぃふ i EI}で生成される gの部分Lie環を9とお
<. g はふ型の単純 Lie 環となる .g の Cartan 部分環を 6= 〶iEl (Cふ c~ とおき，9の
ルートの全体を Acか， Weyl群を W=〈Si i E f〉cwとおく．
各Jciに対し次のようにおく．ただし 6E△杷はnullrootである．

几：= { CYj I j E J} C~*' 刷：＝〈Sj I j E J〉cw,
伽：= { w E W w(巧） Eふ(VjE J)}, 

ふ：＝見（几），ぷ：＝ふふ，ぷ：＝ぷnふ，

ぷ (w,士）：＝｛両+r:: mE塁o,r:: E wli} nふ (wE W), 

ふ (w,土）：＝｛両+c m E Z~o, c E wふ }n△+ (w E W). 

また Jciを含む記号XJ,XJに対し， J=iのときは下付きの Jを省略して X:=XJと

書き， J=0のときは上付きの Jを省略して X:=XJと書く．なお常にx0=X1となる．
次に J C jに対し AJは有限個の有限型ルート系の直和となるので，その分解を

J=且cECみとおく．ここで Cは△JのDynkin圏形の連結成分の全体であり，各 cEC 

に対し JcCJは連結成分 cに属する頂点の集合であるこのときみの作り方より△みは

既約な有限型ルート系となる．そこでAJcの最高ルートを 0JcE AJc+とおく．

さらに引き続き Jciとその連結成分CECに対して次のようにおく．

Hみ：＝叫 II{ <5ー肛}, IIJ := II IIゎ
cEC 

SJ := { Sa I CY E IIJ}, WJ :=〈SJ〉cw,
△ Je := WJ(IIJ), △ J :=△『II△im_ 

また各yE WJに対し的(y):= {/3 E△ J+ IY―1 (/3) E△ J-}とおく．さらに uEWJに
対して

▽ (J,u,y) :=ぷ(u,-)IIu如 (y)

とおく．

さらに wEWに対し，次の性質によって分解 W = WJWJを定める．
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補題 2.3 w E W に対し， W= WJWJとなる WJE WJ及びWJE WJが一意に存在する．

定義 2.4 各wEWJに対し， W=U団 2・・.Um(匹 ESJ)の形の積表示のうち mが最小と

なるものを簡約表示といい，最小の mをい(w)と書き wの長さと呼ぶ.SJの元の無限列

吐四，．．．が任意の正整数m に対しい(u団2... um)= mを満たすとき (WJ,SJ)におけ

る無限簡約語と呼ぶ.(WJ, SJ)における無限簡約語の全体を "If/JOOとおく.s E 1//J00に対し

SのK番目の囚子を s(k)E SJと吾き， ¢s(k):= s(l)s(2) ... s(k -1)(森） E△Jと吾＜．た

だし媒 EIlJはs(k)= SfJkを満たすものとする．

それでは非捩型アフィンルート系における△＋上の凸順序の構成法を述べる． まず

wEWを一つ選ぶと
ふ＝△(w,-)II△杷II△(w,+) (7) 

となるまたWの最長元を w。とおくと， W。はA十の任意の元の符号を負に反転させるか
ら△(w, +) =△ (ww。,-)となる．

wEWに対し△(w,-)上の全順序を次の手順で構成する．

1. まず正整数nと添字の集合の filtrationI = Ji。 ~J1~J2~ ・ ・ ・ ~Jn = 0を選ぶ

2. 次に Weyl群の元 YlE WJi, Y2 E Wか ...'YnE WJnおよび無限簡約語 soE 

尻~'s1 E兄予..., Sn-1 E加戸 を次の条件を満たすように選ぶn-1 
(a) 0=V(Ji。,WJ。,lw)呈▽(J1,WJ八Y1)呈・・・呈▽(Jn,WJ八珈）＝△(w,-). 
(b)▽ (Ji,WJ;,y』＝▽(Ji-1, wJ;-i, Yi-i)IIwJ;-i Yi-l <I> J;_1 (si_i) (i=l, 2, ... , n). 

3. このとき任意の aE△(w,-) は，ある整数 k(l~k~n) および正整数 p を用いて

a= wh-1Yk-1¢sk-1 (p) 

と書ける．そこで△(w, ー）上の全順序 Sを次で定義する．

wJk-1Yk-l (</>sk-1 (p)) S wJz_1Yl-l (¢ 年 1(q)) 

(8) 

営(k< l)または (k= l, p sq) (k,l,p,q E Z~1; k,l s n). (9) 

この全順序こは整列順序となり，その順序数は nwとなる．そのためこの手順で構成

される△(w, ー）上の整列順序こは n行型と呼ばれる．

そして△十 J:::の全順序こを次のように構成するまずwEWをひとつ選び，上記の手順

で△(w, -)および△(w,+) =△ (ww。，ー）上の全順序 S-,S+をそれぞれ作る．なお<土

を構成する際に用いる，添字の集合の filtrationなどのパラメータは全く独立に選んでよい．

また正の虚ルートの全体△杷={ o, 20, 30, ... }上の全順序 Soをひとつ選ぶ.Soは全順序
ならば何でもよい．このときこを次で定める．

aE△ (w,-), fJ E△杷， 'rE△ (w,+)⇒ a< fJ <ry; 
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, def 
a<a⇔ a< a I - -― (a,a'E△ (w, -)); (3~/3' 舞 (3~。 (3'((3'(3'E △杷）；

'Y~,y' 器 ,y'~+'Y (戸'E△(w,+)). 

なお△(w,+) 上では~+の逆の順序を用いていることに注意．このため△＋上の順序こ自

身は整列順序ではない．

△十上の全ての凸順序がこの手順により得られるというのが伊藤氏の結果である．

定理 2.5 [5, Theorem 7.9, Corollary 7.10]非捩型アフィンルート系において上で構成し

た全順序こは凸順序であり，さらに△＋上の任意の凸順序は上述の方法で構成される．

2.2 恥(g)の定義及び組紐群の作用

次に量子群島(g)を導入する．

定義 2.6 gを対称化可能 Kac-MoodyLie環とし， A=(%)L=o (CE Z:;,.o)を gの一般

Cartan 行列とする．不定元 q に対し Q(q)—代数馬(g) を次で定義する．

生成元： Ei,Fi,K入 (i=0,1, ... ,£; 入EP). (10) 

関係式： K入Kμ=K入十μ, K。=1 (入，μEP); (11) 

応 Eぷ.¥1= q(入，n;)且， Kぷ K_;:1= q―（入，n;)pi (i=0,1, ... ,£; 入EP); (12) 

[Ei, Fj] = 8ij 
Ki -K;1 
-1 (i=0,1, ... £); (13) 

qi -qi 
1-a;; 

と(-lt[1-k%]尻―a;;-kE因=0, (14) 
q; 

1-a;; 

区(-1 t [1 -k aij]だ―a;;-k凡F/= 0 (i -/cj). (15) 

k=O 佑

ただし（・，・）は不変内積， p:= {入 E~* I〈ふ，入〉 EZ (Vi= 0, 1, ... , £)}はウェイト格子，
qi:= qら(a.,a,)とし，［叫，忙]qE Z[q, q―i lはそれぞれq整数， q-二項係数とする．

また Uq(g) の部分 Q(q)—代数たちを次で定める．

u::=〈Ei(i=0,1,... ,£)〉， ug:=〈K入（入 EP) >, u~―:=〈Fi(i= 0, 1, ... ,£)〉．

すると次の三角分解が成立する [11,3.2.5]. 

u~ ー＠碍@U:竺応(g), X⑳ y@z→ xyz. (16) 

さらに μEPに対し Uμ:={ X E Uq(fl) I K入xKい=l入，μ)x(V入EP)}とおくと，ウェ
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イト空間分解
£ 

店(g)= EI知 (Q :=〶恥 cP はルート格子） (17) 
μEQ i=O 

が成り立ち，店(g) は Q-次数付き代数となるそこで q—交換子積［・，蒻を次で定める．

[x,y]q := xy-qい）yx (μ, v E Q; x EUμ, y E [f砂 (18)

砧(g)は次のように余積△ ：店(g)→仇(g)R広(g),余単位射 C : Uq(g)→ (Q)(q)とい
う (Q)(q)—代数射および対合射 S: Uq(g)→ Uq(g)という (Q)(q)ー反代数射を定めることにより
Hopf代数を成すことが知られている．

△ (E』:= Ei 0 1 + Ki 0 Ei, △ (Fi) := Fi 0 Ki-i + 1 0 Fi, △ (Kり：=K入0K入，
(19) 

1::(E』:= 0, 1::(Fi) = 0, 1::(K刈：= 1, 

S(E』:= -Ki-l且， S(Fi):= -F',. ぷ， S(K刈：=K;l 

さらに Uq(9)は組紐群の対称性を持つことが知られている．

(20) 

(i=0,1, ... ,£; 入EP). 
(21) 

定義 2.7 W をKac-Moody Lie環gのWeyl群とし，各i,j = 0, 1, ... , £ に対し s心 EW

の位数を m(i,j)E Z~1 II {oo}とおく．このとき次で定義される群 Bを W に付随する組

紐群という

生成元： so,s1---,S£. (22) 

,n(i,j) ,n(i,j) ~,._.,..___ . 
関係式： Si的Si... = SjふSj-・・ (i=Jj,m(i,j)=Joo). (23) 

定理 2.8 [11, Chap. 37, 39]各i= 0, 1, ... Cに対し島(g)の (Q)(q)ー代数としての自己同

型TiE Aut Uq(g)で次を満たすものが一意に存在するさらに Tiたちはgの Weyl群に付

随する組紐群の定義関係式 (23)を満たす．

Ti(E』=-F, ぷ， Ti(Fi)= -Ki-i且， Ti(K入） =Kい）（入 EP), (24) 

1 
-a,; 

喜）='I:(ー 1tqik[-:ij] Ei-a,;-k E1Ef'(25)  
[-aij転.k=O 佑

訊）＝［一a~心!~旦-llqf[了]q, F/ FjFi-Uij―k (j =/ i). (26) 

そこで組紐群の元 bEBの Uq(g)への作用を TbE Aut Uq(g)と書く．さらに組紐群は

Weyl群の元の簡約表示について次の性質をもつことが古典的に知られている．
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命題 2.9 [2, Chap. IV, §1, Proposition 5] 

Weyl群の元 wEWに対し W= Si1S和,, , Siq = Sj1 Sね...Sjqをwの2通りの簡約表示

とする．このとき W に付随する組紐群Bにおいても Si1Sむ...Siq =Sj1Sね...Sjq EBが成

り立つ．従って各wEWに対し，その簡約表示w=sれSi2, , , Siqを用いて定義される写像

s:W→ B; s(w) := Si1Si2 ... siq EB (27) 

はwell-definedとなり， sは標準全射n:B→W の切断となる．

よって Weyl群の元を自然に組紐群の元とみなすことができる．そこで各wEWに対し

Tw := Ts(w)と書く．

2.3 ルートベクトルの構成

2.1節で構成した凸順序から定まる実ルート a の表示 (8)を前節の組紐群の作用を通じ

て持ち上げることにより， aに付随するルートベクトル E。EUq(g)を構成する．しかし

一般のルートベクトルを構成するためには前節の構成だけでは足りず， Weyl群にさらに

translationを付け加えた拡大 Weyl群和ぉよびそれに付随する拡大組紐群8の作用まで
構成する必要がある．この節では再びgはx?l型アフィン Lie環とする．

定義 2.10 入€ かに対し線形写像t入： !J*→ がを次で定める．

叫）：=μ+ (μ, <5)入—{~い）(μ, r5) + (μ, 入）} r5 (μE !)*). (28) 

i E fに対し（ら巧）＝化 (i,jE f) を満たす元ら€ かを余基本ウェイトとよぶ
tc; E GL(!J*)はWeyl群の元になるとは限らない．そこで Weyl群W およびtc;;(i E f)で

生成される GL(!J*)の部分群を W とおき，拡大 Weyl群と呼ぶ実は W はW にDynkin

図形の自己同型を適量付け加えたものと一致することが知られている．

命題 2.11 [8, Proposition 2.1] (岩堀，松本）t := { j E f (か街） =1}とおき，各
j ELに対し叩：= tc;iW。jW。とおくと， x?l型アフィンルート系の Dynkin医形の自己

同型 pでPJj(ai)= ap(i)となるものが存在する．ただし w。,W。]はそれぞれw,w八{j}の
最長元である．この対応 j1----t pは単射であるさらにn:= { Ptj I j E L } II {idq•} とお
くと QはGL(!J*)の部分群を成し，次が成り立つ．

-W=O区w (29) 

そこで拡大組紐群を fj:= 0 1>< Bと定める． すると命題 2.11より Wの各元は pw
(p E 0,w E W)の形に一意的に書けるので，写像 s:印→ fjをs(pw):= ps(w)で定め，
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Qの各元の長さを 0と約束すれば (w,fJ)についても命題2.9が成立するさらに Dynkin

図形の自己同型 pは添字の並べ替え Ei日 Ep(i),Fi日 Fp(i),K,,,, r-+ K,,,p(,Jによって部

分 <Q(q)—代数閂(g) := (Ei, Fi, K記〉 CUq(g)に代数の同型として作用するので，拡大組紐
群8の閃(g)への作用が定義できる．そこで各wEBの作用を TwE Aut(U~(g)) と書き，

wEWに対し Tw:=Ts(w)と讃＜．

一般の凸順序から定まる実ルートの表示 (8)では，無限簡約語 sE "fl/F'J (J C ])の中に

SJ-0ふという元が含まれているが，これは“部分アフィン Weyl群"WJにおける simple

reflection に相当するため，この元を U~(g) に自然に作用させるためには SJ-0必 EWJ を適

切に W の元まで拡張する必要がある．その拡張法は次で与えられる [8,Definition 3.4]. 

定義 2.12 空でない Jciの各連結成分 JcCJに対し jcEみで (c1c,0JJ = 1となるも

のを選び固定しておく．このとき写像".':SJ→和を次で定める．

Sj := Sj (j E J), こ：= (t0jJJc SJ;, (見,JJc• (30) 

ただしj-,,は， wJcの最長元を w。とおくとき w。(afJ= -a]cを満たす唯一の添字とする．

これによって定まる wEWJの閏(g)への作用を几と壽＜．これでようやく実ルートに

付随するルートベクトルを定義することができる．

定義 2.13 非捩型アフィン正ルート系△＋上の凸順序が与えられたとき，正の実ルート

aE△？に付随するルートベクトルE.:::,aE Uaを表示 (8)を用いて次で定める．

恥，a:={い-1f, 夜 1Ts!;:, —1(1)T. 竺— 1(2)· ・ ・T, 蹂—1(p-1)(E廷ー i(p)) (a E△ (w,-)) 
叩T叫k-1TYk-1 T, 成 1(1)几-1(2)• • • 九_1(p-1)(Eぃ (p)) (a E△ (w,+)). 

(31) 

ただし ¥[I: 広(g)→応(g)はw(E』:= Ei, w(Fi) := Fi, w(K入）：=K;lを満たす Q(q)-

反代数射であるまた Es;:=Ejとし， EB,5-0Jは次の補題で一意に定まる元とする．

補題 2.14 [8, Lemma 5.1] 

各EE△＋に対し， S= Si1 Si2 ... Si,,,, を簡約表示で b-E = Si1 Sゅ...Si,,,,_1 (ai,,,,)となり，

かつ <(>(s):=s△ _n△ +C△ (1, ー）を満たすものとする条件を満たすsは常に存在し，

E6-c: := I', 正几• • • Tirn-1 (Eirn) (32) 

とおくと， Eo-Eは条件を満たす簡約表示 sの取り方によらない．

次に虚ルートに付随するルートベクトルの構成法を述べる．虚ルートベクトルは拡大組紐

群8の作用を用いて構成される [1].虚ルート n6(n E Z ¥ { 0})のアフィン Lie環 gにお
ける重複度は£ であるから [9,Chap. 7], n6に付随するルートベクトルも£ 個構成する．
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まず，ウェイトベクトル£頑ーa,を次で定める．

E-n6-a; := T, 江―l(E』 (nE尾1,i E f). (33) 

ただし Tc;:= Ttc; E Aut U~(g) は translation tc; E Wを拡大組紐群6に持ち上げたもの
の作用である．そして

'Pi,n := [£ 畑ーa,,E占=£頑ーa;Ei―q戸Eふ 15-a, (n E Z:::1, i E f) (34) 

とおく．さらに 'Pi,nに対し次のような技術的な操作を行う．各iElに対し

00 

叫z):= (qi―炉）区'Pi,nZnEU, □ [z]] (35) 
n=l 

とおく．ただし Uば[[z]]はu:を係数とする形式幕級数環であり，各XEu: に対し xz= zx 
として積を定めるまた Uば[[z]]には zー進位相を与える．そして

00 

Ii(z) := log(l +叫z))= (qi―炉）とIi,nZn (36) 
n=l 

とおいて Ii,nEu: を定める．ただし対数関数は log(l+ x) :=区:=l に号~:四で定め
る．この Ii,nを虚ルートベクトルと呼ぶ

2.4 昌(g)の凸基底と簡約普遍R行列の積公式

こうして構成したルートベクトルたちは，u:の凸基底と呼ばれる PBW型の良い基底を
成す．その凸基底に対して Drinfel'dによる量子二里構成法 (quantumdouble construction) 

[4]を応用することにより，アフィン量子群広(g)の簡約普遍R行列のルートベクトルを用

いた具体的な無限積表示が与えられている [8].

定義 2.15 <Q(q)ー代数 Uの部分集合 Aに全順序さが与えられているとする．各部分集合

~CA に対し，区の元から成る単調増加な単項式の集合を

gd~) := {E入lE心...E入rn IE心 E~, E入さ E心 S・・・sE心}CU  

とおく．度(A)は次の条件を満たすとき Uの凸基底であるという．

1. 嚢 (A)はUの<Q(q)ー線形空間としての基底となる．

2. 与えられた順序についての任意の区間IcAに対し， Iで生成される Uの部分<Q(q)-

代数を U1とおくと，嚢(I)がU1の<Q(q)ー線形空間としての基底となる．

ただし全順序集合Aの部分集合Iが区間であるとは， I=Aとなるか，またはある x,yEA 

に対し Iが (x,*),[x,*), (*,Y), (*,YL (x,y), [x,y), (x,y], [x,y]のいずれかと一致するこ

とであるただし (x,*):= {入 EAIX<入},[x,y) := {入 EAIX s入<y}等とおく．
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定理 2.16 [8, Theorem 8.6]非捩型アフィン正ルート系△＋上の凸順序を一つ選び，

A := { E<:::,a I a E△ ~} II {Tw(Ii,m) Im E Z::,1;i = 1,2, ... ,£} 

とおく．ただし wEWは凸順序の構成で設定したパラメータとする．また A上の全順序を

ふ上の凸順序およびIi,mの間の次の順序によって定める．

Ii,m ::; Ij,m'⇔ (m ::; m')または (m= m',iさj).

するとん(A)はu:の凸基底となる．
なお Chevalleyinvolution n: u: → U;;; D(Ei) := Fi, D(q) := q― 1 という Q—代数の反

同型があるため， u:の凸甚底を 9でうつせばu;;の凸基底も得られる．
この凸基底を用いることでアフィン量子群且(fl)の簡約普遍 R行列 0の具体的な積表示

を構成できる．まず，テンソル積代数昌(fl)R島(fl)において非負整数hに対し

(UqR 島）h :=〶 (U;;ugRu;; u: ば） ・Uμ,RU,, c Uq(fl)R 島(fl)
μ,,vEQ+ 
ht(μ,+v)=h 

とおき，｛④':=k(UqRUq)hI k = 0, 1, 2, ... }を 0の基本近傍系とするような線形位相

を店(g)RUq(g)に与えるその位相について完備化した位相 Q(q)ー代数を応＠応：＝

rrに。(UqRU,ゆとおく.u, ぱRUiC応ら応の閉包を u:@u;;とおく．
--- -一、

定義 2.17 [11, 4.1.2]次を満たす一意的な元 ＾ 8 E Uq訊位を簡約普遍R行列と呼ぶ

1. e. ~op位）＝△0P(u). e (Vu E佑(g)).

2. e。=1R1. 

ただし XE応◎応に対しx=(咋）江。 EIT':=o(U, 魯 Uq)hで咋 E(U, 心切）hを定める．ま

たQ代数としての自己同型TEAut島(g)をT(Ei):= Ei, T(~』:= Fi, T(K入） =K;:-1, 

T(q) := q― 1 で定め，~:= (TRT) o△ oTとおく．さらにテンソル積成分の並べかえ

P:xRy→ yRxでUq(g)R仇(g)に値をとる各関数Xに対し X0P:= PoXを定める．

この 0の一意性が恒等式の証明の核心となる．そして 0はアフィン正ルート系上の凸順

序ごとに次のようなルートベクトルによる具体的な積表示をもつ．

定理 2.18 [8, Corollary 9.9] 

まずアフィン正ルート系上の凸順序を一つ選んでルートベクトル E<::,a,fi,nを構成

する. i,j E fと正整数 nに対し bi,j;n:= sgn(aij t [aij;]q; とおき，£ 次正方行列
n(q; ―q;) 

(bi,J;n)I.J=1 E Mat(Q(q), C)の逆行列を (Ci,j;n)I,j=lとおく．ただし整数 mに対し x>。
ならば sgn(x):= 1, x = 0ならば sgn(x):= 0, x < 0ならば sgn(x):= -1と定める．
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また F臼：= n(E<::::,a) E U_a (a E△'t'), Ji,n := n(Ii,n) E U-nJとおき， expq(x):= 

JE((q —い）x), q。:= q½(a,a) (a E△)とおくとき，

Sn:= L Cj,i;』,nRhn Eu:®~ い
i,jEf 

氏，a:={ expq。{(q;;1 -Qa)E:'c::,aRF :'c::,a} 
exp {TwRTw(Sn)} 

とおけば，簡約普遍 R行列 0は次のように書ける．

＞ 

aE△竺
a=n<5 (n=l,2, ...) 

e= IT氏，a EV: 戸u;;.
aE△+ 

(37) 

(38) 

(39) 

ただし積rr:E△＋ふは a< (3のとき積の順序がXf3ふとなるように定める．すなわち積
の順序は与えられた凸順序と逆になるようにする

3 ルートベクトルの q—交換子積による表示

アフィン量子群凶(g)の簡約普遍 R行列 0の積公式 (39)は，実ルートに対応する部分が

ルートベクトルに閲する量子二璽対数の積の形になっている．そこで複数の凸順序から 0

の異なる積表示を構成し， 0の一意性によっで恒等式を作ることで冒頭の壁越え公式を導出

する．ルートベクトルは組紐群の作用によって記述されているが，具体的な恒等式を構成す

るためには Chevalley生成元 Ei,Fiによるルートベクトルのさらに直接的な記述が必要と

なる．そこでこの節では，組紐群の作用で記述される Tw(E』の形の元が且たちの有限回の

qー交換子積で具体的に蓄き下せることを示す．

一般に gを対称化可能 Kac-MoodyLie環とする.Si1 Si2 ... Sik E W が簡約表示のとき，

a:= sれSi2・・ ・Sik-l (叩） E△＋となるから，

E。:= Ti1T, 砂...Tikー1(尻） E Ua Cu: (40) 

は生成元凡たちの多項式でかけることになる実はさらに Ea が且たちの q—交換子積で

書けることを以下示す．

まず糾紐群の作用 (25)がq-交換子積によって， nE Z::>:oに対し [n]砂：= [l]q[2]q ... [n]q E 

Z[q,q―i lと書くとき

-a,3 

叫）＝ ［—叫~j]q,! [Ei, [Ei, ・ ・ ・ , [Ei, E占]q・・・且 (i =J j) (41) 

這けること，および Weyl群が不変内積を保つことにより

Ti ([x,y]q) = [Ti(x) ,Ti(y)]q (x,y E恥(g),i=0,1,... ,£) (42) 
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となることに注目する．この 2 性質を用いて Ea の後ろの因子 Tik-l から順に q—交換子積に

展開していくことを考えるが，途中でTi(Ei)= -FiKi EU-a, が現れてしまう場合がある

ので，これを次の公式を用いて簡約する．

補題 3.1 [13, 2.35]任意の非負整数nと相異なる添字 i,jに対し，凶(g)において次が成

り立つ．

［（詞 Ei)n (Ej), T, 認）] = [n]qi [1 -aij―n]qi (~Ei) n-l (E1). (43) 
q 

-1 

ただし adx(y) := [x,y]qと書き， n=Oのときは (adEi) ⑰）： =0と約束する．

証明 nに関する帰納法で示す．まず島(9)の定義関係式より

Ki -K;1 
Eぷ =q戸Kぶ Eぷ=q;a,j K心 Eぶ=~ぶ+ -1'Eぷ=FiEi 

qi -qi 

となるから， F:= Ti(Ei) = -FiKiとの交換関係が

EiF=q戸FEi―
Kf-l 
_1, E1F = q;-% FEJ 

qi -qi 

となることに注意する．さて n=Oのときは， F= -FiKiのウェイトがーaiとなること

から

[E1,F]q =尾F-q;aij F Ej = q;a,j F Ej―q;a,j FEJ = 0 

となり， [Ej,F]q = [Ej, -FiK山=0となるから成立している．次に， nのとき公式が成立

すると仮定し，

→ 
Cn := [n]叫1-aij―n]伍， Xn:= (ad Ei) n (Ej) 

とおく．ふはウェイト団 +ajの元となるから X』(i= q:2n-a,, Kiふとなる．また帰

納法の仮定より

ふ F= q-;2n-a;j Fふ＋仇Xn-1

となるこれらの交換関係を用いれば， n+lの場合は次のように計算できる

[Xn+l, F]q = [[Ei, ふ ]q'F]
q 

=[Eふ— q:n+a;jふEi, F] 
q 

=Eふ F_ q-;2(n+l)-a,j FEふ

-q;n+a,j {ふ且F-q-:2(n+l)-a;j F Xn且｝
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＝且{q:2n-aij F Xn + Cnい｝ーq-;2(n+l)-a,jFEふ

_ qfn+aij 杯 (q戸FEi ― q~ニ；/1) -q:2(n+l)-aij F XnEi} 

= q:2n-ai1 (qi2 F Ei―q戸い）ふ+cぷ Xn-l-q7(n+l)+a,1 FEふ
2n+aij -2 (-2n-aij FXn + CnXn-l)凡十q7n+aijXn K'f-1 -qi qi qi -1 

qi -qi 

+q戸FXぷ

= -qi 
-2n-ai1 K'f -1 

-1ふ +cふ Xn-1
qi -qi 

2(-2n-aij) K'f _ l 
-q7(n-l)+aijCnXn-l且十q7n+aijqi -1 Xn 

-2n-aij 2n+a勺
qi ―qi 

-1 ふ+Cn [Ei, Xn-l]q 
qi -qi 

= ([-aij―2n]q, + en)ふ・

qi -qi 

なお n=Oのときは Cn=0となるからこの計算が問題なく通用する．従って漸化式

C。=0, Cn+l = Cn + [-aij -2n]qi (n ;::=: 0) 
が成り立つ.Cn := [n]qi[l -llij―n転がこの漸化式を満たすことは容易に確かめられる．

ゆえに n+lでも公式が成立する． 口

定理 3.2 [13, 4.20] W = Si1 Sり...Sik E wが簡約表示ならば， Ea:=T, パ1Ti2 "" "Tikーi(Eい
は凡たちを高々有限回 q—交換子積をとったもののスカラー倍で書ける．

証明 k E Zc".1に関する帰納法で示す.k = lのときは Ea=Ei1より自明であり， k=2

の場合は 8i18i2が簡約表示より i1ヂ砂であるから， (41)よりいえるそこで k2'. 2とし，長

さが K 未満の簡約表示について Ea が有限回の q—交換子積で書けると仮定する. i := ik-1, 

j :=妖とおき， w{i,j}E W はw=wにj}... Sj釘SjふSjを満たすもののうち長さが最小の

ものとおくと， Wにj}(ai),wにj}(の） E△＋となることがw{i,j}の取り方およびルート系の

性質からいえる．このとき帰納法の仮定より Tw{i,JJ(Ei)およびTw{',n(尾）は有限回の q-

交換子積で書けるから， Ta= Tw{i,j) ... TjTi(尾）よりとくに...TjTi(尾）が且と尻のみ

を有限回 q—交換子積をとったものとして書けることがいえれば Ta も書けることがいえる．

Ei, 尾の有限回の q—交換子稜で書ける元の全体を §ij とおく．よって特に W = ... SjSiSj 

の場合に EaEクijを示せば十分である．

そこで非負整数p,kに対し

S・・i,J;p 

p 

，＾、: = ... s・s・s・sis・ J i J J' (44) 
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V畠 ~1:•. ,,. ((贔 E,)' 国）） ~~(IIIE, 戸アニ）
とおく．すると補題3.1を使うことで次の漸化式が示せる [13,4.18]. 

1 → -aj;-2 

叫い＝［一aji―l]q,! (ad Es;,,;p+i) (噂） (ajiさ―2),
1 -a1,-3 

叫い＝［一aji―l]qj!(ad l1; 塁） (¼: カ) (aij = -l,aji :S -3), 
→ -a1,-4 

呪い＝［一a}::j2]qj!(ad¼;~/P) (¼;};P) (aij = -l,aji :S -4). 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

これらを用いて，任意の i-=J jに対し Si,j;pが簡約表示ならばEsi,j;p:= ... TjTi(Ej) E 

尻jとなることを pに関する帰納法で示す.p = 1,2 のときは明らか.p~2 として p 以下

では成立すると仮定するこのとき Si,j;pが簡約表示なら aijく 0,ajiく0となる．すると

1 
-Uijー 1

Esi,j;p+l = [-a心!(ad Esj,i;p) (¼;}い）
となる．帰納法の仮定より Es-. E§ijだから V(l)1,,,P i,j;p-l E§ijなら Es,. Eクijと, J;p+l 

なる．特に aij~ ー2,aji さー2 の場合は Vは〗 E§ij および漸化式 (46) から帰納的
に V心~{p-1 E尻となることがいえる．また％＝ー1,aji さー4 の場合も V心り。，¼岱，
噂ぶ噂)1 Eクijが補題 3.1によって直接確かめられ，漸化式 (47),(48)により帰納的に
¼;):p-1'V; 図~-1 E§ijがわかる．

aij~ ー4,aji = -1の場合は，補題3.1より

Tj (国[Ei,Ejぶ） = [[Ej,E占，E占
となるから

1 
-a,j-2 

Es,,j;p+1 = [-a心!(ad Es1,,;p) (v}; い）

と計算でき， v};:p-2はaij= -1, aji~ ー4の場合の結果からクijの元である．よって

E恥，p+lE完jとなる．

残された (aij,a州＝（一1,-1), (-1, -2), (-1, -3), (-2, -1), (-3, -1)の場合は， Si,j;p

が簡約表示になる pが有限個しかないので，補題3.1を用いて直接Es口，を計算することで

クijの元になることが確かめられるたとえば(Uij,aji)= (-1,-1)のとき

亨訊）屯） Tj ([Ei,E贔）咆）間(Ei),Tj(Ej)]q (~) [[Ej, E山，T詞）lq 
補題3.1
= [l]q1[l -(-1)-1]も且 =Ei
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より次の簡約則を得る．

T1Ti(尾）＝且 if(%,a1i) = (-1, -1). (49) 

口

特に gのルート系が simplylacedである，すなわち ai1= 0, -l (Vi -/c j)となる場合は，
Eaの計算を以下のように岡式的に行うことができる．まず qー交換子積を

X y 
V :=[X,Y位 (X,YE Uq(g)). (50) 

と図示する例えば生成元凡に関する量子 Serre関係式 (14)は次のように書ける．

/ 巳仕

賣~(~E,),-o., (E;)~0 (i ,'j). 

ただし且をさらに略して単に i と書くこととする．この記法によって，複雑な q—交換子積の

繰り返しで記述される元を二分木として見通し良く書き表すことができる．

さらに定理3.2の証明より，△ がsimplylacedなときは，簡約表示S:= Si1 Si2 ... Si,,, Sj E 

W に対し品：= Ti1T, り・・・に(Ej)Eu: を表す二分木を次のアルゴリズムによって図式的
に計算できる．

1. まず一点を描き，それを 1つの葉だけからなる二分木と見なす．その葉に添字jと簡

約表示 sれSi2... Si,,, を記す．つまり二分木の各葉は添字および簡約表示の 2つのデー

タを保持する.m=Oのときはこれだけで操作は終了し Es=島となる．

2. 二分木の各葉に対して繰り返し次の操作を行う．葉に描かれている添字を P,簡約表

示を Sj18)2... Sjkとおく．

(a) k = 0ならその葉に対して何の操作も行うことはない．

(b) k~l の場合は簡約性より Jk =f pとなる.aJkP = Qの場合は Tjk(Ep)=局よ

り簡約表示の因子 Sjkを削除する．この操作を a狂P= -lとなるまで繰り返す．

(c) Sj1 s12 ... sJk-l (ap) E△＿となる場合は， exchangecondition [9]より

Sj1 Sね...Sjk-1 = Sj1 Sね・ ・ ・Sjz-1 8Jz+1・ ・ ・8Jk-1 Sp 

となる番号lが存在するこのとき a狂p= aPJk = -1および簡約則 (49)より

Tj1 TJ2 ... TJk-1互(Ep)= T]l TJ2 ... TJl-1 Ti1+1 .. • TJk-1 Tp互(Ep)

=T11'I': ね...TJl-1 Ti1+1 ... TJk-1 (Ejk) 
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となるのでこの葉の添字pをJkに書換え簡約表示を Sj1Sj, ... Sj1_1 Sれ+1... 8Jk-l 

に書換えるこの操作を Sj1s12 ... s1k_1 (ap) E△＋となるまで繰り返す．

(d) s11 s12 ... s1k-l (ap) E△十となる場合は，これまでの操作より a狂p= aPJk = -1 

となるため， (41)より Tjk(E砂=[Ejk,EP蒻となり，しかも Sj1Sj, ... Sjk-l Sjk 

および Sj翌必...Sjk-1 Spはともに簡約表示となる．そこで次のように枝を分け，

二つの新しい葉を生成するただし S1:= Sj翌ね• • ・Sjk-lとおく．新しい葉は左

から順にそれぞれ添字がJk,Pとなり，簡約表示はともに s'となる．

＇ 

, p 5 
, Jk p' 

S SJ k-----v-+ "-.  くミ．
3. すべての葉に描かれている簡約表示の長さが0になるまで上の操作を繰り返す．各操

作で簡約表示の長さは真に短くなるので，この手順は有限回の操作で終了する．

例えばg=函のとき， T。T1花(E。）は次のように計算できるただし [n]がその葉の添字

を表し，その左の数列 i1i2 ... はその葉の簡約表示 Si翌i2• • • を表す．また簡約表示の長さが

0になったら添字を示す[・]を取り払う．

01[2] 01[0] 0[1] 0[2] 0 1 0 2 

麟花(Eo)= 012[0] =ジ=~=文~-

よって T。T1T2(Eo)= [ [[E。,E1]q, [E。,E加L,E1Lとなる．

4 壁越え公式(2)の導出

最後に壁越え公式 (2)の証明の概要を述べる [13]. 以下 g=~ とするまず Aい
型アフィン正ルート系において凸順序を定めるパラメータを w:= s1, △ (w, ー）上では

J。=f = {1, 2}, J1 := {1}, J2 = 0, so := (sos心）OO = sosド2sos1競...E朽J°;',S1 := 
(sc5-a翌1)00E加尽 Yl:= 1 E WJぃ Y2= 1 E Wみ={1}と選び，△(w, +) =△ (s坪1,-) 
上では J。=I, J1 := {2}, J2 = 0, so := (sos2釘）oo, S1 := (sc5-a翌2)00,Yl := 1, Y2 = 1と

選ぶと，次の 2行型凸順序が得られる．

o -a1 -a2 < o -a2く 2o-a1 -a2く 2o-a2 < ... 

< a1 < o + a1く 2o+ a1 < 3o + a1 < ... 
< o < 20 < 3o < 4o < . . . (51) 

... < 3o -a1く 2o-a1 < o -a1 

... < o + a1 + a2 < o + a2 < a1 + a2 < a2. 
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この凸順序から定まるルートベクトルを前節のアルゴリズムを用いて全て具体的に書き下

す．また T:= (~ ~ 合）を Dynkin図形の自己同型とすると，簡約普遍R行列の一意性より

8=T釦(8) (52) 

が示せる．次に Dynkinquive, a ,~A に対し
{ [Ei,E山01, 1 0 [Fi, Fj]q aは辺i→jをもつ}Cu; 戸匂 (53) 

で生成されるu:@u;;の両側イデアルの閉包を Iとおき，n== u:@uq-/ Iとおく．すると
標準射影巧：u:@u;; → D は次の性質を持つことがわかる．なおこの構成自体は一般の
鯰(g)および Dynkinquiver aに対しても可能であるまたこの性質を持つ表現は， utを
ある代数上の q—差分作用素として実現することにより具体的に構成することもできる [13].

● びが辺i→jをもつ ⇒1r(I([Ei, E山R1)=冗([1R[Fi,F';』)=0. 
• Yi := 1r(I(-(qi一qil戸EiRFi)とおくと，{y;{'oy炉y炉 I叫 E互o}はDにおいて
Q(q)ー線形独立．

よって Yo,Y1,Y2EDの代数関係式はY1Yo= q2YoY1, Y2Yo = q2YoY公 Y2Y1= q2Y1Y2で尽

くされることがわかる．さらに aE△+が単純ルートでないとき冗(E:c;,aRl)=Oとなり，

虚ルートベクトルについても 1ra(T1('Pi,n)R1) = 0 (Vi = 1, 2; Vn E Z~1) となっていること

がルートベクトルの qー交換子積による表示からわかるよって単純ルートベクトル以外は表

現叩．の像において消滅し，簡約普遍R行列の積公式 (39)より na(8)= lE(y2)lE(y1)lE(yo) 

となるさらに多くの計算が必要となるが，四(Tら7(8))も同様にルートベクトルの表示を

用いて全て計算することにより，最終的に (52)から次の恒等式が得られる．

定理 4.1(主定理 [13]) qを不定元とし， 3変数の非可換な形式幕級数環Q(q)[[Yo,Y1,Y2ll

に閑係式 Y1Yo= q2YoY1, Y2Yo = q2YoY2, Y2Y1 = q2Y1Y2を入れて定まる完備な位相 Q(q)-

代数において，正規積を：yもYiYぶ：= qlm+mn+nlyもYiYダ(l,m, n E Z~o) と定める．このと

き次の恒等式が成立する

IE(, 112,)IE(, y, ,)IE(, Yo,)~{且IE(,y閉+'y『Y『)IE(, yQ誓疇）} IE(,y,y,,) 
X lE(-q:yoY1Y2:)-1lE(-q―1:YoY1如：）ー1

x IE(cy,c} {且IE(cyg'y『+'y;•+',)IE(cy閤y『.;•+',)t
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ただし rrふ。am:=a。a団2・・ ・, rr:~o am:= ... a四1a。と書く．

実はこれは Reinekeが得た桓等式 [3,(4.10)]の量子版になっているそしてこの恒等式

において Yo=x2, Y1 = x1, Y2 = qx1巧―1を代入して特殊化すれば(2)が得られる．

追記. A~l) 型アフィン量子群島（元）の簡約普遍 R 行列の積表示をある 3 行型の凸順序か
ら構成することによって，恒等式 (3)の導出にも成功しているが，ルートベクトルの計算はさ

らに繁雑となる最後の桓等式 (4)もDい型のものから導出できると予想されている [14].
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