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平面曲線の縮閉線もどき、垂足線もどきと反転

Evolutoids, pedaloids and inversions of plane curves 

北海道大学泉屋周一

Shyuichi Izumiya 

Hokkaido University 

ユークリッド平面上の正則曲線の垂足曲線や縮閉線は古くから知られた特異点を持つ曲

線で、その特異点はそれぞれ対応する正則曲線の変曲点や頂点に対応することが知られ

ている ([3, 7]参照）。ここでは、平面曲線の垂足曲線や縮閉線に類似する曲線を導人し、
その性質を調べる。

,:Iー配を単位速度平面曲線とする。ただし、配はa=(a1, a2), b = (b1, 的） E配

に対して標準内積〈a,b〉=a1b1 +a2的を許容するユークリッド平面とする。このとき、以
下のフルネ公式が知られている：

{ t'(s) =氏(s)n(s),

n'(s) = -K(s)t(s), 

ここで、 t(s)= ,'(s)は単位接ベクトル， n(s)= J(t(s))は単位法線ベクトル、 K(s)= 

叫 (s)x~(s) -x1(s)功(s)は,(s)= (x1(s)心2(s))の曲率を表す。ただし、 Jは記における
反時計周りのn/2回転を表す。一般に垂足曲線は任意に選んだ股2の点に依存して定義さ

れるが、ここではその点を原点とする。 1の（原点OE配に対する）垂足曲線は

Pe7(s) =〈1(s),n(s)〉n(s)

と定義される平面曲線である ([3,Page 36]参照）。垂足曲線は、定義から、考えている正則

曲線の各点における法線方向に沿ったその点の接線への射影の像（接線に下ろした垂線の

足）の軌跡である。垂足曲線の微分は Pe~(s) = -K(s)(〈1(s),t(s)〉n(s)+〈1(s),n(s)〉t(s))
なので、その特異点は,(so)=0または K(s0)= 0を満たす点s。である。従って、 1が原

点を通らないと仮定すると特異点は K(s0)= 0を満たす点So、即ち 1の変曲点である。

一方、 1の縮閉線はK(s)ヂ0に対して

Ev7(s) = ,(s) + n(s) 
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と定義される。縮閉線は7の接触円（曲率円）の中心点の軌跡であることが知られている。

縮閉線の微分を計算すると Ev~(s) = -(Ii'/足）(s)t(s)なので、縮閉線の特異点は"''(so)= 0 
となる点s0EIである。すなわち 7の頂点に対応する。また、縮閉線は7の各点から伸

ばした法線族の包絡線であることが知られている ([3,7]参照）。また、 7の各点から伸ば
した接線族の包絡線は元の曲線7自身とその変曲点における接戦の和集合である。 Giblin

とWarderは[6]で、縮閉線もどきと呼ばれる 7に付随した曲線の 1径数族を定義した。そ

れは、縮閉線Ev7(s)と元の曲線7の間を埋めるもので、縮閉線もどきの一つのメンバー

は各点における接線からの一定の角度を持った直線族の包絡線として定義される。ここで

は、縮閉線もどきの類似物として垂足曲線もどきを定義する。縮閉線と垂足曲線は一見な

んの関係もない概念のように思えるが、それぞれもどきを考えると実は興味深い関係があ

ることがわかる (§2参照）。平面曲線は、古典的対象であるにもかかわらず、その性質に

関しては、今だに新たな興味深い現象が発見される。さらに、空間曲線や一般次元の部分

多様体などでの様々な性質を研究する実験台としての意味も大きい。実際、空間曲線に関

する、縮閉線もどきや垂足曲線もどきの研究については、現在 [9]にて研究中である。ま

た、様々な興味深い図を描くことできるが、ファイルが重くなるので、ここには図を載せ

ない。原論文[8]を参照してほしい。

ここで考える曲線、写像等は全てc=級とする。

1 垂足曲線、反転垂足曲線、原始曲線、及び縮閉線

この節では、平面曲線に付随した垂足曲線と垂足曲線の類似概念を考える。垂足曲線は

以下の円族の包絡線であることが知られている ([3,Page 166]参照）：G: Ix艮2---+股を

G(s, x) = x -2,(s) --ll,(s)ll2 =〈→ — ,(s)>

と定義する。点s。Elを止めると G(s0,x) = 0 は中心を ½,(so) として原点を通る円であ
る。このとき、以下の計算結果を得る：

8G 

8s 
-(s,x) =〈x,-t(s)〉

{t(s), n(s)}は配の正規直交基底なので、 尤＝入t(s)+μn(s)と書くと、 G(s,x)= 

(8G/8s)(s, x) = 0であるための必要十分条件は入=0であり、かつμ(μ-〈n(s),1(s)〉） =0 

である。この条件はμ=0またはX=〈,(s),n(s)〉n(s)となる事を意味している。言い換

えると垂足曲線Pe,(s)が上記の円族の包絡線である事を意味している。一変数関数芽の

開折理論 ([3,Page 166]参照）から以下の特異点の分類が得られる：

命題 1.1曲線7の垂足曲線Pe,は点 Pe,(s0)の近くで通常カスプ曲線C= {(x,y) E 

股IX=t汽y=枡｝に局所的微分同相であるための必要十分条件は刈s0)= 0 and K,'(s0) -/-〇
を満たす事である。
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点sEIを固定すると g;l(O)は原点を通る円なので、その原点を中心とする反転像は直

線となる。ここで、原点を中心として、単位円に対応する反転w:配¥{O} ----+配¥{O} 
は

X 
w(x) = 
llxll2 

と定義される。このとき、 w(g;1(0))= {x I〈x,1(s)〉=1}となる。従って、関数族

F: Ix (配¥{O})----+恥を F(s,x)=〈尤，,(s)〉-1と定義すると、

8F 

8s 
-(s,x) =〈x,t(s)〉．

を得る。さらにX=入t(s)+μn(s)と書き表すと F(s,x)= 8F/8s(s,x) = 0であるための
必要十分条件は

である。このことは

入=0, μ 〈,(s),n(s)〉=1

X= 
1 

〈1(s),n(s)〉
n(s) 

と書かれる事を意味している。曲線1の反転垂足曲線は〈1(s),n(s)〉ヂ 0と言う仮定の

下で

と定義される。このとき、

1 
APe-y(s) = 

〈1(s),n(s)〉
n(s) 

¥[Io Pe,(s) = 
〈1(s),n(s)〉n(s)

II〈,(s),n(s)〉n(s)II
2 = APe,(s) 

が成り立つ。 ¥[IO¥[I =恥なので、 ¥[IoAPe,(s) = Pe,(s)となる。定義から反転垂足曲線

は直線族{J;1(0)}sEJ= {x I〈x,,(s)〉=l}sEJの包絡線である。反転ゥは微分同相なの

で、 反転垂足曲線APe,は点APe,(s0)の近くで通常カスプ曲線に局所微分同相であるた

めの必要十分条件はl'c(so)=Oかつ"''(so)ナ0を満たす事である。

一方、アーノルド [1,pp. 91]は、平面曲線の原始曲線を定義した：〈1(s),n(s)〉-=J0 

を満たす単位速度平面曲線 1に対して、関数族H:J x (配¥{O}) ---+良を H(s,x) = 

〈x-1(s),1(s)〉と定義する。このとき、任意のsEIを固定すると、凡(x)=H(s,x)=O

は曲線の位骰ベクトル,(s)の端点を通り、その位骰ベクトルに直交する直線の方程式で
ある。この直線族{h:;1(0)}sEJの包絡線を 1の原始曲線と呼ぶ。この関数族の sに関する

偏微分はEJH/8s(s,ェ）＝〈x-21(s), t(s)〉なので、 1の原始曲線Pr,:J---+配¥{O}は

11,(s) 112 
Pr,(s) = 21(s) - n(s) 

〈n(s),,(s)〉

と言う径数表示を持つ。定義から、垂足曲線と原始曲線はPePr-,= I and PrPe-, = Iと言
う関係を持つ。この事実は、 1の原始曲線は垂足曲線を作る過程の反対方向を向いた過程

で得られる事を意味している。垂足曲線は 1の各点での接線を与えると決まるので、原
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始曲線はちょうど、関数から原始函数を構成する過程に対応している。原始曲線の名前の

由来である。さらに平面曲線7の反転原始曲線を

2〈n(s),,(s)〉2 〈n(s),,(s)〉
APr,(s) = ¥[r o Pr,(s) = 1(s) - n(s) 

ll,(s)ll4 ll,(s)ll2 

と定義する。このとき以下の定理がなりたつ。

定理 1.2条件〈,(s),n(s)〉cJ0を満たす平面曲線,:I--+ズに対して、

Pr,(s) = APewo,(s) (i.e. APr,(s) = Pewo,(s)), Prwo,(s) = APe,(s) (i.e. APrwo,(s) = Pe,(s)) 

が成り立つ。さらに、もし K(s)"'f'〇ならば

PrAPe-,(s) = APePe-,(s) (i.e. APrAP的(s)= PePe-,(s)) 

が成り立つ。

証明 ここでは、旧線族{h;1(0)}sE1の包絡線であるという元々の定義を使う。関数族

の定義は H(s,x) =〈Xグ (s)〉-ll,(s)ll2なので、 H(s,x)= 0である必要十分条件は
〈x,wo,(s)〉=1が成り立つ事である。従って、阻線族{h;1(0)}sEIの包絡線はwo,の反

垂足曲線に一致する。すなわち、 Pr,(s)= APewo,(s)が成り立つ。反転は¥¥0¥¥=1即 ¥{O}

を満たすので、

APe,(s) = APewowo,(s) = Prぃ (s)

が成り立つ。もし、 K(s)ヂ0とすると、 Pe,は正則曲線となり、 APe,= w o Pe, もまた

正則曲線である。前半の主張で 7の代わりに APe,を使うと、

PrAPe-,(s) = APeWoAP的(s)= APePe-, (s) 

が成り立つ。 ロ

2 正則平面曲線の縮閉線もどきと垂足曲線もどき

Giblin-Wader[6]は平面曲線7の縮閉線もどきの径数表示を以下のように与えた：任意

の¢E[O, 21r)に対して、 K(s)ヂ0を満たす7の企縮閉線もどきを

sin¢ 
Ev[少]7(s)= ,(s) + (cos¢t(s) + sin¢n(s)) 

K(s) 

と定義する。 [6]では、 Ev[¢]7を単に縮閉線もどきと呼んでいるが、ここでは、¢に依存

した曲線族を縮閉線もどきと呼び、それぞれ¢を固定したものを心縮閉線もどきと呼ぶ。

ここで、関数族F:J X恥2----+恥を F(s,x) =〈尤一,(s),sin¢t(s) -cos¢n(s)〉と定義

すると、 sEIに対して、 fs(x)= F(s, x) = 0は,(s)を通り、 その方向ベクトルが接ベ
クトルt(s)と角度が¢ となる直線の方程式である。この直線族{fs-1(0)}sEJの包絡線を
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求めるとそれは企縮閉線もどきとなる。さらに、の=1r/2,3計2の時Ev[¢],(s)= Ev,(s) 

となり、¢=0,1rのときはEv[の],(s)= ,(s)となる。また、微分を計算することにより、

s0 EIがEv[叱の特異点であるための必要十分条件は足(so)cos¢ ―t,,'(s0) sin¢= 0とな
る事がわかる。

一方、 1の垂足曲線もどきを以下のように定義する：任意の心 E[O, 21r)に対して、 1の

炉垂足曲線もどきを

Pe[心],(s)=〈1(s),cosゅt(s)+sin心n(s)〉(cos心t(s)+sin心n(s))

と定義する。もし心=1r/2, 31r/2のとき、 Pe[心],(s)= Pe,(s)となり、心=0, 7fのとき、

Pe[心],(s)=〈1(s),t(s)〉t(s)となる。この〈1(s),t(s)〉t(s)は反垂足曲線 ([11]参照）と呼
ばれ、 CPe,(s)と表される。

ここで、微分を計算すると

Pe[い店(s) = { cos2心十t,,(s)(cos 2心〈1(s),n(s)〉-sin2心〈1(s),t(s)〉）}t(s) 

+ {cosゅsinゆ十t,,(s)(sin2ゆ〈1(s),n(s)〉+cos2'lj; 〈1(s),t(s)〉）}n(s) 

となるので、 soEIがPe[ゆ],の特異点であるための必要十分条件は

t,,(so)〈1(s),t(s)〉=cos心sin心， t,,(so)〈1(s),n(s)〉=-cos2ゆ

である、 [8]では縮閉線もどきと垂足曲線もどきには以下の興味深い関係がある事を示した。

定理 2.11はt,,(s)cJ 0かつ足(s)sin心十t,,1(s)cosゆヂ 0を満たすと仮定する。このとき、
1のゅ垂足曲線もどきは1の'l/;+1r/2縮閉線もどきに一致する。すなわち、

Pe[叫 (s)= PeEv[心+1r/2h(s) 

が成り立つ。

上の定理の二つHの仮定は、（心+1r/2)-縮閉線もどきが正則である事を意味する。心 =0
とすると以下の系が得られる

系 2.2([11]) t,,(s) cJ 0, t,,1(s) cJ 0と仮定すると、 1の反垂足曲線は1の縮閉線の垂足曲
線に一致する。すなわち、

CPe,(s) = PeEv-,(s) 

が成り立つ。

3 フロンタルの縮閉線もどきと垂足曲線もどき

前節まででは、正則曲線の縮閉線もどきと垂足曲線もどきを考えたが、縮閉線もどきと

垂足曲線もどきは一般的には特異点を持つ。しかし、定理2.1では正則曲線の縮閉線もど

きの垂足曲線を考える必要があった。従って、ある種の特異曲線に対して垂足曲線の概念
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を拡張する必要がある。ユークリッド平面に於いて微分幾何学を応用可能な特異曲線とし

て自然な概念としてフロンタル（曲線）がある [4,5]。

(,,v): Jー→配 X51が(,,v)*0 = 0を満たすときルジャンドル曲線と呼ぶ。ただし、

0は単位接円束T1配＝配 X51上の接触 l形式とする ([2]参照）。上記の条件は、任

意のtE Jに対して〈7(t),v(t)〉=0を満たすことに同値である。正則とは限らない曲線

,:J→配がフロンタル（曲線）であるとは V:J --t 51が存在して (,,v)がルジャン

ドル曲線となることである。さらに (,,v)がはめ込み（正則曲線）の時、 1はフロント

（波頭線）と呼ばれる。フロンタルの微分幾何は [5]に於いて構成された。

ルジャンドル曲線(,,v):I--t配 X51に対して、 1に沿った単位ベクトル場μ(t)= 

J(v(t))を考えると、以下のフルネ型公式が成り立つ [5]:

｛以t)=£(t)μ(t), 
μ(t) = -£(t)v(t), 

ただし、 £(t)=〈v(t),μ(t)〉である。さらに任意のtE Jにおいて-r(t)= (3(t)μ(t)を満

たす(3(t)が存在する。 対(£,/3)はルジャンドル曲線(,,v)の曲率と呼ばれる。定義から

t。Elが1の特異点であるための必要十分条件は(3(to)= 0を満たすことである。さらに、
正則曲線1に対しては、 μ(t)= t(t)かつ£(t)= 11-r(t)IIK(t)が成り立つ。また、ルジャン

ドル曲線(,,v)がはめ込み（すなわち、 1が波頭線である）ための必要十分条件は任意の

tEIに対して、 (£(t),f3(t))ナ(0,0)が成り立つことである。ゆえに、 t。Elがフロンタル
1の変曲点であることは£(to)= 0を満たすことと同値である。より詳しいルジャンドル

曲線の性質に関しては原論文[4,5]を参照してほしい。

論文[5]では、任意のtEIに対してf3(t)= a(t)£(t)を満たすa(t)が存在するようなフ

ロンタル1に対して縮閉線を

£叫t)= 1(t) -a(t)v(t) 

と定義した。さらに、 £v7(t)は一般的にはフロンタルで、 1が波頭線の場合は 5四(t)も

波頭線となることが知られている [4,5]。

任意のtE Jに対して(3(t)= a(t)£(t)を満たすa(t)が存在するようなルジャンドル曲

線(,,v)に対して、 1の企縮閉線もどきを

£v7砂](t) = ,(t) -a(t) sin¢(cos¢μ(t) + sin q;v(t)) 

と定義する。定義から、 £v7[0](t)=£ 四国(t)= ,(t)かつ£v7[1r/2](t)=£v7[31r/2](t) = 

£v7(t)が成り立つ。このとき、直接的計算により以下が示される。

命題 3.1([8])任意のtE Jに対して(3(t)= a(t)£(t)を満たすa(t)が存在するようなル

ジャンドル曲線(,,v)に対して、岱縮閉線もどきEv孔の］はフロンタルである。さらに、任

意のtEIに対して、 £(t)ヂ0を満たすとき、 ¢—縮閉線もどき Ev孔り］は波頭線である。

ここで、フロンタル1の炉垂足曲線もどきを

Pe[心]7(t)=〈,(t),cos心μ(t)+ sinゆv(t)〉(cos心μ(t)+ sin心v(t))
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と定義する。炒垂足曲線もどきは、フロンタル(,,v)になんの仮定もなく定義できること

に注意する。このとき、それぞれ

Pe'Y(t) = Pe[n/2]"/(t) = Pe[3n/2]'Y(t), CPe'Y(t) = Pe[O]'Y(t) = Pe[1r]孔t)

と表し、 Pe'Y(t)はフロンタル7の垂足曲線CPe'Y(t)はフロンタル7の反垂足曲線と呼ば

れる。フロンタル7の祉垂足曲線もどきがフロンタルとなる事を直接証明するのは難し

いが、以下の事は直接計算から示すことができる。

命題 3.2([8, 10]) (,, v)をルジャンドル曲線とする。任意のtE Jに対して、 ,(t) = 
r5(t)<:T(t)を満たすようなr5(t)とCT:I--+ S1が存在すると仮定する。このとき、 7の垂足

曲線Pe'Y(t)はフロンタルである。

ここでは、 ,(t)c/c 0の時、上記の仮定が成り立つことに注意する。 [8]では、定理2.1の一
般化である以下の定理が示された。

定理 3.3([8])任意の tEIに対して、 (3(t)= a(t)C(t)を満たすa(t)が存在するルジャン
ドル曲線(,,v)に対して、

Pe[叫 (t)= Pesv-,[ゆ+1r/2](t) 

が成り立つ。

命題3.2と定理3.3の系として以下が成り立つ。

系 3.4(,,v)をルジャンドル曲線とする。任意のtEIに対して、 ,(t) = r5(t)び(t)かつ
8叫心+1r/2](t) = r5(t)<:T(t)を満たすような r5(t)とCT:I--+ S1が存在すると仮定する。

この時、炉垂足曲線もどき Pe[心]"/はフロンタルである。
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