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折り目写像のはめ込み埋め込みや折り目写像への持ち上げ

LIFTING FOLD MAPS TO IMMERSIONS, EMBEDDINGS AND 

FOLD MAPS 

九州大学マス・フォア・インダストリ研究所

INSTITUTE OF MATHEMATICS FOR INDUSTRY 
北澤直樹

NAOKI KITAZAWA 

本稿では，京都大学数理解析研究所RIMS共同研究（公開型）研究集会「可微分写
像の特異点論を用いたトポロジー・微分幾何学の研究」の講演者の講演に関連した内

容を，講演で発表したもの，しなかったものを含め説明させて頂く．関連する講演者

のプレプリント [18]や [20]の内容の紹介でもある．
なお，講演後の助言など考慮しタイトルを少々変更した．

また，同時期に研究集会「結び目の数理」

(http://www.f.waseda.jp/taniyama/mathsciknot/mathsciknot.html)で講演させ
て頂いた際の報告 ([17])等といくらか記述が重複することも断っておく．
講演と同様多くの（可微分）多様体や可微分写像を扱うが，特に断りのない限り，考
えている多様体や写像さらには多様体上の多様体をファイバーとする束はすべて可微

分(c=級）とする以下用語をいくつか説明する．
（可微分）写像の特異点 (singularpoint)とは，微分が退化している点つまり微分の階

数が最大でないような定義域多様体の点のことである．定義域多様体の次元が値域のそ

れより低くないものを多く扱うが、微分の階数が値域の次元より低いような点というこ

とになる写像の特異点全体の集合を特異点集合 (singularset), 写像の特異点での値

を特異値 (singularvalue), 写像の特異点集合の像を特異値集合 (singularvalue set), 

特異値集合を値域多様体から除いた空間の点を正則値 (regularvalue)といい，正則値

全体の集合を正則値集合 (regularvalue set)と呼ぶこととする

1. 滑らかな写像の持ち上げ

今後 p> q~1 を整数とする. 1fp,q : 即→：即で (xぃ・・ ・,xq, ・ ・ ・,xp)を
(xぃ...'Xq)へ写す，ユークリッド空間からより次元の低い別のユークリッド空間へ
の自然な射影を表すこととする.n~l 次元ユークリッド空間への滑らかな写像 f に
ついて，ある自然数 Kがあり， Joという罠n+kへの写像がf=后 +k,no foを満たす
とき， Joはfの持ち上げであるとか， fはJoに持ち上げられる等という可微分写
像特にジェネリックな可微分写像が，適当な微分位相幾何的性質を満たす写像に持

ち上げられるかどうかを知ること，持ち上げられるとして持ち上げを構成することは，

可微分写像の大域的な特異点論，多様体の微分位相幾何学への応用において碁本的で

重要な問題である例えば，定義域多様体としてP3周を考え良2へのジェネリックな
はめ込みつまり正則で横断的な曲線をとったとき，それは良3への埋め込みつまり古

典的結び目に持ち上がるこのことは平面への射影で自然に得られる図式を用い結び

目を研究するという，基本的で重要な結び目のトポロジーの研究手法において，甚本

的である．
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これ以外に，ジェネリックな可微分写像で特別な条件を満たすものが，埋め込みや

はめ込みに持ち上げられるための条件，持ち上げの構成が，いくつか具体的な状況で

行われている．

• 2-3次元多様体上の Morse閲数やそこから平面への良い写像（後で定義する
安定写像：定義域多様体を固定すると平面へのものはたくさん存在する）が，

百王り強くない条件のもと，適当な次元のユークリッド空間への埋め込みや

はめ込みへ持ち上がることが [8],[12], [38]や [39]で示されている．
• 同次元の多様体の間のジェネリックな可微分写像が， 1次元高いユークリッ
ド空間への埋め込みやはめ込みに適当な条件下で持ち上がることが， [26]や
[1]で示されている．

• 様々 な， specialgeneric写像という，見つかっていない 4次元のエキゾチック
球面以外のホモトピー球面を位相的に特徴づける特異点を丁度 2個有する

Morse関数を自然に高次元化したものが，適当な次元の埋め込みやはめ込み
に持ち上がることが， [34]や [24]で考察されている.special generic写像は
後で定義する．

さて，持ち上げが特異点を有している場合については，値域多様体の次元が定義域

多様体の次元よりも高くはない場合を含め意外にも新しい問題である．著者は， Morse
関数の高次元版で最も単純だがある程度多くの多様体，写像空間に存在するクラスで

ある折り目写像について，扱いやすいように特別な微分位相幾何的条件をつけた折り

目写像について，他の適当な条件をつけたクラスの折り目写像に持ち上げられるかを

考え，結果を得ており，いくつか講演で発表させて頂いた結果はプレプリント [18],
[19], [20]等にあるが，ここではまず [18]について得られた定理や証明（の概略）を述
ベ，一方で講演で後半に扱った [20]については証明等は省略させて頂き流れの紹介に
とどめ，詳しくは原プレプリントにゆだねる．

最後に，著者の至らなさにより，大変申し訳ないこと，誤記や誤解等があるかもし

れないが，それに気づいた場合は教えて下されば幸いである．

2. SPHERICALな MORSE閲数，折り目写像と甚本的な性質

2.1. Sphericalな Morse関数．

Definition 1. Morse関数が以下を満たすとき， sphericalであるという．

(1)安定である，つまり各特異点で値が異なる．
(2)正則値の逆像は点またはホモトピー球面で，標準球体を境界の微分同相で貼
り合わせてできるものの非交和．

(3)特異値を内部に含む値域の小さな閉区間の逆像で，特異点を含む成分は 1個
あるが，それは以下のいずれか．

(a)標準閉球体．
(b)標準球面から 3個の交わらず埋め込まれた標準球面と同じ次元の閉球
体の内部を除いたものと PL同相な多様体．

特に，正則値の逆像が点または標準球面の非交和であるとき， standard-sphericalで

あるという，

Example 1. 以下 standard-sphericalな Morse関数の例を挙げる.FIGURE 4に
絵がある．

(1)ホモトピー球面（で未発見の 4次元のエキゾチック球面という未発見のもの
以外のもの）を特徴づける，特異点を丁度 2個有する Morse関数（含標準球
面の高さ関数）．
(2) 81 X Sk (k~1) 上の自然な高さ関数．
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 FIGURE 1. 折り目写像の特異点集合の一部と像（左），特異値集合の

一部分と像（平面への場合で右上が安定な場合右下が不安定な場合）．

Definition 2. 任意の特異点pについて，整数0さi(p):::;m-;+1があり (x1,・・・Xm)→

（互...ぷ—1, 江r;:,:~(p) Xk 2 -江にm-i(p)+l土）の型で表されるような可微分写像
を折り目写像という．

Proposition 1. (1) Definition 1でi(p)は一意である (pの指数と呼ばれる）．
(2) (決まった指数の）特異点全体の集合は， n-1次元の閉部分多様体で，そこへ
もとの写像を制限するとはめ込みになる．

Definition 3. 全ての特異点の指数が 0であるような折り目写像を， specialgeneric 

写像という

安定写像とは，簡単にいうと，少し摂動しても特異点集合や特異値集合の型が変わ

らない可微分写像であるそして，安定な折り目写像とは，特異点集合への制限が横

断的なはめ込みであるような折り目写像ということになる. FIGURE 1も参考の
こと．より一般に，安定写像の特異点論的，幾何学的理論の甚本的な部分は， [7]等を
参考にするのが良いが，一応一つ重要なこと，安定写像はある程度の定義域の次元と

値域の次元の組では，少なくとも例えば値域の次元が 5以下である場合には，桐密に

存在することに触れておく．

Example 2. FIGURE 7にあるが，次元 2以上の単位球面のより次元の低いユー
クリッド空間への自然な射影は，安定な specialgeneric写像の最も単純な例である．
82 X炉 (k2: 1)上の具体的な安定な折り目写像も同じ FIGUREにおいてあげてい
る：これは [13]や [14]で標準球面上のホモトピー球面をファイバーとする束の全空
間を特徴づけるのに出てくる写像の特別なものである．

3. ユークリッド空間への SPECIALGENERIC写像を許容する多様体の特徴づけと，
SPECIAL GENERIC写像の埋め込みやはめ込みへの持ち上げ．

Fact 1 (Saeki (1993)). m > nを自然数とする.Mを閉多様体とする. special 
generic写像 f:M→町があることは， n次元のコンパクトな多様体 Pで8P=J 0 
が成り立ち股”にはめ込めるものがあり， M が次の多様体を境界上に自然に出てく
る sm-nをファイバーとする同じ底空間 8P上の束の同値写像で貼り合わせてでき
ることと同値．

• p上の sm-nをファイバーとする束の全空間．
• 線形な nm-n+lをファイバーとする 8P上の束の全空間．

多様体 Pが，後で定義する specialgeneric写像fのReeb空間 Wt,つまり逆像
の連結成分からなる空間となるわけである.FIGURE 2も参照のこと．
まず平面への specialgeneric写像について具体例や基本的性質を説明する．



26

lave「seImage 

ご口
FIGURE 2. special generic写像の像．

FIGURE 3. 平面への具体的な specialgeneric写像の像（定義域多様
体は， 31上の，標準球体を境界の微分同相写像で貼り合わせて得ら
れるホモトピー球面をファイバーとする束の全空間 3個の連結和と

して表されるもの）．

Example 3. (1)特異点集合に制限すると埋め込みで特異値集合が標準球面で
あり像が球体であるもの.2次元以上の (4次元で標準球面でないもの以外

の）球面と位相的に等しい可微分多様体は，平面への同様の像を有する special
generic写像を有し，逆にそういった写像を許容する多様体はそういった多様
体となる ([27]).
(2)二個の球面の直積 ([27]他：直積ではなく一般に捩じれた束の全空間でもよ
い）の連結和として表現される多様体上の、像が標準球面と標準球体の直積

の境界連結和として表現され特異値集合が境界に一致する specialgeneric写
像 (FIGURE3). 

平面や配への specialgeneric写像を許容する多様体の特徴づけについては，多
くの結果がある．

Fact 2. (1) ([27]) m 2". 2次元以上の連結閉多様体が，平面への specialgeneric 
写像を許容する必要十分条件は，それが以下の多様体の連結和になることで

ある．

(a) 「標準球面」または「標準球面と微分同相でなくかつ 4次元でないホモ
トピー球面」．

(b)円周と， 「標準球面」または「標準球面と微分同相でなくかつ 4次元で
ないホモトピー球面」の直積．

(c)円周上の， 「標準球面」または「標準球面と微分同相でなくかつ 4次元
でないホモトピー球面」をファイバーとする束の全空間で向きづけ不可

能なもの．

(2) ([31])4次元の連結閉多様体で基本群が自由群であるものが」校への special
generic写像を許容する必要十分条件は，それが S4または炉上の炉束の
全空間または炉上の炉束の全空間の連結和として表現されることである．

以下二つの Factは， specialgeneric写像が定義域多様体の可微分構造を制限する
という， specialgeneric写像の面白さが見え隠れする事実である．

Fact 3 ([27] etc.). m, nを自然数で 1:=;m-n::;3を満たすものとするこのと
き，町への specialgeneric写像を許容する m次元ホモトピー球面は必ず標準球面
である．
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Fact 4 ([37]). 向きの入った 7次元ホモトピー球面の微分同相型 28個のうち 14個
の型のものは配への specialgeneric写像を許容しない．

ホモトピー球面は自身より次元の高くないユークリッド空間への折り目写像を許

容することに触れておく ([5]や [6]を参照のこと）．
[31]や [32]等でもう少し複雑なクラスの多様体，例えば Fact2 (2)やCorollary1 
に出てくるような多様体で，同様の事実，つまり同相な多様体の組で，どちらも決まっ

た次元のユークリッド空間への折り目写像は許容するが， specialgeneric写像につい
ては一方のみ許容するものが，たくさんあるという事実が，突き止められている．

[34]で得られている結果として，値域が 1-2次元の場合の specialgeneric写像の
埋め込みやはめ込みへの持ち上げに関するものを紹介しておく．

Fact 5 (Saeki and Takase [34]). ホモトピー球面の specialgeneric関数は，定義域
より 1次元高いユークリッド空間へのはめ込みに持ち上げられるまた定義域の次

元が 5でないとき定義域より 1次元高いユークリッド空間へ持ち上がるための必要
十分条件は，定義域多様体が標準球面であることである．

Fact 6 (Saeki and Takase [34]). (1)向き付け可能な m::>: 2次元の閉多様体上
の平面への specialgeneric写像は， m+l次元のユークリッド空間へのはめ
込みに持ち上がる．埋め込みに持ち上がるための必要十分条件は，定義域多

様体が円周と標準球面の直槙の連結和で表されることである．

(2)向き付け不可能な m::>: 2次元の閉多様休上の平面への specialgeneric写像
が m+l次元のユークリッド空間へのはめ込みに持ち上がるための必要＋
分条件は，以下の二つを満たすことである．

• m = 2,4,8. 
• 特異点集合の法束が自明．

4. SPHERICAL MORSE関数のはめ込みや SPECIALGENERIC写像への持ち上げに関
する間題と結果．

[18]の紹介を行う．

Theorem 1. 向き付け可能な standard-sphericalMorse関数は，定義域より 1次元
高いユークリッド空間へのはめ込みに持ち上がる．向き付け不可能な 1,3, 7次元の
standard-spherical Morse関数は，定義域より 1次元高いユークリッド空間へのはめ
込みに持ち上がる．

Proof. 証明は， Fact5の証明に少し議論を追加しただけの方法でできるまず， FIG-
URE6が示すように，各特異値の小さな閉近傍の逆像で特異点集合を含む連結成分
を持ち上げる.FIGURE 4にあるように，それぞれ単位球面の一部分である球体と 1
次元高いユークリッド空間に自然な形で埋め込まれた円周と標準球面の直積の一部

分に持ち上げられる（前者は難しくないが後者が新しい部分であると同時に少し議論

が必要原論文等参照のこと）．後は，残りの部分は標準球面のはめ込みによるホモト

ピーで構成するこの部分は [11]の結果からできる加えて，後者の向き付け不可能
な場合には，いわゆる球面の裏返しがはめ込みのホモトピーで実現できるという事実

を用いる． ロ

Definition 4. k > 6, l :=; kを正の整数とし，単位球体 Dk-1C股k-1上の微分同相
写像で境界の各点を固定するようなものが，微分同相写像如で 'lrk-1,l-1I か— 1 0伽＝
'lrk-1,l-llDぃを満たすものに境界の各点は固定したまま滑らかにイソトピックであ
るとする.¢ の Gromollfiltration numberはそのような lの最大値．
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屑.... . 
FIGURE 4. 特異値の小さな近傍の逆像で特異点を含む成分の持ち上げ．

Theorem 2. (1) 5次元多様体上のものではない sphericalMorse関数は平面へ
のspecialgeneric写像に持ち上がる．
(2) m, nを， m> n~2, mヂ5を満たす整数とする.m:::; 6であるか，あるい
は m~7 で m-1 次元標準球体の境界の各点を固定するような微分同相
写像の Gromollfiltration numberが常に n-1より大きいとするこのと
きm次元閉多様体上の standard-sphericalMorse関数は，野nへの special
generic写像に持ち上がる．

Example 4. (1) 13次元の sphericalMorse関数は，平面，町 (n= 3,4)への
special generic写像に持ち上がるなお， n12について境界の各点を固定す
るような微分同相写像の Gromollfiltration numberは常に 3より大きく，境
界を固定したままイソトピーを考えるとこのような微分同相写像のなす群の

成分数は 3であること， 12次元ホモトピー球面は 512と微分同相であるこ
とにふれておく ([4]等も参照のこと）．
(2) 7次元ホモトピー球面上の specialgeneric関数で，良3への specialgeneric 
写像に持ち上がらないものがある.Fact 4からの帰結である．実際，前に触
れていなかったが， Fact4について， [37]では Gromollfiltration numberに
関する議論がなされている．

実は，この結果は， [33]等で取り上げられた以下の事実について，逆の方向で考え
出た結果であることを補足する．

Fact 7 ([33]). 適当な次元のユークリッド空間への安定な specialgeneric写像で，
特別な条件をみたすものに．自然なより低い次元のユークリッド空間への射影を合成

すると，それは正則値の逆像がホモトピー球面の非交和であるような安定写像となる．

特別な条件については詳しくは触れないが， 例えば関連して [30]では， Theorem
2の最初の方の逆の話が，この事実を応用できる話としてある（後の方の逆について

はない）．

Theorem 2の証明の概略．まず， FIGURE5が示すように，各特異値の小さな閉近傍
の逆像で特異点集合を含む連結成分を持ち上げる．それぞれ FIGURE4の最初の固
にある単位球面の一部分である球体を射影したものと 1次元高いユークリッド空間

に自然な形で埋め込まれた円周と標準球面の直積の一部分を自然に平面またはより

高次元のユークリッド空間に射影したものに持ち上げられる（前者は難しくないが後

者はやや議論が必要：原論文や [29]のspecialgeneric関数のコボルディズムに関す
る議論等を参照のこと）．後は，残りの部分は specialgeneric関数の直積に持ち上げ
ること，そして境界にでてくる specialgeneric関数を適切な微分同相写像で貼り合わ
せることで証明が終わる（同じく FIGURE5を参照のこと）．これについては，二つ
の定理のうち，前者の場合は [2]の理論，後者は Gromollfiltration numberに関する
仮定（そしてそこから議論を掘り下げると従う [37]でなされた標準球面の微分同相写
像の対称性に関する議論）で片付く． ロ
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FIGURE 5. Spherical Morse関数の specialgeneric写像への持ち上
げの局所的な様相（平面またはより高次元のユークリッド空間への

写像の像）．

関連して，少し考察を加えると，以下が分かる．

Theorem 3. (1)向き付け可能な閉多様体上の sphericalMorse関数は，定義域
多様体より 1次元高いユークリッド空間へのはめ込みに持ち上げられる．

(2) Theorem 1で構成した．向き付け不可能な閉多様体上の sphericalMorse関
数の持ち上げとして得られた，定義域多様体より 1次元高いユークリッド空

間へのはめ込みに，平面への自然な射影を合成しても specialgeneric写像に
はならない．

Remark 1. 詳しくは省略するが，プレプリント [19]では， [20]の後で少し言及する
後の Theorem4の証明法に関わる少し新たな方法等，向き付け不可能な閉多様体上
のsphericalMorse関数の持ち上げについて新たなアプローチと結果を提示している．

では，次の問題として，

Problem 1. Spherical Morse関数を高次元化して似た問題を考えるとどうなるか？

を考えたい．

その前に，以前のセクションで簡単に定義を説明した Reeb空間を定義から振り返
り，セクション 6で結果を述べる．

5. REEB空間

次に Reeb空間について説明する [25]等も参照のこと．

Definition 5. 連続写像 c:X→Yについて， X の 2点が Yのある逆像の連結成
分に入るときかつその時に限り，同値であると定義することができるが，この同値関

係で定義される X の商空間 Weを， cのReeb空間と呼び， Qcで商写像を表す．
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FIGURE 7. 具体的な折り目写像と Reeb空間

Example 5. (1) FIGURE 6の例最初のものは次元 2以上の標準球面上の高
さ関数，より一般にホモトピー球面上の特異点をちょうど 2個有する Morse
関数と Reeb空間もう一つのものは 81X 81, もしくは一般に S1X Sk 

(k 2". 2)上の自然な高さ関数と Reeb空間
(2) FIGURE 7の例次元 3以上の単位球面の自然な射影と， 82X繁 (k> 1)上
の具体的な折り目写像，それらの Reeb空間.Example 2で述べたこど，後者
の写像は， n2". 2次元標準球面上のホモトピー球面をファイバーとする束の全
空間として現れる多様体を特徴づけるための写像の特別なものである（値域

の次元が一般次元になり中心部分の逆像がファイバーのホモトピー球面 2個

の非交和となる：そして写像の微分位相幾何学的な構造に関する自然な条件

として，正則値集合の中心部分の成分から値域と同じ次元の閉円板の内部と

逆像を除いたものを考えると，残りとして定まる写像が Morse関数と値域よ
り次元が 1次元低い標準球面上の恒等写像の直積になっていることを課す）．

Proposition 2. ([9], [22] etc.)安定な折り目写像の Reeb空間は，値域の多様体と
次元の等しい多面体であり， Reeb空間への商写像は，多様体と Reeb空間に自然に定
まる PL構造に関し， PL写像となる．

この事実は，より一般に安定写像やより広いクラスでいえる ([35]etc.). 
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6. PSEUDO SPHERICAL写像とその持ち上げから得られる SPECIALGENERIC写像．

セクション 4の Problem1の問題について一つ解答を与える．詳細な証明等は
[20]に委ねる．

まず， [33]で定義から整理され，（微分）位相幾何学的な性質がいくつか調べられた
安定な折り目写像のクラスを定義する．

Definition 6. m, nを整数で， m> n = 1,2と満たすとする.m次元閉多様体上の
安定な折り目写像 f:M→町が，以下を満たすとする．

(1)正則値の逆像がホモトピー球面の非交和．
(2)特異値を丁度 1個含む，良”内の以下を満たす閉区間 Iで以下を満たすもの
を考える．

(a)特異値は閉区間 Iの内部にある．
(b) (n = 2のとき） I内の特異値は特異点集合のはめ込みの自己交差にあた
る点ではない．

(c) I内の特異値aとその逆像をとり，逆像の各点 bにおける微分による bに

おける接空間nMの像 df(九M)を考えると， dJ(nM)+九l=Ta町
が成立する．

このとき Iの逆像で特異点を含む成分が丁度 1個存在するが，それは以下の
いずれか．
(a) m -n + l次元の標準閉球体 Dm-n+l.
(b) m-n+ 1次元の標準球面から， 3個の交わらず埋め込まれた，もとの標
準球面と同じ次元の閉球体の内部を除いたものと， PL同相な多様体．

このとき fは球面型折り目写像であるという．

特異点の指数は 0か 1となるまた， specialgeneric写像はこの条件を満たす．
FIGURE 5の二つの写像もそうである以下 [22]で平面への次元 3以上の多様体か
らの安定写像の定義域の微分同相型を保つ変形を扱うために導入された PL写像の

クラスで，講演者が [20]にて再定義したものを定義する．

Definition 7. m, nを整数で， m> n = 1,2と満たすとする．次元 mの閉多様体か
ら， n次元の多面体への全射な PL写像 q(PL構造は多様体や多面体から自然に定まる
ものとする）について，多面体上の各点pについて，小さな開近傍の閉包である N(p),

そしてある球面型折り目写像fとp'EW1,P'の小さな開近傍の閉包である N(p')さ
らにはある微分同相写像 <I>とPL同相写像¢ で瓜項見l(N(p))= qtlqf-刊Nゆり)。<I>
をみたすものがあるとするこのとき qはpseudospherical写像であるという．

一言でいえば， pseudospherical写像とは，球面型折り目写像から定まる Reeb空
間への商写像と局所的に同じ形をしている PL写像であるこの写像の具体的なもの
に， 3次元向き付け可能閉多様体上の shadowという， [36]で導入された，安定写像と
のかかわりに関連して， [3]や [21]で研究されているが， 3次元多様体上の 2次元多
面体への pseudospherical写像として扱えるものがある．
特異点（集合），特異値（集合）．正則値（集合）がこのような写像の場合にも自然に定

義できる．

値域の多面体は， 1次元のときは各頂点が次数 1か3のグラフである.2次元の場
合については， FIGURE8のように，局所的に 3つのタイプがある．

Definition 8. 局所的に，値域が 2次元であるような pseudospherical写像の値域
の空間としてでてくる多面体であるものを， simplepolyhedronとよぶ．

これについても，特異値（集合）．正則値（集合）が自然に定義できる．

Y字型の 1次元多面体をファイバーとする束を Y束と呼ぶこととする．
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FIGURE 8. pseudo spherical写像で値域が 2次元の場合の局所的な
形（太い線が特異値集合の一部分を表す）
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Definition 9. Simple polyhedronの特異値集合の中の単純ループについて，適当
な小さな正則近傍，厳密にはそこから少しだけ余分なものを除いたものを考えると，

FIGURE 9にあるような方法に基づき， Y束を定義することができるこれのモノド
ロミーについて，自明なもの，境界上の 3点のうちちょうど 1点を保つもの，中心部
分の 1点以外を保たないものと三パターンがあるこれらモノドロミーについて，そ

れぞれ自明，向き付け不可能，自由であるという．

例えば FIGURE7の後の写像の Reeb空間について，特異値集合内の単純ループ
について， Y束のモノドロミーは自明である．
FIGURE 9について補足する．縦に並んだ三つの絵の組のうち，最初のは特異値
で二重点ではないものの周りを考えているそして残り二つは二重点の周りである．

さらに，：：：：：っのものについて，右は近傍の各点の逆像の成分数を表す．さらに下二つ

の組について，それぞれ左の方で， 3次元の空間が出ている理由についてであるが，詳

しくは省略するものの，後で少し触れる Theorem4の証明で，値域が 3次元の多様
体であるような可微分写像を構成する上でできる可微分写像の値域の空間の一部を

表現しているまた二重点の周りについてーパターンを省略しているが，自然に同様

のことができる

Simple polyhedronや pseudospherical写像の具体的な例については，挙げた論文
などを参考にして頂きたい．

Remark 2. Pseudo spherical写像が spherical写像から誘導される Reeb空間への
写像として表せるかどうかという間題が出てくるが，意外にも知られていないし考え

ると意外に難しそうである.[22]で， n=2の場合， Z/2Z係数ホモロジーが 2次元円
板と同型で，特異値集合が埋め込まれたP3周の非交和であり，特異値集合の単純ルー
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プのモノドロミーが自由なものがないという条件をみたせば，このことは正しいとい

う結果が，補助的に証明されているくらいである

Theorem 4 ([20]). 4次元閉多様体が， 2次元の simplepolyhedronで，特異値集合の
単純ループのモノドロミーが向き付け不可能なものがないものを値域とする pseudo

spherical写像を許容することと，配への specialgeneric写像を許容することは同値
である．

Corollary 1 ([20]). 甚本群が自由群であるような 4次元連結閉多様体が， 2次元の
simple polyhedronで，特異値集合の単純ループのモノドロミーが向き付け不可能な

ものがないものを値域とする pseudospherical写像を許容するための必要十分条件
は，炉であるか， 32上の炉束もしくは 31上の炉束の全空間の連結和として表さ

れることである．

Remark 3. [22]や [33]で議論されていること（，そして [23]による shadowの考察
の過程で示された， simplepolyhedronで特異値集合が埋め込まれたP3周の非交和で
ありかつ整係数ホモロジ一群が円板であるものについて，特異値集合の単純ループの

モノドロミーが自由にならず， P3板に縮約することを上手く利用すると分かること）
であるが， 4次元のホモトピー球面が特異値集合が埋め込まれた円周の非交和であり

かつ整係数ホモロジ一群がP3板である 2次元多面体への pseudospherical写像を許
容するならば，それは 4次元の標準球面である今回特異値集合が埋め込まれた円

周の非交和でない場合も扱ったわけである

詳しくは原プレプリントにゆだねるが，証明では，まず各特異値の周りで，特異点

として specialgeneric写像の特異点しか出てこないような可微分写像に持ち上げ，そ
れを上手く貼り合わせ， 3次元の向き付け可能境界付きコンパクト多様体への可微分

な全射を構成するそして値域の空間は罠3へはめ込めるのではめ込む．これにより

special generic写像が得られるという流れである

Remark 4. 最近新しく.Theorem 4の特異値集合の近傍に閑する条件を除いたもの
でも，ある程度の良い可微分写像（やあまりまだ口外できないがそれに近い良い写像）

はできるということが，まだ形にはしておらず，少しインフォーマルに話す機会があっ

た時に報告した程度であるものの，明らかにできそうである．この辺りは.Fact 3や

4が示すような， specialgeneric写像が定義域多様体の可微分構造等細かな部分に制

限を与える話に関連し，（ある程度単純な） 4次元多様休の可微分構造を， 3次元の空
間への条件の良い可微分写像（や少し崩れたもの）を用いてみるという話になりそう

で興味深いと考える．補足として， [15]で導入された， FIGURE7のような写像を含
む自然なクラスとして，同心P3形折り目写像という，値域が 2次元以上のユークリッ
ド空間で，特異値集合が同心円状に埋め込まれた球面の非交和であるような安定な折

り目写像について次に述べるようなことを明らかにしたことを伝えておく ([14],[16]):
7次元ホモトピー球面上に，股4への，正則値の逆像が 3次元球面の非交和で，特異点

の指数が 0か 1で，さらに構造に関する自然な条件として，特異値集合の各成分の小
さな閉管状近傍とその逆像について，写像が Morse関数と 3次元標準球面上の恒等

写像の直積であり，正則値の逆像の成分数が中心部つまり正則値集合の成分で唯一開

球である部分に近づくほど増えるというような条件を満たすような同心円形折り目

写像を構成でき，かつ，特異点集合の成分数が，定義域のホモトピー球面の可微分構造

に制限を与える：例えば成分数 1個のものは標準球面しか定義域多様体として出て

来ず'(逆に標準球面はこのような写像を許容し），成分数 2個のものは向きを込めて

28種類ある可微分多様体としてのホモトピー球面のうち定義域多様体として標準球

面含む 16個のものしか出て来ず（逆にこのようなホモトピー球面はこのような写像

を許容し）．最後に 3個のものはすべての 7次元ホモトピー球面が許容する．
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