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枠付き曲面と枠付き曲線の一径数族

九州産業大学理工学部福永知則

Tomonori Fukunaga 

Faculty of Science and Engineering, 

Kyushu Sangyo University 

特異点を持つ曲面は [1,2, 3, 4, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 18, 19, 21, 22]など近年盛んに研

究されている．著者らは特異点を持つ曲面の研究手法のひとつとして，論文[7]において，

枠付き曲面を導入した．一方，曲面は枠付き曲線の一係数族 ([17])として捉えることが
できる場合もある．本論文では，枠付き曲面と枠付き曲線の一径数族の関係について考

察する．また，応用として，余階数1の特異点を持つ曲面をこれら二つの立場から考察す

る．本論文は高橋雅朋（室蘭工業大学）との共同研究[8]に基づくものであり，詳しい証

明などは [8]に譲ることにする．

1 準備

この節では，枠付き曲面と枠付き曲線の一径数族についての基本事項を紹介する．この

節の内容に関する詳細は [7],[17]を参照．

1.1 枠付き曲面

Uc配を領域とする．以下，特に断りのない限り，写像はcoo級とする．△= {(a1, a2) E 

82 X S2la1・ 釦=0} C配 x配とする．但し，・はユークリッド空間の通常の内禎とする．

定義 1.1.(x,n,s): U→ 配 x△が枠付き曲面であるとは， U上で叫・n= 0, Xv・n = 0 
かつn・s= 0が成り立つことと定義する．また， xを枠付き曲面(x,n, s)の枠付き底曲
而と呼ぶ

. t=nxsとおくと， {n,s,t}は配の正規匝交枠場になる．これを枠付き曲面(x,n,s)
の枠と呼ぶ

枠付き曲面(x,n,s):U→配 x△に対して，次の偏微分方程式系を得る．

に） = (:: ~:) (:)' 
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（ラ:)~(□〗: -~, ;)(ラ）（ラ:)~(□〗： -~, 会）(:) 
上記の関数a;,b;, e;, f; 及びg;(i = 1,2)を枠付き曲面の基本不変量と呼ぶ．また，上記の
行列をそれぞれg,巧，石と記し，基本行列と呼ぶ
可積分条件より，次の関係式が成り立つ．
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枠付き曲面の間の合同を次のように定義する．

定義 1.2.二つの枠付き曲面(x,n, s), (x, n, s) : u→配 x△が合同であるとは， AE
S0(3)とbE配が存在して，次が成立することである：

x(u, v) = Ax(u, v) + b, n(u, v) = An(u, v), s(u, v) = As(u, v). 

枠付き曲面に対して，次の陥本定理が成り立つ．

定理 1.3(存在性定理[7]).ai, bi, ei, Ji, gi : U→ lll, i = 1, 2を，可積分条件(1)を満たす滑
らかな関数とする．このとき，基本不変量がai,bi, eぃfi,gi, i = 1, 2となるような枠付き
曲面(x,n,s):U→配 x△が存在する

定理 1.4(一意性定理[7]).(x,n,s),(x,n,s): U→配 x△を枠付き曲面とし，その拮本

不変量はそれぞれ(Q,巧，石），（豆元，瓦）であるとする．このとき， (x, n, s)と(x,n, s) 
が枠付き曲面として合同であるためには， (Q,F1,名）と（豆え，瓦）が一致することが必

要十分である．

枠付き曲面（尤(u,v), n(u, v), s(u, v))と滑らかな写像0:U→ 政に対して， 写像の組

(s8(u, v), t0(u, v)) E△ を次のように定義する．

(::~:::?) = (:~::~:::? —~:~Il0~~~~;)) (:~:::?)' 
このとき， (x,n, s0)は枠付き曲而となり， {n(u,v), s0(u, v), t0(u, v)}はx(u,v)に沿った

枠となる．この枠を， {n(u,v), s(u, v), t(u, v)}を0回転させることにより得られる枠と

呼ぶ

1.2 枠付き曲線の一径数族

以下では，枠付き曲線の一径数族について解説をする．枠付き曲線の一径数族の詳細

については [17],またユークリッド空間内のフロンタルや枠付き曲線については[5,9]を
参照．
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定義 1.5.("/, !Iぃ乃）： U→ 配 x△が uについて枠付き曲線の一径数族 (vについて

枠付き曲線の一径数族）であるとは，("/(・,v), 111(・, v), 乃(・,v))が各vに対して枠付き曲線

(("!(u, ・), 乃(u,・), 乃(u,・))が各叫こ対して枠付き曲線）となることである．

("Y, 巧，叫： U→配 x△をuに関する枠付き曲線の一径数族とする．正則曲線の場合と
同様にして，次のフレネ型の公式を得る．

（三::l)~( ―-二，~)孤(u,v)
(::1:::1)~(:!~: ニ
咋 (u,v) = a(u, v)μ(u, v), 

'rv(u,v) = P(u,v)v1(u,v)+Q(u,v)乃(u,v) + R(u, v)μ(u, v), 

f(u, v) 

L゚(u, v) 

゜-N(u, v) ，
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定義 1.6.上記の写像の組(£,m, n, a, L, M, N, P, Q, R)をuに関する枠付き曲線の一径数

族 (r,巧心）の曲率と呼ぶ

可積分条件より，次の式が成り立つ．

l叫(u,v) = M(u, v)n(u, v) -N(u, v)m(u, v) + Cv(u, v), 

Mu(u, v) = N(u, v)£(u, v) -L(u, v)n(u, v) +叫(u,v), 
Nu(u, v) = L(u, v)m(u, v) -M(u, v)£(u, v)十叩(u,v),

凡(u,v) = Q(u, v)£(u, v) + R(u, v)m(u, v) -a(u, v)M(u, v), 

Qu(u, v) = -P(u, v)£(u, v) + R(u, v)n(u, v) -a(u, v)N(u, v), 

凡(u,v) = -P(u, v)m(u, v) -Q(u, v)n(u, v) + av(u, v) 

定義 1.7.二つのuに関する枠付き曲線の一径数族 ("Y,乃，叫，（う，9ぃみ）： U→配 x△が
合同であるとは， AE S0(3)とaE配が存在して次が成り立つことである：

(2) 

う(u,v) = A(1(u, v)) + a, 元(u,v)= A(v1(u,v)), v2(u,v) = A(乃(u,v)). 

枠付き曲線の一径数族に対して，存在性定理と一意性定理が成り立つ．

定理 1.8(存在性定理 [17]).可積分条件 (2)を満たす写像 (£,m,n,a,L,M,N,P,Q,R):

U→配°に対して，その曲率が(£,m, n, a, L, M, N, P, Q, R)となるようなuに関する枠

付き曲線の一径数族 ('Y,匹乃）： U→配 x△が存在する．

定理1.9(一意性定理[17]).(1, 匹乃），（予玩，v2): u→配x△をuに関する枠付き曲線の一
. → . ...  → ・.  ・ ..  → 

径数族とし，その曲率はそれぞれ(£,m, n, a, L, M, N, P, Q, R), (£, 示，五，a,L,M,N,P,Q,R)

であるとする．このとき， ('Y凶辺）と（テ，v1ら）が枠付き曲線の一径数族として合同で
～ ・一—. - - - -

あるためには，(£,m, n, a, L, M, N, P, Q, R)と(/i,五，n,a,L,M,N,P,Q,R)が一致するこ

とが必要十分である．
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次に枠付き曲線の一径数族の枠の回転を考える．（％巧，v2): U→ 配 x△ を uに
関する枠付き曲線の一径数族とする．このとき，滑らかな写像0: U→ 政に対して
伺(u,v)砂(u,v)) E△ を次で定義する．

(:;~:: ~~) = (:~:it::? —~:~Il0:~~~~)) (::~:: ~~) 
('Y, 外吟）： U→配 x△ はuに関する枠付き曲線の一径数族になることがわかる．また，

詞(u,v), 碕(u,v), μ(u, v)}は1(u,v)に沿った枠になる．この枠を｛巧(u,v), ゅ(u,v), μ(u, v)} 
を0(u,v)回転することによって得られる枠と呼ぶ

2 枠付き曲面と枠付き曲線の一径数族の関係

この節では，枠付き曲面が枠付き曲線の一径数族となるための条件，及び枠付き曲線の

一径数族が枠付き仙面となるための条件について述べる．

2.1 枠付き曲面が枠付き曲線の一径数族となる条件

この節では，枠付き曲面が与えられたときに，それが枠付き曲線の一径数族となるため

の条件を述べる．まず，枠付き曲面の甚本不変量gの定義から，次の補題が示せる．

補題 2.1.(x, n, s) : U→配 x△を枠付き曲面とし， {n,s, t}をその枠とする．このと

き，次が成り立つ．

(1) (の，n,s)がuに関して枠付き曲線の一径数族であるためには， U上で釘(u,v) = 0で
あることが必要-t分である．
(2) (x, n, t)がuに関して枠付き曲線の一径数族であるためには， U上でb1(u,v) = 0で
あることが必要十分である．

(3) (x, n, s)がvに関して枠付き曲線の一径数族であるためには， U上でa2(u,v) = 0で

あることが必要十分である．

(4) (x,n,t)がvに関して枠付き曲線の一径数族であるためには， U上でb2(u,v) = 0で
あることが必要-t分である．

上記の補題より，次の定理が示せる．

命題 2.2.(x,n,s): U→配 x△を枠付き曲面とし， {n,s,t}をその枠とする．このと

き，次が成り立つ．

(1) U上でk1(u, v)a1 (u, v)十灼(u,v)b1(u,v)= 0となる (k1(u,v), 島(u,v)) E C00(U) x 
C00(U)で，任意の(u,v) EUに対して (k1(u,v), k2(u, v))-/-(0, 0)となるものが存在する

ならば，関数0(u,v), cp(u, v) E C00(U)が存在して，（尤，n,s0), (x, n, tりはuに関して枠

付き曲線の一径数族になる．

(2) U上でk1(u,v)四(u,v)十柄(u,v)b2(u,v)= 0となる (k1(u,v), 朽(u,v))E C00(U) X 
C00(U)で，任意の(u,v) EUに対して (k1(u, v), k2(u, v))ヂ(0,0)となるものが存在する

ならば，関数0(u,v), cp(u, v) E C00(U)が存在して， (x,n, s0), (x, n, tりはvに関して枠

付き曲線の一径数族になる．
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証明 (1)関数0(u,v) E C00(U)を

(cos0(u,v),sin0(u,v)) = (ki(u,v) -k知，v)~'~ 戸平）
を満たすように定義する．このとき，

af (u, v) cos0(u, v)a1(u, v) -sin0(u, v)b1(u, v) 
1 

(k1(u, v)a1(u, v) + k2(u, v)b1(u, v)) vk凸，v戸＋栴(u,V)2 
0. 

従って，補題2.1より， (x,n, s0)はuに関して枠付き曲線の一径数族になる．また， 関

数cp(u,v)E C00(U)を

(coscp(u, v), sincp(u, v)) = (k2(u, v) ki(u, v) ~'~ 戸）
を満たすように定義する．このとき，

b『(u,v) sinr.p(u, v)a1(u, v) + cosr.p(u, v)b1(u, v) 
1 

(k1 (u, v) a1 (u, v) + k2 (u, v) b1 (u, v)) 
yk1(u,v戸＋柄(u,V)2 
0. 

従って，補題2.1より， (x,n,が）はuに関して枠付き曲線の一径数族になる．

(2)の証明も (1)と同様 ロ

なお，次の例が示すように，枠付き底曲面x(u,v)から必ずしもuまたはvに関する枠

付き曲線の一径数族が得られるとは限らない．

例 2.3.関数尤：配→配を次のように定める．

叫， v)~{ (v-;!d cos~cos~,, ―□ sin~sinい） (uv ,'0) 
(0, 0, 0) (UV = 0) 

このとき， Xは配上cooである．また， n(u,v)= (0,0,1), s(u,v) = (1,0,0)と定めれば，
(x,n,s): 配→配 x△は枠付き曲面になる．

次に，ゎが uに関しても vに関しても枠付き曲線の一径数族にならないことを示す．

UV-=/ 0のとき，
1 1 

叫 (u,v) = e―: : ;;"2" ((cos~+ sin~) cos~, (sin ふ― cos~) sinふ，o)
であるから， cos(l/炉）sin(l/炉） =J 0となるvに対して， limu→0十0叫 (u,v)/1叫 (u,叫は存
在しないよって， x(u,v)はuに関して枠付き曲線の一径数族にならない ([6]). また，

vに関しても同様の計算で枠付き曲線の一径数族にならないことがわかる．特に， x(u,v)

は(0,0)の近傍で枠付き曲線の一径数族にはならない．
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枠付き曲面が枠付き曲線の一径数族になるときに，枠付き曲面の基本不変量と枠付き曲

線の一径数族の曲率の関係は次のようになることが直接計算により示せる．

補題 2.4.(x, n, s) : U→配 x△を枠付き曲面とし，基本不変量が
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であるとする．このとき， (x,n,s):U→配 x△のuに関する枠付き曲線の一径数族と

しての曲率を

(a(u, v), /i,(u, v), m(u,v), n(u, v), L(u, v), M(u, v), N(u, v), P(u, v), Q(u, v), R(u, v)) 

とおくと，次が成り立つ．

(a(u, v), C(u, v), m(u, v), n(u, v), L(u, v), M(u, v), N(u, v), P(u, v), Q(u, v), R(u, v)) 

= (b1(u, v), e1(u, v), fi(u, v), g1(u, v), e2(u, v), h(u, v), g2(u, v), 0, a2(u, v), b2(u, v)). 

2.2 枠付き曲線の一径数族が枠付き曲面となる条件

この節では，前節とは逆に，枠付き曲線の一径数族が与えられたとき，それが枠付き曲

面になるための条件について述べる．

まず， uに関する枠付き曲線の一径数族(x(u,v), v『(u,v), v2(u, v)) : U→配x△が与え

られたときに， x:U→配が枠付き底曲面となるための条件を， (x(u,v), v『(u,v), 冴(u,v)) 

の曲率を用いて表す．枠付き曲線の一径数族の曲率の定義及び枠付き曲面の定義により，

次の補閣が従う．

補題 2.5.(x(u, v), 吋(u,v), 冴(u,v)) : U→ 配 x△をuに関して枠付き曲線の一径数族

とし，その曲率を

固 (u,v), 伊(u,v), 叫 (u,v), 忙 (u,v), Lu(u, v), Mu(u, v), N囁，v),P囁，v),Q囁，v),Ru(u, v)) 

とおく．このとき，次が成り立つ．

(1) (の(u,v), 吋(u,v), 冴(u,V))が枠付き曲面であるためには， U上でP刊u,v)= 0となる
ことが必要十分である．

(2) (x(u, v), 吋(u,v), v『(U,V))が枠付き曲面であるためには， U上でQu(u,v) = 0となる
ことが必要十分である．

この補題より次の命題が従う．
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命題 2.6.(尤(u,v), v『(u,v),v2(u,v)):U→配 x△がいこ関する枠付き曲線の一径数族で

あるとする．このとき，次が成り立つ：U上でk1(u, v)戸 (u,v)+朽(u,v)Qu(u, v) = 0となる

(k凸，v),朽(u,v)) E C00(U) X C00(U)で，任意の(u,v) EUに対して(k1(u,v), 灼(U,V)) -/-

(0,0)となるものが存在するならば，関数0(u,v), cp(u, v) E C00(U)が存在して，関数

(x(u, v), v戸(u,v), v戸(U,V))及び(x(u,v), v~''P(u, v), vげ(U,V))は枠付き曲面になる．

証明.uに関する枠付き曲線の一径数族(x(u,v), v『,e(u, V), V~,e (U, V)) : U→配x△に対し
てpu,0(u,v) = pu(u, v) cos0(u, v) -Qu(u, v) sin0(u, v), Qu,0(u, v) = pu(u, v) sin0(u, v) + 

Q囁，v)cos0(u, v)であることに注意する．命題2.2と同様にしてU上でpu,0(u,v) = 0と

なる 0(u,v) E C00(U)及びU上でQu,'P(u,v)= 0となる cp(u,v)E C00(U)を構成すること

ができる． ロ

次に，尤(u,v)がuとv両方に関する枠付き曲線の一径数族になっているときに，枠付

き底曲面になるための条件を考える．次の定理が得られる．

定理 2.7.関数叫u,v):U→ 配に対して(v『(u,v), 冴(u,v)), (v1(u, v)尻 (u,v)) E△が存

在して，それぞれ， (x(u,v), v1(u, v), 吋(u,v)) : U→配 x△がuに関する枠付き曲線の

一径数族， (x(u,v), v1(u, v), 冴(u,v)) : U→配 x△がvに関する枠付き曲線の一径数族

になっているとする．か(u,v) = v『(u,v)x嗜(u,v), μv(u, v) = v『(u,v)x冴(u,v)とお

＜．このとき，次の (1),(2)のいずれかが成り立てば， x(u,v)は枠付き底曲面，即ちある

(n, s) E△が存在して， (x,n,s):U→配 x△は枠付き曲面になる．

(l)μ 囁，v)とμ囁，v)はUの各点で一次従属，即ちk1(u,v)忙(u,v) +朽(u,v)μv(u,v)= 

0, (u,v) EUとなる (k1(u, v)も (u,v)) E C00(U) X C00(U)で， (k1(u,v)も (U,V))ヂ(0,0), 

(u, v) EUとなるものが存在する．

(2)μ 囁，v)とμv(u,v)はUの各点で一次独立，即ち柘(u,v)忙(u,v) +柄(u,v)μv(u, v) = 

0, (u,v) EUとなる (k1(u, v), 灼(u,v))E C00(U) X C00(U)は， (k1(u,v), 朽(u,v)) = (0, 0), 

(u, v) EUのみ．

証明 (1)n(u, v) =吋(u,v),s(u,v) =μ1(u,v)とおくと，叫(u,v)•n(u, v) = 0, 叫(u,v)・
n(u,v) = av(u,v)μv(u,v)・v『(u,v) = (-k1(u, v)/k2(u, v))a乃'(u,v)μu(u,v)・v1(u,v)= 0. 

また， n(u,v)• s(u, v) = v『(u,v)・ μ 囁，v)= 0であるから， (x,n,s):U→配 x△は枠
付き曲面．

(2) n(u, v) =μ 囁，v)Xμv(u,v)/lμu(u,v) Xμv(u,v)I, s(u,v) =μu(u,v)とおくと，

xu(u, v)•n(u, v) = au(u, v)μu(u, v)•(µu(u, v)xμv(u, v)/lμu(u, v)xμv(u, v)I) = 0 ,xv(u, v)・
n(u, v) =心(u,v)μv(u, v)・(μu(u, v) Xμv(u, v)/1μ 吋u,v) Xμv(u, v)I) = 0. また， n(u,v)•

s(u, v) = (μ 囁，v)xμv(u, v)/1忙(u,v)Xμv(u,v)I)・ 忙(u,v)=O.従って(x,n,s):U→ 

配 x△は枠付き曲面． ロ

一方，次の具体例が示すように，枠付き曲線の一径数族は必ずしも枠付き底曲面である

とは限らない．

例 2.8.(交差帽子）① : 配→配をx(u,v) = (u+v, (u+v)v, 炉）と定める．これは標準的な

交差帽子x(u,v) = (u, uv, 炉）に対して，パラメーター変換の(u,v)= (u+v,v)を施したも

のであることに注意する．このx(u,v)がu,v両方に関して枠付き曲線の一径数族であるこ
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とを示す．まず， uに関して枠付き曲線の一径数族であることを示す．叫(u,v)= (1,v,0) 

であるから，忙(u,v) = (1/✓ 「+v2)(1,V, 0), V『(u,v) = (1/✓ 「+v2)(一v,1, 0), 村(u,v) = 
μu(u, v) xv『(u,v)とおくと， (x(u,v),v『(u,v), 嗜(u,V)) : 配→ 配 x△はuに関する枠
付き曲線の一径数族になる．

次にvに関して枠付き曲線の一径数族であることを示す.xv(u,v) = (1,u+2v,2v)である

から， μv(u,v) = (1/ Jl + (u + 2v戸十4炉）(1, u + 2v, 2v), vr(u, v) = (1/ Jl + (u + 2v)り
（一(u+2v),1, 0), 冴(u,v)=μv(u,v)xv『(u,v)とおくと， (x(u,v), v『(u,v), 冴(U,V)) : 配→
配 x△はvに関する枠付き曲線の一径数族になる．

ところが，交差帽子はフロンタルでない事が知られている（例えば， [4]参照）．枠付き

底曲面はフロンタルであるので，従って， x(u,v)は枠付き底曲面ではない．

3 余階数1の特異点

この節では，余階数1の特異点を持つ曲面に関して，枠付き曲面及び枠付き曲線の一径

数族の立場から考察する．点(0,0)において余階数1の特異点を持つ曲面x:U→配は，

パラメータ変換により原点の周りでx(u,v)= (u,f(u,v),g(u,v)),f,g E C00(U)の形で表

せることに注意する．

定理 3.1.曲面x:U→配がx(u,v)= (u,f(u,v),g(u,v)),f,g E C00(U)の形で与えられ

ているとする．このとき，次が成り立つ．

(1) 曲面尤(u,v)はuに関して枠付き曲線の一径数族になる．

(2)曲面x(u,v)がある原点の近傍上でvに関して枠付き曲線の一径数族になるためには，

ある原点の近傍u。と， k1(u,v)fv(u, v) +柄(u,v)gv(u,v)= 0, (k1(u,v),k2(u,v))ヂ(0,0), 
(u, v) E Ui。となる関数(k1(u, v), 島(u,v)) E C00(Uo) x C00(Uo)が存在することが必要十
分である．

証明 (1)叫(u,v) = (1, fu(u, v), gu(u, v))であるから，

1 

+ .fu(u, V戸+gu(u, V 
、 ~(1,fu(u, v),gu(u, v)), μu(u, v) 

1 

Jl + fu(u,v)2 
(-fu, l, 0), ll『(u,v)

嗜(u,v) μu(u, v) x v『(u,v)
1 

Jl+f~+gt✓ 「亨
(-gu(u, v), -fu(u, v)釦(u,v), 1 + fu(u, v)り

とおけば， (x(u,v), 吋(u,v), 嗜(u,V))はuに関する枠付き曲線の一径数族になる．

(2)叫(u,v) = (0, fv(u, v), 肌(u,v))である．

十分であることを示す．全ての(u,v) E Ui。に対してk1(u, v)fv(u, v) +朽(u,v)gv(u, v) = 
0, (k1(u,v),k2(u,v)) =/-(0,0)となる (k1(u,v), k2(u, v))が存在することより， V『(u,v) = 
(1/ Jk1(u, v戸＋朽(u,v)り(0,k1(u, v), 朽(u,v)), 冴(u,v) = (1, 0, 0), μv(u, v) = v1 (u, v) x 
冴(u,v)=(l/J柘(u,v戸＋島(u,v)り(0,島(u,v), -k1(u, v))と定義することができる．こ
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のとき， Xv(u,v)-v『(u,v) = (k1(u, v)fv(u, v)+柄(u,v)gv(u, v))/ yk1(u, v戸十k2(u,v戸=0, 
叫(u,v)• 冴(u,v) =吋(u,v)・冴(u,v) = 0であるから， (x(u,v), v『(u,v), 冴(u,v))はu。上
でvに関する枠付き曲線の一径数族である．

必要であることを示す．（尤(u,v), 吋(U,V), V2 (U, V))がu。上でvに関する枠付き曲線の
一径数族であるとする．

v1 (u, v) = (v五(u,v), 1ノ12(U,v), V『~(u,v)), 1ノ；(u,v) = (vぶ(U,V), V~2 (U, V), V~3 (U, V)) 

とおく．叫(u,v)・ 吋(u,v) =心(u,v)fv(u, v) +喝(u,v)gv(u,v)= 0, Xv(u,v)・冴(u,v) = 
心(u,v)fv(u, v)+v品(u,v)gv(u,v)= 0である．ここで，（喝(0,0), 喝(0,0))ヂ(0,0)であれ

ば，原点の近傍u。を選びなおすことにより，全ての(u,v) E Ui。で（心(u,v), 喝(U,V))ヂ
(0,0)と出来る．従って， (k1(u,v),k2(u,v))= (心(u,v), 心(u,V))とすれば求める条件
を満たす．（呪(0,0), 喝(0,0)) = (0, 0)となるときは， V『(0,0) = (1, 0, 0)であるから，
吋(0,0)・冴(0,0) = 0より，（心(0,0), 心(0,0)) =/ (0, 0). 従って， (0,0)のある近傍上u。
上で(v五(u,v), 心(u,v)) =J 0とできる．従って， (k1(u,v), 灼(u,v)) = (v五(u,v), vふ(u,v)) 
とすればよい． ロ

また，曲面の(u,v)= (u,f(u,v),g(u,v))にパラメータ変換</J(u,V) = (U + V, V)を施す
ことにより， x(u,v)= (u+v,l(u,v),g(u,v))と表示することができる．このパラメータ
を用いた曲面に対して，上記の定理と同様にして次の系が成り立つ．

系 3.2.曲面x:U→配がx(u,v)= (u+v,f(u,v),g(u,v)),f,g E C00(U)の形で与えら
れているとする．このとき， x(u,v)はu及びvに関して枠付き曲線の一径数族になる．

証明定理3.1(1)と同様の方法で，枠付き曲線の一径数族を構成できる． ロ

曲面x(u,v) = (u, f(u, v), g(u, v))に対して，パラメータ変換</>(u,v)= (u+v,v)を施す

と，尤o</J(u,v)= (u+v,Ji伍，v),g(u,v))を得る．定理3.1と同様にして次が成り立つ．

系 3.3.X: U→ 配を x(u,v)= (u+v,f(u,v),g(u,v))の形で与えられた滑らかな曲面
とする．このとき，滑らかな写像 (v『，吋）： U→ △ 及び(v『，冴）： U→ △ が存在して，

(x, 吋尻）及び（工，vL冴）はそれぞれ u及び vに関する枠付き曲線の一径数族になる．

定理3.1(2)と同様の構成方法により，次の命題が得られる (cf.[15, Proposition 3.4]). 

命題 3.4.X: U→配を滑らかな曲面とし， pEUを⑦ の余階数1の特異点とする.x

がx(u,v)= (u,f(u,v),g(u,v))の形で与えられているとするこのとき，滑らかな関数
n:U→空が存在して (x,n)がルジャンドルはめ込みとなるためには，任意の(u,v) EU 

に対し (k1(u, v), k2(u, v))ナ(0,0)かつ k1(u,v)fv(u, v) +柄(u,v)gv(u, v) = 0を満たす滑
らかな関数k1,k2: U→民が存在することが必要十分である．

証明任意の(u,v)EUに対して柘(u,v)fv(u, v)+k2(u, v)gv(u, v) = 0とする.n:U→ 52 
を

n(u,v) = 
(-k1(u, v)fu(u, v) -k2(u, v)gu(u, v), k1 (u, v), k2(u, v)) 

y(k1(u, v)fu(u, v) +朽(u,v)gu(u, v)戸十kf(u,v) + k名(u,v) 
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と定義すると，（尤，n)はルジャンドル曲面になる

逆に， (x,n):U→配 X 82がルジャンドル曲面であるとする．このとき， n(u,v)= 

（凡(u,v)西 (u,v), n3(u, v))とおくと，

叫 (u,v)• n(u, v) 

叫 (u,v)・n(u, v) 

n1(u, v) + fu(u, v)n2(u, v) + 9u(u, v)巧 (u,v)=O,

fv(u, v)巧 (U,V) + 9v (U, V)叩 (u,v)=O.

ここで， n2(u,v)= n3(u,v) = 0とすると，凡(u,v) = 0となり n(u,v) E炉に矛盾する．

従って， (n2(u, v), n3(u, v)) =J (0, 0)かつfv(u,v)巧(U,V) + gv (U, V)巧 (u,v) = 0が成り
立つ． ロ

定理3.1(2)と命題3.4,から次の系が得られる．

系 3.5.x: (U,p)→配を滑らかな写像芽とし， pを余階数1の特異点とする.xはpの

周りでx(u,v)= (u,f(u,v),g(u,v))の形で与えられているとするこのとき，以下は同

値である．

(1)滑らかな写像芽(vj',冴）： (U,p)→ △ が存在して，（エ，砂冴）は vに関する枠付き曲

線の一径数族となる

(2)滑らかな写像芽n:(U,p)→ 32が存在して， (x,n)はルジャンドル曲面になる．

(3)滑らかな写像芽(n,s): (U,p)→△が存在して，（⑦，n,s)は枠付き曲面になる．
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