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凸最適化問題は，凸構造をもつ空間X上で定義された凸関数fの最小化問題，すなわち，

f(xo) =凰f(y)

をみたす点 Xoを求める問題として定式化され，さまざまな非線形問題を抽象化した問題

と見なすことができるこの問題に対するさまざまなアプローチの中で，とくに不動点理

論との関連が深いものとして近接点法がある.Rockafellar [8]によって解への弱収束が証

明されたこの手法は，関数が定義される空間の一般化を含む多くの拡張定理が研究されて

いる．近接点法ではリゾルベントと呼ばれる非線形作用素が用いられるが，この作用素が

非拡大性をもつことや，リゾルベントの不動点集合と最小化間題の解集合が一致すること

等から，非拡大作用素の不動点理論と結び付くことによって多くの知見が得られている．

非拡大作用素の不動点理論については， Kirk[6]による不動点定理を端緒として完備

CAT(O)空側上での研究が進められてきたこの空閻上で定義された凸関数のリゾルベン

トについては， Jost[1]の研究をもとに Mayer[7]が一価写像として定義できることの証

明に成功し， CAT(O)空聞上の凸最適化問題において璽要な役割を果たしている．

CAT(O)空閻は，モデル空間を用いて定義された各点における曲率の上限が 0以下に

なるような測地距離空間として定義されているが，曲率上限が正，とくに 1以下となる

空間である CAT(l)空間の研究も近年急速な発展を遂げている.2016年， Kimuraand 

Kohsaka [4]は完備 CAT(l)空間上で定義された凸関数のリゾルベントに関する次の定理

を証明した．
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定理 1(Kimura and Kohsaka [4]). Xを認容的な完備 CAT(l)空閻， f:X→ ]-oo, oo] 
を下半連続な真凸関数とし， uEX とする．このとき g:X→]-oo, oo]を， X E Xに対

して

g(x) = f(x) + tand(x, u) sind(x, u) 

で定義すると， gはX上で唯一の最小点をもつ．

この定理によって凸関数のリゾルベントは一価写像として確立し，リゾルベントを用い

て，近接点法の収束定理 [5]や他の近似列生成法の収束定理も得られている．

本稿では，上記の CAT(l)空間上で定義されたリゾルベントをもとに， CAT(-1)空間

上での新たなリゾルベントを提案・研究した [2]の結果をもとに， Takahashi,Takeuchi, 

and Kubota [9]によって提案された収縮射影法と呼ばれる点列生成法を用いての近似列

の解への収束性を証明した．

2 準備

(X,d)を距離空間とする.x,y EXとl> 0に対し C:[O, l]→Xがx,yを結ぶ測地線

であるとは， c(O)= x, c(l) = yおよび任意の s,t E [O, l]に対して d(c(s),c(t))= ls-ti 

をみたすことをいう.r E ]O, oo]に対して Xがr測地的であるとは， d(x,y)< rをみた

す任意の x,yEXに対して x,yを結ぶ測地線が存在することをいい，このとき Xをバ則

地距離空間ともいう.r = ooのとき，つまり任意の x,yEXに対して測地線が存在する

ときは Xを単に測地距離空間という測地距離空間 Xの部分集合 Cは，任意の x,yEC 

に対して x,yを結ぶ測地線 cの像がつねに Cに含まれるとき， Cは凸であるという測地

距離空間 X 自身はその定義から明らかに凸である．

一般に，与えられた x,yEXを結ぶ測地線は一つとは限らないが，以降では，任意の 2

点を結ぶ測地線が存在するとき，それは一意であることを仮定する．この仮定のもとで，測

地線の像c([O,l])を [x,y]とあらわす.[x,y]上の点p= c(s)は [x,y]をs:(l-s)に内分

する点であるただし，測地線の定義より l= d(c(O), c(l)) = d(x, y)である．この点pを

t = s/lを用いてp= (1 -t)x① tyとあらわす．

次に， CAT("')空間を定義するために必要な 2次元モデル空間M;を定義しよう."'E尺

に対し，
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とするここで， S汽配，記はそれぞれ 2次元の単位球面，ユークリッド空間，および双曲

空間をあらわしている.M; は測地距離空間であり，距離ぬは， /'i,> 0のときは球面上の

大円距離， K=Oのときはユークリッド距離， K<Oのときは双曲距離となるこの距離を

用いると，モデル空間 M;の直径几は /'i,::::;0のときは D"=ooとなり， /'i,> 0のときは

D氏 =1r/~ となることがわかる．

KE股とし， (X,d)を測地距離空間とする. 3点 x,y,zEXが d(y,z)+ d(z,x) + 
d(x,y) < 2D氏をみたすとき，

d(y,z) = d氏('fl,乏）， d(z,x)=d氏信，豆）， d(x,y)=d氏（豆，'fl)

をみたす瓦'fj,芝EM;が存在する.3点の組（瓦'fj,芝）は合同変換を除いて一意に定まる

ことに注意しよう．またこのとき，測地線分上の点 pE [x,y] C XはtE [O, 1]を用いて

p=tx① (1 -t)yとあらわされる．このpの比較点pEM;をp=t歪① (1 -t)y E [歪，'fJ]

で定義する. pが [y,z]や [z,x]上の点の場合も同様である．任意の x,y,zEXと

p,q E [y,z] U [z,x] U [x,y]に対して pおよび qの比較点P,q E ['fl, 乏lU[乏，豆lU[歪，'fl]が

d(p, q) ::::; d"(p, q) 

をみたすとき， XはCAT(K)空間であるという

CAT休）空閻 Xが，任意の u,vEXに対して d(u,v)< D氏/2をみたすとき， Xは認

容的であるという. /'i,::::; 0のときはすべての CAT(刈空間 Xは認容的である．これは

D氏=00から明らかである一方， /'i,> 0のときは D氏が有限の値となるので，認容的で

あることは意味をもつ．

Xを認容的な完備 CAT(K)空間とし， CをXの空でない閉凸集合とする．このとき，

任意の xEXに対して 9x(Y)= d(x, y)をC上で最小にする点 YxECが一意に存在す

るこの点を用いて， Pcx= Yxとして定義した写像 Pc:X→CをXから Cへの距離

射影という定義より明らかに

が成り立つ．

d(x, Pcx) = d(x, C) = inf d(x, y) 
yEC 

3 CAT(-1)空間における凸関数のリゾルベント

この節では完備 CAT(-1)空間上で定義された下半連続凸関数のリゾルベントの定義と

その拮本的な性質について述べる．一般に， /'i,< 0に対して距離空間 (X,d)がCAT(刈空
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閻ならば， X上の新しい距離d'をx,yEXに対して

d'(x,y) = ✓ コ辺(x,y)

と定義すれば， (X,d')はCAT(-1)空間となるこの事実を用いれば， K,< 0に対する

CAT("')空間の理論は適当な変換をすることによって CAT(-1)空間の理論となり，した

がって CAT(-1)空間に対する考察が K,< 0の場合に本質的であることがわかる．本節は

[2]で論じられている内容の抜粋である．

まず， CAT(-1)空間の幾何学的性質を示す次の基本的な結果から見ていく．次の不等

式は双曲空間における中線定理と CAT(-1)空間の定義から容易に導かれる．

定理 2.CAT(-1)空間 X上の点 x,y,zEXとtE [0, 1]に対して

coshd(tx① (1 -t)y, z) sinhd(x, y) 

さcoshd(x, z) sinh td(x, y) + cosh d(y, z) sinh(l -t)d(x, y) 

が成り立つ．

XをCAT(-1)空間とし， f:X→ ]-oo, oo]とする.fが真であるとは f(x)< ooを

みたす xEXが存在することをいうまた， fが下半連続であるとは点列 {xn}C Xが

Xn→ xo EXであるとき

f(xo)~liminf f(xn) 
n→OO 

をみたすことをいうさらに， fが凸であるとは x,yEXとtE ]O, 1[に対して

J(tx④ (1 -t)y)::; tf(x) + (1 -t)J(y) 

がつねに成り立つことをいう

f:X→ ]-oo, oo]を完備 CAT(-1)空間 X上の下半連続な真凸関数としよう．この仮

定の下で， fの最小点集合

ary~ 悶inf(y)={zEX J(z)=凰f(y)}

が，空集合であるかどうか，あるいはもし空でないならば一点集合となるかどうかについ

ては，一般的にはわからないしかし，関数 fに適切な摂動関数を加えたものを考えると，

最小点が一意に定まることがわかる．

定理 3(Kajimura and Kimura [2]). Xを完備 CAT(-1)空間， f:X→ ]-oo, oo]を下

半連続な真凸関数とし， uEXとする．このとき g:X→]-oo, oo]を， xEXに対して

g(x) = f(x) + tanhd(x, u) sinhd(x, u) 
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で定義すると， gはX上で唯一の最小点をもつ．

この定理において，一意の最小点をもつ関数gはuEXによって定まるものである．こ

の事実を用いて， uEXに対して uから定められる gの唯一の最小点 zE Xを対応させ

る写像 JJ:X→Xを考える．すなわちみは，任意の uEXに対して

J1u = argmin(J(y) + tanhd(y, u) sinhd(y, u)) 
yEX 

をみたす一価写像であるこのみを関数fのリゾルベントという

リゾルベントのもつ性質として，次のものが示されている任怠の x,yE Xに対して，

不等式

心(1+ c;)cy + c;(1 + cりCx)coshd(J1x, J1y) 

さC;(l+ C;) coshd(J1x, y) + C;(l +虚）coshd(x, J1y) 

が成り立つ．ただし， XEXに対して Cx= coshd(J1x,x)とする．

この不等式において，

1 + C;:::: 2Cy, 1 + C;:::: 2Cx 

がそれぞれ成り立つことを用いると，

C;(l + Cりら+C;(l+CりCx::::4C;C; 

となり， Cx::::1, ら：：：： 1であることから

4C;c; coshd(JJX, JJy)さ;C;(l + C;) coshd(JJx, y) + C;(l + C;) coshd(x, JJy) 

:s; 2c;c; coshd(JJX, y) + 2c;c; coshd(x,JJy) 

となる．したがって

2 coshd(JJx, JJy) :c:; coshd(JJx, y) + coshd(x, JJy) 

が得られる．この不等式は，リゾルベントみが双曲的非伸長写像であることを示してい

る．さらに，もし JJの不動点集合 FixJJ = { z E X I J戸 =z}が空でないならば，みは

擬非拡大写像でもある．実際， xEXとzE Fixみに対して

2 coshd(JJx, z) = 2 coshd(JJx, JJz) 

さcoshd(JJx,z) + coshd(x, JJz) 

= coshd(JJx, z) + coshd(x, z) 

より coshd(JJx,z)さcoshd(x,z)となり， d(JJx,z)さd(x,z)が得られる．

さらに Fixみ=argminyEX f(y)であることも容易に示せる．



94

4 最小点近似

収縮射影法は，ヒルベルト空間上で定義された非拡大写像族の共通不動点近似法として

Takahashi, Takeuchi, and Kubota [9]によって提案され，リゾルベント作用素を用いる

ことで凸関数の最小点近似に応用された点列の生成法である．本稿では完備 CAT(-1)空

間における凸閲数の最小化間題に対し，煎節で導入したリゾルベント作用素を収縮射影法

で利用することによって解の近似点列が生成されることを示す．

主定理の証明において次の定理が利用される．

定理 4(Kimura [3]). Xを完備 CAT(O)空間とする.{Cn}をXの空でない閉凸集合

列で，包含関係に関して単調減少，すなわち， C1っC2つ・・・っ Cnつ・・・をみたすとす

る.uEXとし，点列 {xn}C Xを各 nENに対して Xn= Pcnuで定義する．ただし

Pen: X→ らは仇への距離射影である．このとき， C。=nnENCn i-0ならば｛％｝

はPc。uEXに収束する．

一般に， ""1< ""2のとき， CAT(釘）空間は CAT(""2)空間でもある．したがって，上の定

理は XがCAT(-1)空間のときも成り立つ．

定理 5.(X, d)を完備CAT(-1)空間とし，任意の u,vEXに対して{w E X I d(u, w) :::; 

d(v, w)}は凸集合であると仮定する. f: X → ]-oo, oo]を下半連続な真凸関数とし，

S = argminxEX f(x) i-0であるとする．正の実数列｛心｝が infnEN心 >0をみたすと

し， Xの点列 {xn}を次のように生成する．任意に固定した uEXに対して， C1= X, 

X1 =Uとし，さらに任意の nENに対して

Cn+l = Cn n {z EX: d(J. 心 f凸， z):::;d(xn, z)}, 

Xn+l = Pcn+l u 

とする．ただし， J心 f:X→ X は入nfのリゾルベント作用素である．このとき｛％｝は

s上への距離射影 Psによる uの像PsuEXに収束する．

証明．まず始めに {xn}および {Cn}の定義が妥当であることを示す．仮定より C1=X  

であり，よって¢ は閉凸集合で X1E C1とScC1をみたすここで， kENを任意に固

定し， X1,X2,••·,Xk が定義されており，かつ C1,G互．．，仇が S を含む閉凸集合である

と仮定する．定理の仮定を用いると，集合 {zEX: d(xk,z)~d(J心f咋， z)} は凸集合で

あり，さらに距離の連続性から閉集合でもある．ここで pES= argminxEX J(x)をとる
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と， pE FixJ心fであることから， J心fの擬非拡大性より

d(J心f砂， p)~d(咋， p)

が成り立つ．よって，帰納法の仮定とあわせて

p E Ck n {z EX: d(J心f狐，z)さd(咋，z)}= Ck+l 

となり， sC Ck+lが得られる．したがって Ck+lは空でない閉凸集合であり， Xk+l= 

Pck+1uによって吹+1が定義できることもわかる．以上より，帰納法によって｛％｝およ

び{Cn}の定義が妥当であることが示された

{Cn}は空でない閉凸集合の列で，包含関係に関して単調減少であり，さらに C。=

nnENCnとすると 0-/-ScC,。が成り立っため， C。も空でない閉凸集合である．よって，

定理4より，｛％｝は xo=Pc。Uへ収束する．ここで Pc。は C。への距離射影である．

Xo EC,。=nnENにであることから

〇 ~d(J心f咋， xo)~d(xn,xo) 

が各 nENに対して成り立つことがわかる．％→ x。であることから Jふ戸n→ x。が

得られ，さらに p= Psu ESとすると，リゾルベントの定義より， TE]0, 1[に対して

Zy =TJ心戸n① (1 -T)pとすることで

心f(J心JXn)+ tanhd(J心戸n,Xn) sinhd(J心f咋，％）

さ入nf(zT) + tanh d(zn Xn) sinh d(zn Xn) 
~T入nf(J入nfXn) + (l -T)入nf(p)+ tanhd(zn Xn) sinhd(zn Xn) 

が成り立つ．ここで

であることから，

1 
tanh t sinh t = cosh t + 

cosht 

(1 -T)入nU(.1心JXn)-f(p)) 

さtanhd(zr, Xn) sinhd(z7, Xn) -tanh d(J入nfXn,Xn)sinhd(J入nfXn,Xn) 

1 1 
= (coshd(zr,xn) -coshd(J心JXn心））＋（—

coshd(zr,xn) coshd(J心JXn,Xn))

= (coshd(zr,xn) -coshd(J心JXn,Xn))(i-coshd(z7,Xn)co~hd(J心JXれ,xnJ
::::; coshd(z7,xn)-coshd(,1心JXn,Xn)-
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ここで，各 nENに対して Dn= d(J心JXn,P)とする．もし， Dn。=0をみたす noEN 

が存在すると， J心。jXn。=pES=FixJふfより， n>n。に対して Cn=Cn。が成り立

ち，したがって {xn}はp=Psuに収束する．

任意の nENに対して Dn> 0であるとき，定理2を用いて

(cosh d(z7, Xn) -cosh d(.r心 JXn,Xn)) sinh Dn 

= coshd(TJ心JXn 〶 (1 -T)p, Xn) sinh Dn -cosh d(J心 JXn,Xn) sinh Dn 

::; cosh d(.r心 JXn,Xn) sinh(T Dn) + cosh d(p, Xn) sinh((1 -T)D砂

-coshd(J心JXn,Xn) sinh Dn 

= coshd(J心 JXn,Xn)(sinh(T Dn) -sinh Dn) + coshd(p, Xn) sinh((1 -T)Dn) 

= 2coshd(J: 心 JXn,Xn) cosh n sinh 
(T + l)D (T -l)Dn 

2 2 
+ coshd(p五）sinh((l -T)D叫

= -2coshd(J心 JXn,Xn) cosh n sinh 
(T + l)D (1-T)Dn 

2 2 

よって

となり，

+ coshd(p, Xn) sinh((l -T)D砂．

(1 -T)心(J(J心JXn)-J(p)) sinhDn 

三ー2coshd(J: 心 JXn,Xn)cosh
(T + l)Dn (1 -T)Dn 

sinh 
2 2 

+ coshd(p, Xn) sinh((l -T)D叫

入nU(J心 jXn)-f(p)) 
sinhDn 

Dn 

こーcoshd(J心 f咋ふ） cosh 
(T + l)D戸 inh((l-T)Dn/2) 

2 (1 -T)几 /2

+ cosh d(p, Xn) 
sinh((l -T)Dn) 

(l -T)Dn 

となる.T↑1とすると石→ J心jXnとなり，よって

入nU(J心 jXn)-f(p)) 
sinhDn 

Dn 

こ一coshd(J心 JXn,Xn) coshDn + coshd(p, Xn) 
= coshd(p,xn) -coshd(J心 JXn,Xn) cosh Dn 
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を得る．ここで n→ooとすると，

であり，

liminf入nミinf入n>O
n→ oo nEN 

sinhDn 
liminf 
n→OO Dn 

>0 

である．さらに limn→ooJ. 心 JXn= limn→ oo Xn = Xoより limn→oo Dn = d(xo,P)なので

lim (coshd(p, xn) -coshd(J心JXn,xn)coshDn) = coshd(p,xo) -coshd(xo,P) = 0. 
n→(X) 

したがって

0 S f(xo) -f(p) S liminf f(J心fXn)-f(p) = 0 
n→(X) 

を得るこれより， f(xo)= f(p) = minxEX f(x)となり，これは XoE 8を意味する．

xo = Pc0uでSCC,。であることから xo= Psuであることが導かれ，以上により {xn}

はP8uに収束することが示された ロ
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