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1 はじめに

H をHilbert空間， CをH の閉凸部分集合とし， Cの点列 {xn}を， U心 1ECおよび

nENに対して

Xn+l = CtnU + (1 -an)SnXn (1.1) 

で定義するただし， O:nE [0, 1], 品 は Cから Cへの写像とする．本稿では，この点列

｛％｝の収束性に関する結果を取り扱う．

式 (1.1)で定義される点列を扱った先行研究には様々なものがある [1,2, 4-8, 11, 13-15, 

17, 19-22, 25-28]. このうち，本稿の主結果（定理 4.1)と直接関係するのは文献 [17,21]で

ある．文献 [21]では，可換な非拡大写像T,Uにより，写像品が

2 

Sn= (n+l)(n+2)L LT炉
k=Oi+j=k 

(1.2) 

と表されるとき，ある仮定のもとで，｛％｝が TとUの共通不動点に強収束することを示

している [21,Theorem 1]. また，文献 [17]では，品が Hilbert空間上の極大単調作用素

Aのリゾルベントのとき，ある仮定のもとで，｛％｝が Aの零点に強収束することを示し

ている [17,Theorem l]. 

本稿では，各品が擬非拡大のとき，写像列 {Sn}がある条件を満たすならば， (1.1)で定

義される点列｛％｝が強収束することを示す（定理4.1).続いて，定理4.1と上にあげたニ

つの先行研究との関係を説明する．最後に，定理4.1の一般化についての考察を述べる．
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2 準備

本稿では， H を実 Hilbert空閻，〈・，・〉を H の内積， II・IIをHのノルム， Iを H上の恒

等写像 Nを正の整数の集合，民を実数の集合とする.Hの点列 {xn}がxに強収束する

とき Xn→x, 弱収束するとき Xn→ xと表す．

Cを Hの空でない部分集合， Tを Cから Hへの写像とする.Tの不動点の集合を

F(T)と表す．つまり， F(T)= {z EC: z = Tz}である.Tが非拡大 (nonexpansive)で

あるとは，すべての x,yECに対して IITx-Tyll :S:: llx -YIIが成り立つときをいう .F

をHの空でない部分集合とする．写像TがFに関して擬非拡大 (quasinonexpansive)で

あるとは，すべての xECとpEFに対して IITx-PII :S:: llx -PIIが成り宣つときをい

う．不動点をもつ写像TがF(T)に関して擬非拡大のとき，単に擬非拡大であるという．入

を実数とする．写像 T が入—hybrid であるとは [3, 9, 10, 24], すべての x,yECに対して

IITx -Tyll2 :S:: 什x―Yll2+ 2(1 —入）〈x-Tx,y-Ty〉

が成り立つときをいう．定義から，次のことが容易にわかる．

• I-hybrid写像は，非拡大である．

• 不動点をもつ入—hybrid 写像は，特に，不動点をもつ非拡大写像は，（不動点の集合に

関して）擬非拡大である．

• 写像Tが Fに関して擬非拡大ならば， enF C F(T). 

また， Cが閉凸のとき，擬非拡大写像の不動点集合は閉凸であることが知られている

[16, Theorem l]. よって,入-hybrid写像特に，非拡大写像の不動点集合も閉凸である．

さらに，次の補助定理が知られている．

補助定理 2.1([21, Lemma 1]). Dを Hの空でない有界閉凸部分集合， Tおよび Uを D

から Dへの非拡大写像とし， UT=TUを仮定する．写像 Sn:D→Dを， nENに対し

て (1.2)で定義するただし， To=Uo=Iとするこのとき，

limsup{IISn(x) -TSn(x)II : x ED}= 0, limsup{IISn(x) -USn(x)II : x ED}= 0 

が成り立つ．

補助定理 2.2([30, 問題 6.2.3]).Cを Hの空でな閉凸部分集合， T:C→Cを非拡大写

像 {xn}を Cの点列とする．このとき， Xn-Txn→ 0かつ Xn-'-pならば， pE F(T). 
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DをHの空でない閉凸部分集合とする.Hから Dの上への距離射影 (metricprojec-

tion)を砂と表す．つまり， xEHのとき， Pv(x)は

llx -Pv(x)II = min{llx -yll : y ED} 

を満たす唯一の Dの点である．距離射影は非拡大であることが知られているさらに，任

意の xEHとyEDに対して，

〈x-P爪x),y-Pn(x)〉::::;0 (2.1) 

が成り立つことが知られている [30].ここでは，距離射影に関する二つの補助定理を示し

ておく．

補助定理 2.3.D, FをHの空でない閉凸部分集合， uED, PnPp(u) E Fとする．この

とき，乃(u)ED. 

証明 z=凡 (u)とおく.uEDだから， (2.1)より，〈u-砂 (z),和 (z)一 z〉：：：：： Oである．

さらに，仮定より Pn(z)E Fだから， (2.1)より，

。：：：：：〈u-z,Pn(z) -z〉=〈u-Pn(z), Pn(z) -z〉+IIPn(z)ー zll2::::: IIPn(z) -zll2・ 

したがって， Pn(z)= z. よって，乃(u)= z ED. ロ

補助定理 2.4.C, Dを H の空でない部分集合， Fを H の空でない閉凸部分集合，

S:C→HをFに関して擬非拡大な写像とし， CcDを仮定し，写像 S:D→Hを

ふ＝｛況 (xEC); 
Pパx) (xED¥C) 

で定義する．このとき， SはFに関して擬非拡大である．

証明 XED, z E Fとする.XE Cのとき， SはFに関して擬非拡大だから， IIBx-zll= 

IISx -zll :S llx -zll-一方， xED¥Cのとき，距離射影 Ppは非拡大で， Pp(z)= zだか

ら， IIBx-zl = IIPp(x) -Pp(z)II :S llx -zll-以上より， SはFに関して擬非拡大であ

ることを示せた ロ

3 条件 (S)を満たす写像列

次節で述べる主結果（定理4.1)において「写像列が条件 (S)を満たす」という仮定が重

要である．この節では，この条件の定義述べ，それに関連する補助定理，および，条件 (S)
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を満たす写像列の例を紹介する．

条件 (S)の定義を述べる前に，記号を一つ導入しておく.Hilbert空間 Hの点列 {xn}

の弱収積点の集合を Ww({xn})で表す．つまり， ZE Ww({xn})であるとは， Xn;→ zとな

る｛％｝の部分列 {xn;}が存在することである

CをHilbert空間 H の空でない部分集合， {Tn}をCから Cへの写像の列， FをH の

空でない閉凸部分集合とする.{Tn}がFに関して条件 (S)を満たすとは，任意の Cの有

界点列｛％｝に対して， Ww({~詞 n})CFが成り立つときをいう .DがHの空でない閉

凸部分集合で， DcFのとき， {Tn}がFに閑して条件 (S)を満たすならば，定義より直

ちに， {Tn}がDに関して条件 (S)を満たすことがわかる．

註 1.文献 [1]では，条件 (S)を考えるとき，写像列の定義域 Cを閉凸としている．しか

し，本稿では Cを閉凸と限定しないことにする．

条件 (S)を満たす写像列に関する補助定理を示す．

補助定理 3.1.HをHilbert空間， CをHの空でない部分集合， {Tn}をCから Cへの

写像の列， FをH の空でない閉凸部分集合とし， {Tn}がFに関して条件 (S)を満たすと

仮定する．このとき， nnF(Tn)C C  n F. さらに，各 TnがFに関して擬非拡大ならば，

n江 (Tn)= CnF. 

証明 ZE几F(Tn)とする.z ECであるから， zEFであることを示せばよい.Xn三Z

として点列｛％｝を定義すると，｛％｝は Cの有界点列であり， T砂 n= Tnz = Zだから，

T戸 n→ z. したがって， {Tn}がFに関して条件 (S)を渦たすことより， zE F. 以上よ

り， zECnFが示せた

次に，各TnがFに関して擬非拡大であると仮定する．このとき， F(Tn)っCnFが成

り立つから， nnF(Tn)っCnF.よって，前半の結論と合わせると， nnF(Tn)= C n F 

となる． ロ

補助定理 3.2.H をHilbert空間， CをH の空でない凸部分集合， FをH の空でない閉

凸部分集合， {Tn}をFに関して擬非拡大な Cから Cへの写像の列とし， {Tn}がFに関

して条件 (S)を満たすと仮定するこのとき，でnF #-0. ここで，では Cの閉包である．

証明 yEC, z E Fとし，点列 {xn}を％三 yで定義すると，｛％｝は Cの有界点列で

ある．孔は F に閲して擬非拡大だから， II~詞 n-zll = IITny -zll ::::; IIY -zll-よって，

{Tnxn}もCの有界点列である．ゆえに， {Tnxn}の部分列で弱収束するものが存在する

（例えば， [23,定理 2.114]).いま， Tn;Xn;-'Vとする．では弱閉だから（例えば， [29,定理
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1.2.2]および [23,命題 2.100]),VEで．また， {Tn}はFに関して条件 (S)を満たすから，

V EF. 以上より， VEでnF.つまり，でnF/-0である． ロ

条件 (S)を満たす写像列の例をいくつか紹介する．まず，補助定理 2.1と2.2を使うと，

次の補助定理が得られる．

補助定理 3.3.HをHilbert空間， CをHの空でない閉凸部分集合， Tおよび UをCか

らCへの非拡大写像とし， UT=TUを仮定する．写像 Sn:C→ Cを，任意の nEN

に対して (1.2)で定義し，さらに， F(T)n F(U)ヂ0を仮定する． このとき， {Sn}は

F(T) n F(U)に関して条件 (S)を満たす．

証明｛％｝を Cの有界な点列とし， SniXni-'Zとするまた， vE F(T) n F(U)と

する．｛％｝は有界だから， {xn:n EN} C B(v,r)となる r> 0が存在する．ただし，

B(v,r) = {y EH: lly-vll::; r}である．ここで， D= C n B(v,r)とおくと， DはH

の空でない有界閉凸集合であるまた， Tが非拡大であり， vE F(T)であることに注意す

ると， yEDのとき IITy-vii = IITy -Tvll ::::= IIY -vii ::::= r. つまり， T(D)c Dである．

同様に， U(D)c Dも示せる（このことから，もちろん品(D)C D). よって，補助定理

2.1より， n→ooのとき

IISn(Xn) -TSn(Xn)II::; sup{IISn(Y) -TS直）II: y ED}→ 0. 

よって， Sni(xni) -TSni (xni)→ 0. したがって，補助定理 2.2より， zE F(T). 同様にし

て， zE F(U)であることもわかる以上より， {Sn}がF(T)n F(U)に関して条件 (S)を

満たすことが示せた 口

補助定理 3.4([1, Lemma 3]). H を Hilbert空間， Cを H の空でない閉凸部分集合，

入€ 恥 T:C→C を不動点をもつ入—hybrid 写像とし，写像 Sn: C→ Cを， nENに

対して Sn= (1/n) I:;=1 rk-1で定義する．ただし， T0= Iとする．このとき， {Sn}は

F(T)に関して条件 (S)を満たす．

補助定理 3.3と似た次の結果も知られている．

補助定理 3.5([18, Corollary 3.6]). H を Hilbert空間， Cを H の空でない閉凸部分

集合，入，μE尺， T:C→C を入—hybrid 写像 U:C → Cを μ-hybrid写像とし，写像

Sn: C→Cを， nENに対して

1 
n n 

Sn= (n+ 1)2 LL匹 l
k=Ol=O 
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で定義するただし， T0= U0 = Iとする．さらに， TU=UTおよび F(T)n F(U) /-(/J 

を仮定する．このとき， {Sn}はF(T)n F(U)に閲して条件 (S)を満たす．

補助定理3.5において U=Iとすると，補助定理3.4となるので（ただし， nが一つずれ

ている）．補助定理 3.5は，補助定理3.4の一般化である．

次の例を述べる前に，少し準備が必要である．

AをHから Hへの集合値写像とする.AとAのグラフ{(x, x') E H x H : x'E Ax} 

を同一視し， AcHxHと表す.Aが単調 (monotone)作用素であるとは，すべての

(x,x'), (y, y') EA に対して〈x-y,x'-y'〉 ~o が成り立つときをいう．単調作用素 A が

極大であるとは， 「BcHxHが単調作用素で AcBならば A=B」が成り立つとき

をいう.(z, 0) EAとなる点 zをAの零点 (zeropoint)といい，零点の集合を A-10で表

すつまり， A-10= {z EH: (z,O) EA}である．

AcHxHを極大単調作用素， p> 0とする． このとき， (I+pA)-1は， Hから

{ x E H : Ax I-0}の上への一価写像であることが知られている．写像 (I+pA)-lはA

のリゾルベント (resolvent)とよばれ，みで表すみは非拡大であり， F(Jp)= A-10で

あることが知られている [30].

次の補助定理は， [12,Lemma 3.6]の特別な場合である．

補助定理 3.6([1, Lemma 4]). HをHilbert空閻， AcHxHを零点をもつ極大単調作

用素， {pn}をooに発散する正の実数列とする．このとき， {(I+PnA)-1}はA-10に関

して条件 (S)を満たす．

4 擬非拡大写像の列に関する強収束定理

本節では，擬非拡大写像の列に関する強収束定理（次の定理4.1),それに凋連する結果を

紹介する．

定理 4.1([1, Theorem 1]). HをHilbert空間， CとFをHの空でない閉凸部分集合，

｛％｝を [O,1]の数列， {Sn}をFに関して擬非拡大な Cから Cへの写像の列とし， Cの

点列 {xn}を， UEC, X1 ECおよびnENに対して

Xn+l = anU + (1 -an)S詞 n (4.1) 

で定義する．さらに， Fc C, an→ 0, L:=l O'.n = OOであり， {Sn}はFに関して条件

(S)を満たすと仮定する．このとき，｛％｝は Pp(u)へ強収束する．
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註 2.補助定理 3.1より，定理4.1の仮定のもとで， F= nnF(Sn)であることがわかる．

定理4.1と前節の補助定理を使うと次の定理が得られる．

定理 4.2.H, C, uおよび｛叫｝を定理4.1と同じとし， TとUをCから Cへの非拡大

写像とし，点列 {xn}を， UEC, X1 ECおよび nENに対して

2 
n 

Xn+l = CYn U + (1 -CYn) 1 n + l) (n + 2) L L四 1Xn
k=Oi+j=k 

で定義するただし， To=Uo=Iとするさらに， UT=TUおよびF= F(T)nF(U)-/-

0を仮定する．このとき， {xn}はPp(u)へ強収束する．

証明 T とUは非拡大だから， F(T)および F(U)は閉凸である．よって， Fも閉凸で

ある．写像 Sn:C→ Cを， nENに対して (1.2)で定義するこのとき，品は非拡大

で， Fc F(Sn)だから，各品は Fに関して擬非拡大である．また，補助定理 3.3より，

{Sn}はFに関して条件 (S)を満たすことがわかる．よって，定理4.1より，結論が得られ

る． ロ

註 3.定理4.2は， [21,Theorem 1]とほとんど同じである．実際，定理 4.2でX1= Uと

したものが， [21,Theorem 1]であるなお， {Sn}が非拡大写像列のとき， (4.1)で定義さ

れる点列の収束には，初期点mは影轡を与えないことが知られている．これについて詳し

くは， [15,p. 156]または [22,Proposition 5]を参照するとよい．

定理 4.3([1, Corollary 2]). H と｛％｝は定理 4.1と同じとし， AcHxHを零点を

もつ極大単調作用素， {pn}を CX)に発散する正の実数列とし， H の点列｛％｝を， uEH, 

X1 EHおよび nENに対して

Xn+l = O!nU + (1 -O!n)(J + PnA)-1xn 

で定義する．このとき，｛％｝は PA-1o(u)へ強収束する．

証明 Sn= (I+ PnA)-1とおく．品は Hから Hへの非拡大写像であり， F(Sn)= A-10 

であるから，品は A-10に関して擬非拡大である．さらに，補助定理 3.6より， {Sn}が

A-10に関して条件 (S)を滴たすことがわかる．したがって，定理 4.1より結論が得られ

る． ロ

註 4.系4.3は， [17,Theorem 1]とほとんど同じである．実際，系 4.3でX1= Uとした

ものが， [17,Theorem 1]である．これらの関係については，註 3を参照せよ．
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註 5.[1, Corollary 2]には誤植がある."Let { Xn} be a sequence in C defined by x1 E C 

and"の部分は，正しくは "Let{ xn} be a sequence in H defined by x1 E H and"で

ある．

次に，定理 4.1 を使って，入—hybrid 写像の収束定理を示す．

定理 4.4([1, Theorem 2]). H, Cおよび｛％｝を定理4.1と同じとし，入 E股， T:C→C 

を不動点をもつ入-hybrid写像 Cの点列 {xn}を， UEC, X1 ECおよびnENに対して

n 
1 

Xn+l = O!nU + (1一％）― Lrk-lXn
n 
k=l 

(4.2) 

で定義するただし， T0=Iとする．このとき，｛％｝は PF(T)(u)へ強収束する．

1 
証明 Sn= —こに Tk-1 とおく. yE Cおよび zE F(T)とする.Tは擬非拡大だから，

n 

IITk-IY -zll~llrk-2Y -zllさ...さlly-zll.

よって，

1 
IISny-zll =—立Tk-ly -zさざ：IITk-ly -zllさlly-zll

n n 
k=l k=l 

が成り立つ．つまり，品は F(T)に関して擬非拡大である．さらに，補助定理 3.4より，

{Sn}はF(T)に関して条件 (S)を滴たすことがわかる．したがって，定理4.1より結論が

得られる． ロ

註 6.定理 4.4と [9,Lemma 2.5]より， [20,Theorem 3.2]および [1,Corollary 1]が得

られる.[1, Corollary 1]より， [19,Theorem 4.1]が得られる．

註 7.定理4.4は，文献 [18]で一般化されている．補助定理 3.5と定理4.1より，可換なニ

つの hybrid写像に関する収束定理 [18,Theorem 4.3]が得られる.[18, Theorem 4.3]の

二つの hybrid写像のうちの一つを恒等写像とした場合が，定理4.4である．

5 定理 4.1の一般化

本節では，定理 4.1を少し一般化した次の定理を証明する．
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定理 5.1.HをHilbert空間， CをHの空でない凸部分集合， FをHの空でない閉凸部

分集合とし，｛知},{Sn}および｛％｝は定理4.1と同じとする．このとき，｛％｝は PF(u)

へ強収束する．

定理4.1の証明と同様な手順により定理5.1を示すことができるが，ここでは，以下の補

助定理と定理 4.1を使って定理 5.1を証明する．

補助定理 5.2.HをHilbert空間， CをHの空でない凸部分集合， FをHの空でない閉

凸部分集合， {Sn}をFに関して擬非拡大な Cから Cへの写像の列とし， F=でnFと

おき， {Sn}はFに関して条件 (S)を満たすと仮定する．ここで，では Cの閲包である．

このとき，

(1) pは空ではなく，閉凸である．

さらに，でからでへの写像の列 {Sn}を， nENに対して

鱗）＝｛品x (x EC); 
乃(x) (x Eで¥C) 

(5.1) 

で定義する．このとき，以下が成り立つ．

(2)各BnはFに関して擬非拡大である．

(3)似｝は Fに関して条件 (S)を満たす．

(4) u ECならば，乃(u)Eたつまり， Pp(u)=乃(u).

証明まず (1)を示す．仮定より，では閉凸だから， Fは閉凸である．また，補助定理 3.2

より， p-/-(/Jである．

次に (2)を示す.(1)より， tはHの空でない閉凸部分集合で,Pcであるから，写像

贔で→では well-definedである．また，品は Fに関して擬非拡大であるから，補助定

理 2.4より，各BnはFに関して擬非拡大である．

次に (3)を示す．｛珈｝をでの有界点列とし， Z E ww({Sn珈｝）とするこのとき，

狭義単調増加な関数 T:N → Nが存在し， m → ooのとき ST(m)防 (m) → zである．

A=  {m EN: YT(m) EC}とおき， Aが有限集合である場合とそうでない場合の二つに

分けて考える．まず， A が有限集合のとき，ある NEN が存在し，任意の m~N に対

して YT(m)E で \C となる．よって， m~N のとき， ST(m)防(m) = Pp(YT(m))だから，

m→ ooのとき Pp(YT(m))-'-Z. { Pp(YT(m))} 
(X) 

1 
m=l 

はFの点列で，（）より Fは弱閉だか

ら， zE P. 次に， Aが有限集合ではないとする．このとき，狭義単調増加な関数a:N→ N
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が存在し，すべての mENに対して Ya(m)ECおよび m→ooのとき Sa(m)妬 (m)→ z 

が成り立つ.VE Cをとり，点列 {xn}を次のように定義する．

珈 (nE a(N)); 

Xn = { v (n rf_ a(N)). 

すると，｛％｝は Cの有界点列であり，各 mENに対して Sa(m)Xa(m)= Sa(m)如 (m)が

成り立つ．よって， Sa(m)Xa(m)→ z. {品｝は Fに関して条件 (S)を満たすから， zE F. 

また， {Sa(m)匹 (m)}はでの点列ででは弱閉だから， ZEで．以上より， Aが有限集合でな

い場合も zE Fが示せた．

最後に (4)を示す.uECとし， z= Pp(u)とおく.z E Fだから， zEでであること

を示せばよい u'=P, で(z) とおく .s討€でだから， llu'- zll ::::: IIBnu'-zl. 一方， (2)

より品は Fに関して擬非拡大であり， zE Fだから， IIBnu'-zll :::; llu'-zll-よって，

llu'-zll = IIBnu'-zll-したがって， u'=S孔＇．つまり， u'E几 F(Sn)である.(2)よ

りSnしよ Fに関して擬非拡大であり， (3)より {Sn}はtに関して条件 (S)を満たすので，

補助定理 3.1より u'Eたつまり， PでPp(u)E Fである．ゆえに， (uEでだから）補助定

理 2.3より， ZEでである．以上より， Pp(u)= z E Fが示せたまた， FcFだから，

乃 (u)= Pp(u)である． ロ

定理4.1と補助定理 5.2を使って，定理 5.1を示す．

定理 5.1の証明 F=CnFとおき, Cから Cへの写像列 {Sn}を(5.1)で定義する．た

だし，では Cの閉包である．補助定理 5.2(1)より Fは空でない Hの閉凸部分集合であ

る．また，補助定理 5.2(2)より snしよ Fに関して擬非拡大であるから， snは}に関して

擬非拡大である．さらに，補助定理 5.2(3)より {Sn}はFに関して条件 (S)を満たすこ

とがわかるまた， nENのとき

Xn+l = CYnU + (1 -CYn)S占=CYnU + (1 -CYn)SnXn 

であり， Pcでであるから，定理 4.1より， Xn→Pp(u). また，補助定理 5.2(4)より，

Pp(u) = Pp(u)であるから， Xn→Pp(u)である． ロ
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