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精密化された三角不等式の等号成立条件について
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X をノルム空間とし，そのノルムは II・IIで表す．このとき，三角不等式とは Xの2個の

元X1,X2に関するノルム不等式 llx1+ x2II ::::; llx1II + llx2IIをいうが，ここでは，この一般化

である n個の元X1心2,・・・ ,XnEXに関する以下のノルム不等式

n n 

LX。::;L II叩II
i=l i=l 

を三角不等式と呼ぶことにする近年，以下の問題に関して多くの研究が行われている．

(cf. [2, 4, 6, 7, 11, 18]) 

問題 1.1 ノルム空間 X のn個の元X1,X2,・・・,XnE Xに対して，

n n 

(i) Lふ+C::; L llx』をみたす正の値CをX1,X2,・・・,Xnによって特徴付けよ．
i=l i=l 

n n 

(ii)区llx;II::;LX; + Dをみたす正の値 DをX1,X2,・・・,Xnによって特徴付けよ．
i=l i=l 

また，その等号成立条件を求めよ．

ここでは (i)のタイプの不等式を精密化された三角不等式とよび， (ii)のタイプの不等式を

三角不等式の逆不等式とよぶことにする．

本報告では，問題 1.1に関する近年の発展の流れを紹介することを目的とする.2章で

は簡単のために精密化された三角不等式についてのみ解説をするが，三角不等式の逆不等

式についても同様に研究が進んでいるので，そちらについては参考文献を参照して頂きた

いまた， 3章では精密化された三角不等式の等号成立条件を紹介する
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2 精密化された三角不等式

バナッハ空間の幾何学的な性質の特徴づけに関連をして， 2005 年の加藤ー斎藤—E8村 [9] に

端を発する問題 1.1に関する一連の研究は， Rudzik-Landesにより与えられた以下の不等

式がそのモチベーションであった

定理 2.1([5, Lemma 1])ノルム空間Xの0でない 2個の元xぃX2に対して，以下の不等

式が成立する．

llx1 +四11+ (2 一土+~) min{llx1II, II巧 II}:::; llx1 II + II四II

加藤斎藤—E8村はこの結果を n 個の元の場合へと拡張すると同時に，逆不等式も与えた．

定理 2.2([9, Theorem 1])ノルム空間Xの0でない n個の元X1,X2,・・・,Xnに対して，以

下の不等式が成立する．

苫X;+ (n- 811::11) 1謬 llx;II:::; 苫llx;II

この不等式の成功に誘発されて，その後様々な設定のもとで三角不等式の精密化の研究

が進んでいる (cf.[2, 4, 6, 7, 11, 18]) その 1 つに，二谷ー斎藤ー加藤—E8村 [13] があり，彼らは

定理2.2の不等式をより精密化することに成功した．

定理 2.3([13, Theorem 1])ノルム空間Xの0でないn個の元X1,X2,・・・,Xnに対して，以

下の不等式が成立する．

苫;+ 8 (k- 苫 11:~11) (llx~II -llxいII)さ811xill

ここで x;は llxill~11x;11~ ・・・ ~llx~II, かつ Xo= X~+l = 0を満たすX;の並べ替えである．

定理2.2および定理2.3は問題 1.1の1つの解を与えているが，峰野ー中村ー大和田 [12]は，

ノルムにより構成される連続関数を利用して三角不等式の差分区~=1 llx;II -II 区~=l X』と

0との間の全ての値を特徴付けることに成功するとともに，その中間値として定理2.2お

よび定理2.3の不等式が得られることを示した.Dehghan[3]は峰野ー中村ー大和田 [12]と独

立して定理2.2および定理2.3を含む以下の不等式を示した

定理 2.4([3, Theorem 2.1]) x1心2,... ,xれをノルム空間Xの0でない元をとするこの

とき，実数Pi2 0とq;> 0 (i E { 1, ... , n})がpi/q12・・・ 2'.Pn加を満たすなら，次の不

等式が成立する．

立i+ t (墜_Pk+l) (立』x;II- tq;x; n 
i=l k=2 qk qk+l i=l 

） :S LPillx;II 
i=l 

ここで四+1= 0である．
qn+l 
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その後，佐野らにより定理 2.4は峰野ー中村ー大和田の与えた不等式に含まれている事が

[20]で示された．また，これらの不等式の研究はノルム空間における角度の概念と関連す

るDunkl-Williams不等式の研究とも密接に関係している.(cf. [10, 15, 17]) 

3 精密化された三角不等式の等号成立条件について

精密化された三角不等式の研究に付随して，その等号成立条件の研究も行われてきた加

藤斎藤田村は [9]で定理2.2の等号成立条件も与えているまた，定理2.3に関しては，三

谷斎藤が [14]で論じているが，それらは全て空間が狭義凸の場合である．その背景には，

以下にあげる狭義凸ノルム空間における三角不等式の等号成立条件がある．

ノルム空間 Xが狭義凸であるとは， Bx= {x EX  I llxll = 1}の全ての異なる 2つの元

X1, X2に対して 11xi !x2 11 < lが成立するときをいう．

補題 3.1(cf. [1, Problem 11.1]) Xを狭義凸ノルム空間とするこのとき X の任意の元

互・・.,Xnに対して以下の条件は同値である．

(i) Lxi = L llx』I;
j=l 

(ii) llxillx; = llxillx; (i,j E {1, ・ ・ ・, n}). 

定理2.2および定理2.3は三角不等式を用いて示されていることからも，補題3.1がその等

号成立条件を考察する上で有用であることは容易に想像できるであろう．実際にこの補題

により，以下の精密化された三角不等式の等号成立条件が得られている

定理 3.2[9, Theorem 2]狭義凸ノルム空間 Xの0でない任意の元 x丘..,Xn に対して

llxjo II = min {llxjll : 1 S jさn},llxd = max{llxill: 1 S j Sn}とおく．このとき

苫ぶ+(n-芦：II)塁塁llx;II=苫llx;II

が成立することの必要十分条件は，以下のどちらか一方が成立することである．

(a) llx1II = II四 II=・・・=llx』I;または

(b)全ての jE {j E {1,2, ... ,n} I llxiollヂllx』I}に対して己『=11:::11かつ

文巧＝文巧 Xji

j=l llxjll j=l llx』Illxiill 

が成立する．
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定理 3.3[14, Theorem 3. 7]狭義凸ノルム空間Xの0でない任意の元X1,... ,Xnが llx1II> 

II四 II>... > llx』を満たすとき，等式

苫］＋苫(i-苫11::11)(llxill -llxi+1II) =苫llx』|

が成立することの必要十分条件は， 1= a1 > la2I > ... > la』となる実数 aj(j E 

{1, ... ,n})が存在して， Xj= O:jXl (j E {1, ... ,n}) かつこい為 ~O(iE{l, ... ,n})を

満たすことである

これらの結果を含むものとして，佐野ー泉田ー三谷ー大和田ー斎藤は峰野ー中村ー大和田の精密化

された三角不等式の等号成立条件を与えた.(see. [19, Theorem 3.4])また，定理 2.4の等

号成立条件については，以下の結果が得られている

系 3.4[20, Corollary 3.3] x1, x2, ... , Xnを狭義凸ノルム空間 Xの0でない元とする．こ

のとき，実数Pi~0 と qi > 0 (i E {l, ... , n}) が pifq1~ ・ ・ ・ ~Pn加を満たすとき，等式

塁］十L(色-Pj+i) ( -j=l j=2 約約+1 苔 qillx;II 〗佑x;) =~Pjllx』|
が成立することの必要十分条件は，実数 aj(j E {1, ... ,n})が存在して，的 =a汗1かつ

江=lajqj~0 (i E {1, ... ,n}) を満たすことである．ここで:::~= 0とする．

4 狭義凸を仮定しない三角不等式の等号成立条件について

我々は一般のノルム空間における精密化された三角不等式の等号成立条件として定理3.2

および定理3.3を含む幾つかの結果を得たが，それらは現在未発表のためここでは狭義凸

を仮定しない三角不等式の等号成立条件に関する結果を紹介するに留める

バナッハ空間 X の共役空間を X* で表し， Sx• = {x EX* I llxll = 111}とする．中本高

橋はバナッハ空間において以下の結果を与えた．

定理 4.1[16, Theorem 2] x1心2,・ ・ ・,Xnをバナッハ空間 Xの0でない元とする．このと

き，等式

Lxi = L llxill 
i=l i=l 

が成立することの必要十分条件は， Sx• の端点fが存在して，全ての iE {l, 2, ... , n}に

対して f(x』=llx』を満たすことである．

彼らは定理 4.1 において， f は Sx• の端点である必要がないことも同時に述べている (see.

[16, Remark 2]) 

最後に，一般のノルム空間における三角不等式の等号成立条件に関する最新の結果を紹

介する
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定理 4.2[8, Theorem 2] xぃX瓜..,Xn をノルム空間 Xの0でない元とする．このとき，

等式
n 

こ叩 =Lllx;II
i=l i=l 

が成立することの必要十分条件は，{~『； iE{l,2, ... ,n}}の凸包がふに含まれること

である．
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