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滑らかさを加味した直交ストリッカーツ評価

NEAL BEZ, YOUNGHUN HONG, YOUNGHUN HONG, SANGHYUK LEE, 

SHOHEI NAKAMURA, AND YOSHIHIRO SAWANO 

ABSTRACT. 直交ストリッカーツ評価と呼ばれる新しい評価を示す．最初に,Frank 

とSabinによる関数の滑らかさを加味しない直交ストリッカーツ評価 [5]を示し，後

で我々による関数の滑らかさを加味した直交ストリッカーツ評価のひとつの場合の証

明する．この結果は我々の論文 [2]として出版されている．

1. ストリッカーツ評価

本稿では， d;::o: 3とする.Uf(x,t) = e山~f(x) と書く. 1さp,q:s; 00が

を滴たすとき，

(1.1) 

が知られている．

つまり

2 d 
—+-=d 
p q 

IIUJII年 L翌こ IIJIIL2
このような (p,q)を許容的という．本来は

IIUJIIL『L~ 乏11!11ぃ

2 d d 
—+-=-
p q 2 

を満たすときに (p,q)を許容的というが，直交ストリッカーツ評価を扱う際には (1.1)
のように定式化しておくといろいろと便利なので，ここでは i+ 1'= d,d~3 を満

p q 

たす (p,q)を許容的という．

2. 直交ストリッカーツ評価の定式化とその応用例

許容的な p,qと適当な aE [1,oo]に対して，入＝（ふ）j Eだと（完全）正規直交系

(f山 Cび（配）に対する一様評価

(2.1) と入jlUf氾 乏II入II炉

LPL名（配+1

が成り立つかどうかを考察する．

このような評価はハートリ一方程式に応用できることが知られている. [8, 9]を参
照のこと．

[6, Proposition 7]にあるほかの応用を見てみることにする．実際に，直交ストリッ
カーツ評価により，もとのストリッカーツ評価の改良ができることを示そう．ベゾフ

空間を使う. (2.1) と入＝（ふ）］€ だと正規直交系 (Jj)jCび（股りに対する一様評価

LIふUfjl2 乏(II入llc2。)汽
LPL苫（即+1
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は同値である．さらに，これを同値変形していくと，直交系 (f山 Cび（配）に対す

る一様評価

ふ

(~IUf』')虐L翌（正）乏 11(11!,11心-=11''"
が待られる．

00 

ここで， 'PoEC~(町）， supp('Po) c B(4) ¥ B(l), I: 匂二 X即 ¥{O} として，
j=-00 

も=4?o(2-i・),j E Zとおく．巧(D)= F-1的＊を第jリトルウッド・ペイリー分解

として， Ii=凸(D)fとおいてみる.{fサ芦-00は直交していないが， {f勾}芦-00 と

{fか 1}芦 OO は囲交しているので，これらの二つの族にそれぞれ直交ストリッカー

ツ評価を用いることで， IIUJIIL秤L竺(JRd+l);S llflliJg,2°'が得られる．ょって， a>1 

ならば，ベゾフ空間によるもとのストリッカーツ評価 (2.1)の改良が得られた．

ここで，指数 a*(p,q)を

d 1 d 
=—+-a*(p, q) p q 

で定める. 0 = (0, 0), A=  (靡，土）， B= (1, 0)とする．本稿では次の評価を示

したい．この定理は [4,Theorem 1]として得られているものである. [4, Theorem 1] 
で与えられた証明方法とは違う証明方法が [5,Thoerern 8]で与えられた.[4, Theorem 
1]と比べると [5,Thoerern 8]では qの範囲が拡がっている．本稿では定理2.2を証明

するために，ハーディー・リトルウッドの不等式を改良した O'Neilの不等式を用い

る．そのために，若干の（しかし菫要な）改良を本稿では考えることになるが，我々

の方法は [5,定理8,9]の手法に依存している．

Theorem 2.1. (l, りが Aのみを除いた辺 ABにあるとする. l + <!:. = d, a=  
q p p q 

a*(p, q)ならば，入＝（ふ）j Eだと正規直交系 (fi)iCL刊股りに対する一様評価

区ふleit~f氾 乏II入II炉

L『 L~

が成り立つ．

本稿では， [2]に基づいて次の評価も示す．このときに，上述した O'Neilの不等式

が重要な役割を果たす．

Theorem 2.2. (.!,.!)が開三角形△OABにあるとする. 2s = d―げ+4), a=  
q p p q 

a*(p, q)ならば，入＝（ふ）j Eだと正規直交系 (f山 CL2(配）に対する一様評価

区ふleit△1n1-s !Jl2 乏II入II炉

J LfL% 

が成り立っ．

[2]では a(p,q)は最良であることも示した．さらに， [2]では Bを始点とした半直

線 BAとl=lとの交点を Cとして， D=(0,1)としたときに，三角形 OABのみな
p 

らず四角形 OABCでの類似の評価を得た．四角形 OABCから三角形 OABを差し引

いた領域では aの閾値がa=pであるので注意すること．
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3. 前提知識

3.1. 振動積分．ここでは，補助的な評価を示す．

Lemma 3.1. ei(t-s)△の積分核 K((t,x),(s,y))は次の評価を満たす．

K((t, x), (s, y)) = J ei((x-y)H(t-s)年）a,= O(lt -s1-d12). 
]Rd 

Proof. 平方完成して

e'((x-y)・E+(t-s)I叶） = ei((t-s)(E+麟）2_号）

が得られる． したがって，

J ei(t-s)IEl2 a,= O(lt -s1-d/2) 
即

がわかればよいが，変数変換により J eilEl2 a, E (Cに帰着する．これは振動積分と
]Rd 

して知られている量の典型的なものである． ロ

似た方法で次を示すことができる．

Lemma 3.2. 心E(; 汽町）を固定する.t > 0とXoE町によらない一様な評価

J'l/;(t(x -xo)) exp(ilxl2) dx = 0(1) 
良n

が成り立っ．

Proof. 0 < t < 1のときは，補題 3.2と同じ方法を真似る.t > 1のときは積分の已

角不等式より明らかである． ロ

3.2. フーリエ変換.Fでx,t両変数に関するフーリエ変換を表すとする．補題 3.1,
3.2の応用として，

F(,, T) = (z + l)(z + 2)・・・ (z+ N)r.p('戸(T-1,12)t 

で与えられる超関数のフーリエ変換を考える．ただし， r.pE (; 戸（艮りで zは複素数
CX) 

である．滑らかな関数 p:股→ 股が supp(p)C [1, 4], 区 p(2叶） = X(D,oo)(t)を満
j=-oo 

たしているとする.j E ZとtE政に対して， Pj(t)= p(2→ t)とおく .Fに対応して

特異性を打ち切った

Fj(,,T) = (z + l)(z + 2)・・・ (z+ N)r.p('戸(T-,12)zpj(T -1,12) 

を考える.P(z) = (z + l)(z + 2)・ • • (z + N)とおく．フーリエ変換を計算すると，

F-1凡(x,t) 

= P(z) J 誓 (T-1,12圧 (T-炉）exp(-ix・, -itT)d,dT 
砂 1

= P(z) J r.p(')五 (T)exp(-ix・, -itT -itl,l2)d'<lT 
配 +1

= P(z) Im配 r.p(がexp(-ix・,-itl,l2)d'Im股戸Pj(T)exp(-itT)<lT 

= P(z)t― ~1配 r.p(t―屹）2 exp(-it—½x·,- i炉）a, lぞPj(T) exp(-itT)dT 
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となる．補題 3.2より

t―% J cp(t―只）2 exp(-it―らX.~- il~l2)d~ 
配

有界関数である．また， N≫1のとき，

t―%! ぞPj(T) exp(-itT)dT乏P(lzl)min(2―j(Re(z)+l-N)t―%-N,2―j(Re(z)+llt―い
IR 

であるから，

P(lzl)―lt%+Re(z)+l L J T乃(T)exp(-itT)<lT 
jEJ 艮

はtとzのJに関して有界である．したがって， FFは有界関数である．
zに関する増大を考えることで次の結論が得られる．

Theorem 3.3. N≫1とする．ーN< Re(z) < 1で考える限り exp(一丑）(z+l)(z+ 
2)・ ・ ・(z + N)cp(ザ(T-炉）tのフーリエ変換冗は x,tのみならず zについても有
界である．ただし， z=-1,-2,... ,-N+lでは解析接続をして考えている．

補題 3.2の代わりに補題 3.1を用いれば，次の結論が得られる．

Theorem 3.4. N≫1とする．ーN< Re(z) < 1で考える限り exp(一丑）(z+l)(z+ 
2)・ ・ ・(z + N)(T -1~12昇のフーリエ変換［は x, tのみならずzについても有界であ
る．ただし， z= -1 -2 , ... , N+lでは解析接続をして考えている．

3.3. UU*について.Uof(x, t) = U[Pf](x, t)とおくことにする．上記の T2,Tzを考
えることにより， u。勾や UU*の表示が得られることが分かる.UU*についてはよ

く知られていることだから， u。閤を中心に考えていく．
まず，

u。勾F(x,t) = J ei(t-t')△ [P牙(・,t')](x) dt'. 
IR 

に注意する．の ES(股りに対して，

FTicp(~, T) = (z + l)(z + 2)・・・ (z+ N) exp(-zり(T-1~12)+}うり（ふ T)cp(~)2

とおく．ただし， zは実部が正の実数に対して定義されているものとする.7'.似¢E
S'(配+1)とみなす．このような zに対しては

N 
2 
d2 

汀~¢(~,T) = IT (z + j) exp(一召）乃(~, T)cp(~) 一(T-1ザ）戸
dT2 

j=3 

だから， <[>ES(町）に対して，

叫剥
=〈FTicp,F-1剌

N oo 

＝リ(z+ j) exp(一召）J股n d~lEl2 (T —針）z+2ゃ(0呪[F¢(い）パ(~,T)]dT 

ここで，

l~:(T-1計）洸［乃（ふ T)F-1<I>(~,T)]dT = -t~: 8T[F¢(いパ(~,T)]dT 

= F<jJ(~, l~l2)F-1<I>(~, 1~12) 
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である．したがって，

］池(t,lll2江―1<P((,1(1り

-::::-J¢(x, t)<l>(x', t') exp(-i(x -x')• (-i(t -t')炉）dxdtdx'dt' 
JR2d+2 

なので， z= -1まで解析接続すれば，

〈T図¢,<l>〉

-::::-J J r.p(l)2¢(x, t)<l>(x', t') exp(-i(x -x')・(-i(t -t')l(l2)dxdtdx'dt'd( 
配炉+2

となり，

T冨 (x',t')-::::-J J の(x,t) exp(-i(x -x')・l -i(t -t')l(l2)dxdtd( 
]Rd ]Rd+l 

'::::'Ui。U砂(x',t') 

が得られる．

以上の計算から次の結論が得られた．

Theorem 3.5. Ui。Ua-::::-T_四である．同様に UU*-::::-T_1である．

3.4. 補間公式．いくつかの補間公式を引用する．

Theorem 3.6. [10] 0 < 0 :S: 1 :S: Po,qo,P1出く ooとする．このとき，

1 1-0 0 l l-0 0 
-= +ー，ー＝＋ー
P Po P1 q qo q1 

を満たすp,qにつき， [LfoL;;o,L『lL歴]0,p= L『L匹が成り立つ．

Theorem 3.7. [1, 定理 5.1.2]0 < 0さ1:S:Po,qo,P1出く ooとする．このとき，

1 1-0 0 l l-0 0 
-=  +--＝ ＋ ー
P Po P1 q q。 q1

を満たすp,qにつき， [L『oL;;o,L『lL歴]0=L『L;;が成り立っ．

Theorem 3.8. 0 < 0 :S: 1 :S: Po,qo,P汀 1,ro, r1さooとする．このとき，

1 1-0 0 l l-0 0 l l-0 0 
＋＝＋ー

P Po P1 q qo q1'r ro r1 

を満たすp,q,rにつき， [L『o,roL;,o, L『,riL;,1]0 CL『,rL;;が成り立つ．

Proof. 一般的に複素補間はカルデロン積で書き表すことができ，そのカルデロン積

による表示とヘルダーの不等式を組み合わせれば結論が得られる． ロ

3.5. O'Neilの不等式.1次元の分数幕積分作用素 Iaにつき，次のことが言える．

Theorem 3.9. 1 < p,q,r, 0 < a < 1が l= l _ aを満たすとすると， Ia: 
q p 

L四（股）→正(IR)が成り立つ．

証明は簡単で， Hardy-Littlewood-Sobolevの不等式と実補間を組み合わせること

により得られる．
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4. 双対原理

評価 (1.1)を直接示すのは若干難しいが，この評価を同値変形することができる．

Proposition 4.1. p, q 2". 1, r, r, a, /3 2". 1 とする．任意の正の数列入＝（入山€ 炉

と完全正規直交系 (fj)jC L2(配）に対する一様評価

(4.1) と入jlUf爪 乏II入llra,/3
L『,rLば,r

が成り立つ必要十分条件はすべての W E L;p',2r'L空',2百配 x股）に対して

(4.2) IIWUU*Wllca',f3' 乏 IIWII~~が，2r1L空,,2戸

である．

この命題の証明は [5,Lemma 3]を我々のローレンツ指数に対する命類として変形

したものである．証明はほとんど [5,Lemma 3]と変わらないが，ローレンツ空間に
なっても同じ証明が通用することを確認するために証明を書いておく．

Prnof. (4.2)が成り立ったとする.Hをヒルベルト空間とするとき， Schattenクラス

の性質 A。,A1 E B(H)がA。A0E C°'',f3'を満たしていれば， A0A。EC"'',(3'となり，

これらのノルムは等しいので，

IIU *WWUllca',(3' 乏 IIWII~~が，2r1L翌',2r'

となる. (4.2)を示すべく，有限の完全正規直交系 (f})jEJをとる．すると，

粛）＝区入J〈g,f})砂 (gELり
jEJ 

に対して Schattenクラスのヘルダーの不等式から

ITrbぴ WWU)I乏ll'Yllca,(3IIU*WWUllca',/3'乏II入llr→IIWII~ 戸1,2r'L空',2r'

が成り立つ．つまり， 1じ Wwuはトレースクラスに属する．ここで， 1ぃWWUEC1
であるので， W応 U*WE c1である．さらにこれらのトレースクラスに属する作用

素ノルムは同じなので，

(4.3) ITr(WU叩 *W)I乏II入llr→IIWII~; が，2r1L翌',2デ＇

が成り立っ．とくに，

(4.4) L 〈WU忙見，f介£2乏II入llra,(3IIWll~;P',2r'L空1,2r'
jEJ 

が成り立つ．ここで，

〈WU叩 *Wfj,fj〉£2=〈叩*Wf},U*Wfj〉£2=ど心〈U*Wf},fp〉£22
J'EJ 

であるから，これを jについて総和して，

Tr(WU叩 *W)=区〈WU叩 *Wfj,む〉£2=ど Aj'IIWUJplli2
jEJ J℃J 

が得られる． したがって，

LAjllWUf』|わ乏 II入11£→ IIWII~ 戸1,2r1L空1,2r1
jEJ 
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つまり，

J IW(x, t)l2 L ふ1刀 (x,t)l2dxdt乏II入llta,/JIIWII~~ が，2r1LクI,2ぞ'

尺れ jEJ 

が得られる．双対を考えることで， W2=Wと換算すると，

J lw(x,t)ILいUfj(x,t)l2dxdt乏II入11£°',/lllwllLf'r'Lf・"' 
良n jEJ 

なので，双対性から，

区ふI刀 (x,t)l2 乏II入llta,/3
jEJ Lp,rば,r

が得られる．この議論を逆にたどれば (4.1)は (4.2)の十分条件であることがわか

る ．ロ

p = cp(D)で0次リトルウッド・ペイリーの局所化を表すことにする．

Remark 4.2. Uの代わりに Uof(x,t) = U[PJ](x, t)を考えることも可能である．こ
の証明を見れば分かるように， Uについては (1.1)しか使っていないので，同じ有界

性を有する u。についても類似の命題が成り立つ．つまり， p,q~l, r,r,a,/3~1 と
する．任意の正の数列入＝（ふ）j Eだと正規直交系 (Jj)jC び（野りに対する一様
評価

(4.5) といUof112 乏11>-llca,/3
L庁Lゲ

が成り立つ必要十分条件はすべての WEL夜',2r'L空',2百配 x良）に対して

(4.6) 

である．

11wu;。 u;Wllca',f3' 乏 IIWII~~が，2r1L印',2ぞ＇

5. 定理 2.1の証明

この定理では辺AB上の A以外の点に限定して考察していた．定理2.1の証明す

る際には O'Neilの不等式は必要としないが，定理 2.2を証明するためにローレンツ
指数をわずかに稼いでおくことが重要になる. 1 > 1のときに定理2.1をわずかに改

p - q 

良しておく．

Theorem 5.1. ¼2½ を満たしている（か¼)が A のみを除いた辺 AB にあるとす

る. 2 + !!:. = d, a= a*(p, q)ならば，入＝（ふ）j Eだと正規直交系 (f山 Cび（配）
p q 

に対する一様評価

区ふ1巴 f氾 乏II入II炉
L『,aL畠

が成り立つ．

これは [2,Proposition 4.2]であるが， [2]にもあるようにハーディー・リトルウッ

ド・ソボレフの不等式の代わりに O'Neilの不等式を用いる以外は [5,定理9]と同じ
である．
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Proof. Re(z) = 0ならばプランシュレルの定理により Tz:L刊股d+l)→ び（配+1)と

なり，この作用素ノルムは zによらない数で上から抑えられる.a= -d-l-2Re(z) 
とおく.O<a<lの場合を考える．つまり， 0< -d -l -2Re(z) < 1と仮定する．

冗の積分核は It-t'「!-1-Re(z)で上から抑えられる．したがって，

(IIW1-ZTZ w2-zllc2)2 

乏JIW心',t')l-2Re(z)IW2(x, t)l-2Re(z) 

即 +1 It -t'ld+2+2Re(z) 
dxdt 

乏jrnwパ・，t)IIL;;;2Re(z))-2Re(z) (II W2(・， t')IIL;;;2Re(z))-2Re(z)lt-t'I―d-2-2Re(z)dxdt 
飛

となる． このとき， l<p<2が 1..=l-aを満たすとする
p p 

1 1 + a d 
-= = ---
p 2 2 

Re(z) 

つまり，

とすると， O'Neilの結果により Ia: £P,2償）→びI,2(民）は有界なので，

II wl-ZTZ w2-z llc2 

乏(IIW叶1 デ 瓢-4Re(z) )-Re(z)(IIW叶1 デユ，ー4Re(z) )-Re(z) 
-2Re(z) -2 -Re(z) -2Re(z) 

Lt Lx Lt Lx 

となる．
d 1 d 
—＋ー＜入。さ— +1 とする. 0 E (0, 1)を
2 2 2 

(1 -0)入。 =1

となるようにとることで，

IIW江ー1W2II 2 < IIW1II 
C口~ L声~,4入。ば°IIW2II 

L声五4入。Lが°

が言える.p,q,a E (1,oo)を

2p'= 
4入。

2入。— d'
2q'= 2入。， I 2 

a = 
l-0 

と定める． つまり，

l d l 1 
-= =1--
p 2入。 q 入。’

2 
a= 

1+0 

とおく．すると，詳しい計算によると，~+~= d, a = a* (p, q)である．

d l d l 1 

2 2 
—＋ー＜入。 :S 2 + 1なので，ーミーである．

p q 

さらに

ロ

定理 2.1の証明を完結させる．また， p= oo, q = 1のときは a*(p,q) = 1である．

この場合は eit△がび（良）で等長であるから， Tー1= UU*: L}L; → L戸L;となる．

したがって，

は明らかである．

「改悪版」

IIW1T-1 W2llc=乏IIW1IIL;L空IIW2IIL;L;;"

d+l 
上記の不等式と入。が よりわずかに大きい場合の定理 5.1の

2 

IIW江ー1W2II 2 <IIW1II C口～ 上 泣 _ IIW2II 
L,2入o-dLがo L声 L;>-o

と定理 3.7を用いて結論を得る．
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6. 局所化された評価

ここからは竺角形 OAB の内部での評価である• IDl-sのフーリエ掛け算作用素の

multiplierは原点では滑らかではないので， p= <p(D)として，局所化された評価を

考える．

Lemma 6.1. 正規直交系 (f山 CL2圏）に対する一様評価

(6.1) I: ふIUPf爪乏 II入llc00
£00£00 

を示す．

Proof. 右辺に現れるだノルムのために，全部の凡が 1と思ってよい．次に， (x,t) E 

股d X 良を固定して，む，t(~) = e―i(x・E-t1El2) <Po (く）とおく. (f山のだ直交性とベッ

セルの不等式から

ど戸PJj(x)l2=LI〈乙，f加 12さII乙応=11¢ollわ

が得られるので， (6.1)が従う． ロ

この証明方法は [2]に載っているが，命題自体は FrankとSabinによるものであ

る. [6] 

Theorem 6.2. (かi)が端点 Aを除いた辺 ABにあるとする.a:= a*(p,q)ならば，

入＝（ふ）j E£°'と正規直交系 (f山 Cび（配）に対する一様評価

区ふ1戸 Pf氾 乏11>..II炉

L『L芸

が成り立っ．

Proof. Pがあるかないかの違いがあるが，証明は定理 2.1と同じである． ロ

補題 6.1と定理 6.2を定理 3.3を用いて複素補間をすることにより，次の結果が得

られる．

Theorem 6.3. (かi)がDABの内部にあるとする.2s = d-(点+~). 0: = a:*(p, q) 

ならば，入＝（ふ）j Eだと正規直交系 (fj)jC ザ（罠りに対する一様評価

区ふ|戸IDI―spf爪 乏II入II炉

LfLば

が成り立つ．

7. 定理 2.2の証明

7.1. 局所評価から大域評価への移行．ブルガン型の次の補間評価を使う．これは周波

数について局所化されたものを大域化するときに用いるが，このままでは大域化され

た評価は弱型としてしか得られない. [3, 7]などに似た評価があるが，ベクトル値版

は[2]に載っている. [2]の定式化を再録する．

Proposition 7.1. Po,P1 > 1, q,a:。心：：：：： 1, co, 釘>0, (g山 EL匹L空において
有界な列とする．ここで， i= 0, 1とする．

1 0 1-0 
-=—+ 
P Po P1 
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1 0 1-0 
-=—+ a a。 a1

0= 
釘

co十釘

とおく．丘恥） = t..p(2-k~)殿）を第 K リトルウッド・ペイリー分解とする. i = 
0, 1, k E Zにつき，

(7,1) L州Ag』2 乏2(-1/+le;ikll入llta,
LfかOOL芸

が成り立つならば，入＝（ふ）j E£°',l(C)に対して

区入jig爪 乏II入llta,1
L『'00Li 

が成り立っ．

変数変換f(x,t) f----t f (2kx, 4kt)と定理6.3と命題 7.1により現時点では，次のこと

が言えている．

Lemma 7.2. (かi)が開三角形△OABにあるとする.2s = d-(~+~), a= a*(p, q) 

ならば，入＝（ふ）j Eだと正規直交系 (fj)jC び（股りに対する一様評価

こ入jleit△ IDl-sf爪 乏II入llta,1
L『•=L店

が成り立つ．

この時点で定理定理 2.2に近づいたが，ブルガンの補題を用いたことにより二つ

の代償を払わなければいけなくなった．ひとつは定義域を小さくしないといけないこ

と，もうひとつは値域を広げないといけないことである．まずは値域を修正したいの

で，定理 5.1を使うことにする．

Theorem 7.3. i >½ を満たしている（かi)が三角形 DABの内部にあるとする．

2s=d-2-1', a=a*(p,q)ならば，入＝（ふ）j Eだと正規直交系 (f山 CL2(配）
p q 

に対する一様評価

区ふlit△IDI―s fjl2 乏II入11£",1
L『L苫

が成り立つ．

Proof. 理想的には 0での大域評価を用いたいが，ブルガンの補超の結論には 0の評

価を含まないので，ここで与える証明には「穴」がある．しかしながら，定理3.8を

用いて厳密に示すことができるので， 0での評価

どふleit汀 12 乏II入IIが

L戸L';f'

を認めて証明する.0を始点として，（かi)を通る半直線が辺 ABと交わる点を Z

とすると， o,zでの評価を複素補間することにより，結論よりよい評価が得られる．
上述したとおり， 0での評価をまともに使うことができないので， 0の近い点での

評価を用いて結論を得る． ロ
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最後にもうひとつの代償である定義域の小ささを実補間で補正する．

p q 
.! > .! を満たしている(.!.!)が三角形 OABの内部にあるとするときは 1+4=q'p p q 

d-2s上の点をこの点が間に来るように十分近くとり定理 3.6を用いて実補間する．

その結果得られる結論が

(~IUJ;I') ! ば L凸（即+')0: GIi入11,,.,,.,,.,,,.

である.p>与河なので，

d 1 d d 
=—+-<-

a(p,q) p q p 

つまり a(p,q)> pである.p<qおよびp> a(p,q)なので，ローレンツ空間の埋め

込みが使える．ローレンツ空間をルベーグ空間に箇き換えられるようにこの結論の

ローレンツ指数を調節できる．つまり，

(~1u1,1') ら年L翌（配+') <'. GIi入11,.,,,,,

である．最後に Aにおいては評価が自明なので，定理3.7を用いて複素補間する．こ

れで定理 2.2の証明が完結した．
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