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変動指数解析の近年の発展と課題
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概要

本稿では， Hardy-Littlewoodの極大作用素の有界性の観点から，変動指数解析の
理論においてこれまでに示されてきた結果と未解決の課題について紹介する．出来—中
井—澤野による論説 [33, 34]を軸にしつつ，これらの論説には書かれていない 2014年
以降の研究や BMOとの関連についても議論を進めていく．
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1 はじめに

本稿では，特に断らない限り， Qを股nの測度が正の可測集合とし， Q上定義された複

素数に値をとる関数やそれらの成す空間について議論を進めていく．本稿全体で用いる数

式や記号をまとめておく．

1. 可測集合Ee股門こ対して，間はLebesgue測度， XEは特性関数を表すものとする．

2. IEI >0を満たす可測集合Eと可測関数fに対して，

f(E) 1 
f(E) := L J(x) dx, fE := IEI =面Lf(x)dx

と定める．これらの表記は，特にウェイトやBMOの議論の際によく用いられる．

3. Cは，その場の議論における主要なパラメータに依存しない正の定数を表すものと

する．一連の数式において，式ごとに異なる値であっても，同一の文字Cで表す場

合もある．

まずは，最も基本的な関数空間と作用素を定義しておきたい．

定義 1.1.pは1さp< 00を満たす定数またはp= 00であるとする．関数fに対し，

llfllv(O) ,~{ (/,,it(x)I'dx r'(l <; P < oo) 
ess.supxEnlf(x)I (p = oo) 

と定める. IIJIILP(O)く ooを満たすf全体を IJ'(O)と書き， Lebesgue空間またはIJ'空間

と呼ぶ以後 0=町の場合は， (0)を省略する．すなわち， llflb(n),Il'(O)をそれぞ

れ IIJIILP,IJ'と略記する．

定義 1.2.局所可積分関数fに対し，作用素M を

Mf(x) := SU□ j IJ(y)I dy (x E切
BぅxIBI Bnn 

で定める．但し，上限は点xを含み, IBnn1 > oを満たすすべての開球Bについてとる
ものとする．この作用素M をHardy-Littlewoodの極大作用素と呼ぶ

M はLebesgue空間びにおいて次の基本的な有界性を満たしている．

定理 1.3(Hardy-Littlewoodの極大定理）．もし 1<p-:; 00ならば， M はU において有

界である．すなわち，すべてのfEびに対して

IIMflb(即） -:;Cllflb(即）

が成り立っ．一方，じにおいて M は有界ではないが，弱 (1,1)型である．すなわち，す

べてのfEいと入 >0に対して

l{x E町： Mf(x) >入}I-::::C入―1IIJIIL1

が成立する．
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Muckenhouptの荷重理論は，この定理の重み付き関数空間への拡張から発展してきた．

これを紹介するために，まずは重み付きの Lebesgue空間と重要なウェイトのクラスを定

義しておきたい．

定義 1.4.股n上で局所可積分かつ正の値をとる関数wをウェイトと呼ぶことにする.pを

1:s;p<ooを満たす定数， W をウェイトとする．関数fに対し，

IIJIILJ;, := (/ IJ(x)『w(x)dx) l/p 
]Rn 

と定め， 1111に<00を満たすf全体を Ltと書く．

定義 1.5.ウェイト wが

Mw(x)::; Cw(x) (x E町）

を満たすとき， A1ウェイトという．一方， l<p<ooを定数として， wが

sup―llw11PXBIILPllw―l/pXBlb1 < 00 
B IBI 

を満たすとき， Apウェイトという．但し，上限はすべての開球Bについてとるものとし，

p'はl/p+ l/p'= 1を満たす数とする.1さpく ooについて，七ウェイト全体を心と
書く．

注意 1.6.ふウェイトの定義は，上記のようにM を用いると簡潔に書くことができる.M

を用いずに，ウェイト wがふウェイトであることを

[w]小=s~p{羞 Lw(x) dx・llw-1IIL=(B)} 

が有限値であることによって定義することもできる．この値[w]A1をwのふ定数と呼ぶ．

一方， l<p<ooの場合は

[w]心=s~p (畜llw11PxBIILPllw-IfpXB lb1) P 
をwのAp定数と呼ぶ

Apについて，包含関係に関する単調性，すなわち，定数 1さp::; qく ooに対して，

A cAが成り立つことが知られている．このことから，ウェイトのクラスAooを次で定p q 

義することができる．

定義 1.7.Aoo := LJ Apと定め，各wE A00をAooウェイトという．
l<p<oo 

ウェイト wがAooに属することが次と同値であることも知られている：ある小さな定数

8>0が存在し，任意の閲球Bと任意の ScBに対して，

:[闊四（鳳）8
が成り立っ．

次はMuckenhoupt[54]による有名な結果である．
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定理 1.8.ウェイト wについて，以下が成り立つ．

1. 1 < pく 00を定数とする．このとき，以下の 3条件は同値である：

(a) w E Apである．

(b) M は L~ 上有界である．すなわち，すべての fEL~ に対して， IIMJIILi:::::

CllfllLiが成り立っ．

(c) M は L~ 上で弱 (p,p)型である．すなわち，すべての fEL~ と入 >0に対し

て， w({x E町： Mf(x) >入})11P:::::c>--1IIJll£iが成り立っ．

2. 以下の 2条件は同値である：

(a) w Eふである．

(b) M はL↓上で弱 (1,1)型である．すなわち，すべての fEL↓と入 >0に対し

て， w({x E町： Mf(x) >入}):::; C入ー1llfll£iが成り立っ．

上記の定理の証明を含むMuckenhouptの基本的な理論については， [7,18, 19, 61]など

で詳しく解説されている．次節で，指数pを可測関数p(・)に置き換えた変動指数Lebesgue

空間を定義し， M の有界性の観点から議論を深めていきたい．

2 変動指数Lebesgue空間

定義 2.1.p(・) : n→ [1, oo]を可測閑数とする．変動指数Lebesgue空間びC・l(n)を

仄）(n) := U : ある入 >0についてpp(!/入） < oo} 

で定義する．但し，

Pp(!):= j IJ(x)lp(x) dx + IIJIIL=({p(x)=oo})・(2.1) 
{p(x)<oo} 

さらに，

llflb<-)(11) := inf {入 >0:pp(f/入） :S 1} 

によって LP(l(n)のノルムを与えることができる．

注意 2.2.

(2.2) 

1. 初めて式(2.2)を見た人は，この式でノルムが与えられることを奇妙に感じるかもしれ

ない．しかしながら， p(・）が定数pの場合は，通常のLPノルム IIJIILP(fl)に一致してい

ることがわかる．式 (2.2) のノルムを， Luxemburg—中野ノルム，または Kolmogorov­

Minkowskiノルムと呼ぶことがある．また，ノルム (2.2)に対して， (2.1)をモジュ

ラーと呼ぶこともある．

2. 以下，変動指数の議論においては， p(・):n→ [1, oo]に対し， p'(・)は共役指数を表
す．すなわち， p'(・)は1/p(・)+ 1/p'(・)三 1を満たす関数であって， p(・)の導関数で
はない．
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変動指数Lebesgue空間の様々な性質や近年の理論の発展については，文献[7,15, 34]な

どで学ぶことができる．以下， Qで定義された可測閲数p(・）に対し，

P+ := ess.supx叩 p(x), P-:= ess.infxEnp(x) 

と定め， 1< P-SP+< ooを満たすp(・)全体を P(O)と書く．変動指数のクラスの議論の

際も， 0=町の場合は， p:=P(野りのように (0)を省略して表記する.Mの有界性の

議論に入る前に，通常の Lebesgue空間に由来する性質で，頻繁に用いられるものを幾つ

か紹介しておきたい．

定理 2.3.p(・) : n→ [1, oo]に対し，以下が成り立つ：

1. (一般化された Holderの不等式）任意の fE IJ'罰n)と9E v'(・l(n)に対し，

fn 1J(x)g(x)I dx S (1 + k-t) llfll£PCl(n)llgllLP'C・l(!1)・

2. (双対性）び'(-)(D)において， sup{ / f(x)u(x) dx : llulbc・J(!1) ::; 1}はIIJIILP'い(!1)， 
と同値なノルムを与える．

3. (桐密性） 0が開集合のとき， P+く ooならば， 9上で定義された無限回微分可能か

つコンパクトな台をもつ関数全体は LP(-)(D)において稲密である．

Cruz-Uribe-Fiorenza-Neugebauer [8, 9], Diening [13]により，変動指数に関する次の

基本的なクラスが確立された．

定義 2.4.

1. 可測関数r(・): D→ (0, oo)が

C 
lr(x) -r(y)I =:; (Ix -yl =:; 1/2) 

-log(lx -YI) 

を満たすとき，局所log-Holder連続であるという．

2. 可測関数r(・): D→ (0, oo)が，ある実定数 Tooについて

C 
lr(x) -国I< (x ED) 

―log(e + lxl) 
(2.3) 

を満たすとき， 00において log-Holder連続であるという．

3. 局所log-Holder連続な関数全体， 00において log-Holder連続な関数全体をそれぞれ

LHo(O), LH00(0)と書く．さらに， LH(O):= LH。(0)n LH00(0)と定める．
4. Mが四(0)上有界となるようなp(・):n→ [1,oo]全体を B(O)と書く．

注意 2.5.

1. 可測関数r(・): n→ (0, oo)について，条件(2.3)は次と同値である：

C 
lr(x) -r(y)I < (IYI 2 lxl)-

-log(e + lxl) 

5 
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2. P+ < ooを満たすp(・):n→ [1, oo)に対して， p(・)E LH(O)であることと 1/p(・)E 
LH(O)であることは同値である．

LP(・) (!1)における M の有界性について，まずは十分条件に関する有名な結果を紹介する．

定理 2.6.

1. (Diening [13])もし 9が有界領域ならば， P(O)n LH。(!1)c B(O)が成り立っ．
2. (Cruz-Uribe-Fiorenza-Neugebauer [8, 9])もし Qが園集合ならば， P(O)nLH(O) c 

B(O)が成り立つ．

3. (Cruz-Uribe-Diening-Fiorenza [5], Diening-Harjulehto-Hiistか水田—下村 [16]) も

しp(・）：町→ [1, oo]が1< P-:S: P+ :S: ooかつ 1/p(・)E LHを満たすならば，
p(・) EBである．

必要条件については，次の結果が知られている．

定理 2.7 (Diening-Harjulehto-Hiistか水田—下村 [16]). nが開集合であるとする.p(・）：

Q→ [1, oo]について，もしp(・)E B(O)ならば， P-> 1でなければならない．

次に，必要十分条件についての結果を紹介する．

定理 2.8(Diening [14]). p(・) E Pに対し，以下の条件は同値である：

(Dl) p(・) EB. 

(D2) p'(・) EB. 

(D3)ある定数qE(l,p_)について， p(・)/qEB. 

(D4)互いに素な開立方体の任意の族Yと任意のfE£P(・)に対し，

区IJIQXQ :s: Cllflb<), 
QEY £P(・) 

(Dl)と(D2)の同値性については， 2017年に Lerner[52]によって，別証明を含む重み

付き閲数空間への一般化が与えられている．

以上，十分条件，必要条件，必要十分条件について，それぞれよく知られた結果を紹介

した．ここから，さらに考察を深めていきたい．条件(D4)において，開立方体Qを任意

に1つとり， Y:= {Q}, f := fXQとおくと， (D4)よりも弱い次の条件が得られる：

(Al)任意の開立方体Qと任意のfEVいに対し， l!IQllxdLP(i~cllfxdl-

LP(・)における Holderの不等式と双対性を用いると， (Al)が次の条件と同値になること

がわかる：

1 
(A2) sup―llxdLP(・l llxQIILP'c・） < 00, 但し，上限はすべての開立方休Qについてとるも
Q IQI 
のとする．
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(A2)の数式がMuckenhouptのApウェイトの定義に似ていることから，条件(Al)ある

いは(A2)を変動指数についてのMuckenhoupt条件と呼び，この条件を満たすp(・)全体を

Aと書くことにする.Muckenhouptのウェイトに関して成り立つ定理1.8と比較し，次の

課題を考えてみたい．

課題 2.9.次の 3条件が同値となるようなp(・)E pに関する仮定を求めよ：

(Cl) p(-) EA. 

(C2) p(・) EB. 

(C3) M は仄・)において弱 (p(・),p(・））型である．すなわち，任意のfE LP(・）と入 >0に
対して，

llx{xE即 :Mf(x)>入}IILP()::; C入―1llflb<-) 

が成り立っ．

注意 2.10.課題2.9に関して，これまでに以下のことが知られている．

l. BとAの定義より， (C2)⇒(Cl)は正しい．また，通常の意味で有界ならば弱い意味
でも有界だから， (C2)⇒(C3)も正しい．さらに， (C3)⇒(Cl)は簡単な計算で示すこ
とができる．したがって，問題となるのは (Cl)⇒(C2)の成立，あるいは (Cl)⇒(C3) 
の成立である．

2. p(・）がある球の外側では定数である場合， Kopaliani[4 7]は(Cl)⇒(C2)が成り立つ
ことを示している．すなわち，この場合は (Cl),(C2), (C3)は同値である．

3. p(・)が対称減少である場合，すなわち， p(x)2". p(y) (lxlさIYI)を満たす場合， Lerner
[51]は(Cl)⇒(C3)が成り立つことを示している．すなわち，この場合は(Cl)と(C3)
は同値である．

4. n 2". 2の場合， Kopaliani[48]は次の反例を挙げて， (Cl)⇒(C3)が正しいとは限らな
いことを示した．まず，定数 1くPl<P2く ooをとり，尺上の無限回微分可能な関

数kを次を満たすようにとる：

(a)区間 [0,3]の外では恒等的にPlに等しい．

(b)区間 [1,2]では桓等的にP2に等しい．

(c) t E [O, 1] U [2, 3]に対しては， Plく k(t)< P2• 

これを用いて，尺n上の関数p(・）を

p(x) := k(x1) (x = (x1, x2, ... , Xn) E町）

と定めると， p(・）は (Cl)を満たすが， (C3)は満たさない．当然ながら，この関数は

対称減少ではない．

上で述べた Kopaliani[47]による結果を改めて定理として書いておきたい．この定理に

ついては， Lerner[51]によって別証明も与えられている．

定理 2.11.p(・） EPに対し，次の 2条件を仮定する：

7 
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(CO) p(・)はある球の外側では定数である．

(Cl) p(・) EA. 

このとき， p(・)EBが成り立っ．

出未—中井—澤野 [33] において， Lerner [51]による別証明を少し修正することによって仮

定(CO)を弱くできること，正確には次の定理が成り立つことが証明されている．

定理 2.12.p(・) E Pに対し，次の 2条件を仮定する：

(CO)'p(・) E LH00. 

(Cl) p(・) EA. 

このとき， p(・)EBが成り立つ．

p(・) E pの場合と同様に， P-= 1の場合についても次の課題を掲げることができるが，
この課題も未解決である．

課題 2.13.p(・) : JR.n→ [1,oo]は1= P-::,: P+ < ooを満たすとする．このとき， (Cl)と
(C3)が同値となるようなp(・)に関する仮定を求めよ．

3 AP(・)ウェイト

まずは， 2012年の Cruz-Uribe-Fiorenza-Neugebauer[10]による Ap(・)の定義と研究結

果を紹介する．この定義は Apウェイトの定義の定数指数pを変動指数p(・)に慨き換えた

ものである.Diening-Hiisto [17]によるもう 1つの定義に比べれば， P-= 1の場合も含ん
でおり， Apの直接的な一般化であるといえる．

定義 3.1.p(・）は 1S P-S P+ < ooを満たすとする．ウェイト wが

咄贔llw1fp(・)XB11£P(l llw―i/p(・lxBIILPぃ<oo
を満たすとき， AP(・）ウェイトであるという．但し，上限はすべての開球Bについてとる

ものとする．また， AP(・）ウェイト全体を AP(・)と書く．

重み付き Lebesgue空間における M の有界性の変動指数の場合への一般化は，それぞれ

Cruz-Uribe-Fiorenza-Neugebauer [10]とDiening-Hiisto[17]で独立した証明が与えられ

ている．その結果の紹介の前に，重み付きの変動指数Lebesgue空間を定義しておきたい．

定義 3.2.p(・)は1S P-S P+ < 00を満たすとする．ウェイト wについて，

IIJIIL;:,C・l := llfw1fp(・llbc-l 

が有限であるような可測閲数f全体を重み付き Lebesgue空間 L{;,(・)と定める．

菫み付き Lebesgue 空間 L炉はノルム II·I£~ぃに関する Banach空間である．後述の
Banach関数空間になることも知られている ([45]).
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定理 3.3(Cruz-Uribe-Fiorenza-Neugebauer [10]). p(・)はp(・)E LH かつ 1~P-~P+ < 
ooを満たすものとし， W をウェイトとする．このとき，もしp(・)E pならば，次の 3条件

は同値である：

(a) w E AP(・）である

(b) M はL岱・)J: 有界である．

(c) M はL庄上で弱 (p(・),p(・))である．すなわち，すべての fELがと入 >0に対し

て， IIX{xEJRn:Mf(x)>入}11£::,<l~C入― 111!11£:;:ぃが成り立っ．

一方，もし P-= 1ならば， (a)と(c)は同値である．

一方， 2011年に公開された Diening-Hiistoのプレプリント [17]では，次の形で変動指

数型の Apウェイトの定義が与えられ，指数が定数の場合に由来する幾つかの址本性質が

証明されている．上で定義された AP(・）と区別するために AP(・）と書くことにする．

定義 3.4.p(・) E Pであると仮定する．ウェイト wが

sup IBI-PB llwxBIIぃ llw―1XBll£P1(·)/p(•) < OO 
B 

を満たすとき， AP(・）ウェイトであるという．但し，上限はすべての開球Bについてとる

ものとし， PBはBにおけるp(・)の調和平均，すなわち

PB:= (固 Lp(~/x) ― 1
である. Ap(・lウェイト全体を Ap(・lと書く．

この定義に甚づいて， Diening-Hiisto[17]は次の単調性を示している．

定理 3.5.p(・), q(・) E P n LHがp(・):::;q(・)を満たすとき，

Ap_ C Ap(・) C Aq(•) CA旺

が成り立つ．

定理 3.6(Diening-Hiisto [17]). p(・) E P n LHとウェイト wに対して， wE Ap(・)である
ことと M がL庄上有界であることは同値である．

課題 3.7.プレプリント [17]で示されたウェイトのクラスの単調性などの基本性質につい

て，より良い自己完結した証明を与えることは可能だろうか？また， Cruz-Uribe-Fiorenza-

Neugebauer [10]による AP(・)の定義の場合に単調性を証明することはできるだろうか？

4 変動指数Lebesgue空間におけるモジュラー不等式

Lerner [50]は次の興味深い結果を証明している．

，
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定理 4.1.p(・) E Pのとき，もしすべてのfE£P(・）に対して不等式

Ln {Mf(x)}p(x)dx SC l罠nlf(x)lp(x)dx 
が成立するならば， p(・)は定数でなければならない．

LP(・）において M が有界であるとは，すべてのfE LPいに対するノルム不等式

IIM f lb() ::::: C llf lb<) 

(4.1) 

が成り立つことをいう．一方，積分に関する不等式(4.1)は，モジュラーを用いればpp(Mf)::;

C pp(!)と表される．このようにモジュラーを用いて表される不等式をモジュラー不等式

と呼ぶ指数が定数の関数空間においては，ノルム不等式とモジュラー不等式は同値であ

る.Lernerの結果は，両者の差異を示しており，変動指数関数空間の研究において重要な

意味をもっ．この結果に関連して，現在までに以下のことが知られている．出来 [24]は，

ウェーブレット理論を用いて，定理4.1の別証明を含むウェーブレットに関連した作用素に

ついてのモジュラー不等式の証明を与えた．さらに，出来 [24] の結果は，出来—中井—澤野

[35] によって重み付きの場合ヘ一般化されている．また，定理 4.1 の別証明は出未—巾井—澤

野[33,34]でも与えられている．最近， Cruz-Uribe-DiFratta-Fiorenza [6]によって，次
の形ヘ一般化されたモジュラー不等式

l {Mf(x)}P(の）心：：：：： ci l。lf(x)lqcの）心+c2
の成立条件が与えられたばかりである．

5 Banach関数空間とボールBanach関数空間

変動指数関数空間をより一般的な視点からとらえるため， Banach関数空間を導入する．
以下， M を恥n上で定義された複素数値可測関数全体とする．まずは， Bennet-Sharpley

[2]に基づいて Banach関数空間の定義をしておきたい．

定義 5.1.XをM の部分空間とする.xがBanach関数空間であるとは，汎関数ll・llx:
X→ [O,oo)が存在して，すべてのf,g, fk EM  (k EN), 複素数入および可測集合Eに
対して，次の性質が成り立つことをいう．

(Pl) (ノルム性）

(Pl-1) (狭義正値性） llfllx = oとなるのは，ほとんどいたるところでf=Oである
場合に限る．

(Pl-2) (斉次性） II入Jllx= I入lllfllx・

(Pl-3) (三角不等式） II!+ gllx s llfllx + llgllx-

(P2) (格子性）もしほとんどいたるところでOSgSJならば， llgllxs llfllx-

(P3) (Fatou性）もしほとんどいたるところで0S Jiさhs... かつfk→f (k→ oo)な
らば， llfkllx→llfllx (k→ oo). 

10 
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(P4)もし IEI< 00ならば， llxEllx< oo. 

(P5)もし IEI< 00ならば，jlf(x)I dx ::::; Cdfllxが成り立つ．但し，仰は正の定数
E 

で， Eには依存するが、 fには依らない．

(x, 11・llx)をBanach関数空間と呼ぶことも多い．

Banach関数空間の議論で重要となる随伴空間の定義，およびそれに関する括本的な性

質を挙げておきたい．

定義 5.2.Banach関数空間Xに対し， llfllx1< 00を満たすfEM全体を X'と書き， X
の随伴空間という．但し，

llf llx1 := sup { Ln f(x)g(x) dx : ll9llxさ1}
であり，これを随伴ノルムと呼ぶ．

補題 5.3.Banach関数空間Xに対し，次が成り立つ：

1. 随伴空間X'もBanach関数空間である．

2. (Lorentz-Luxembergの定理） (X')'= Xが成り立つ．特に， ll・llxと I・llrx')'は同

値なノルムである．

3. (一般化された Holderの不等式）すべての fEXとgEX'に対して，

j lf(x)g(x)I dxさllfllxll9llx1-
]Rn 

通常のLebesgue空間LP(1::::; p::::; ooは定数）だけでなく，変動指数Lebesgue空間vr-l

もBanach関数空間であり，その随伴空間がび'(・)であることが知られている ([49]).さら

に， Banach関数空間に適切なウェイトをつけた重み付きの関数空間も Banach関数空間に

なることも示されている ([45]).

Banach閲数空間の条件をみたす関数空間は，その枠組みの中で統一的に議論していく

ことが可能となる．しかしながら，その枠組みでとらえることができない関数空間も存在

する．ここで， Morrey空間を定義しておきたい．

定義 5.4.町の立方体全体の集合を Qで表す.O<q::::;p<ooとし，

Lfoc(町）：= {f: 任意の有界閉集合Kc民nに対して， fEび(K)}

と定める.Morrey空間Mり（町）を

碕（町）：= {f E応 (JE.n): llf IIM~(即） < 00} 

で定める．但し，

llfllM~(即）：＝認 IQll/p-l/q(/4 lf(xW dx) l/q. 

11 
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一般に， Morrey空間はBanach関数空間にはならないことが示されている．この点につ

いては，次の定義のあとで改めて触れる．したがって， Morrey空間を Banach関数空間の

枠組みでとらえることはできない．そこで，一般の Morrey空間を含むようなより広い関

数のクラスが求められる. Hakim—澤野 [21] にしたがって，ボール Banach 空間の定義を与

えておきたい．

定義 5.5.定義5.1において， Eを任意の開球Bに置き換えたとき，すなわち，条件(P4),

(P5)をそれぞれ次の (P4)',(P5)'で置き換えたとき， XをボールBanach関数空間という．

(P4)' 任意の開球Bに対して， llxBllxく 00.

(P5)' 任意の開球Bに対して，jlf(x)I dx::; CBIIJllxが成り立っ．但し，仰は正の定
B 

数で， Bには依存するが， fには依らない．

ボールBanach関数空間の随伴空間についても， Banach関数空間の場合と同様に定義

する．

ボールBanach関数空間の名前は，定義に開球 (ball)を用いたことに由来する．しかし

ながら，上記2条件において，開球を開立方体あるいはコンパクト集合に置き換えること

もできる．澤野ー田中 [60]により， l<q<p<ooのとき， Mり(JR.n)は(P5)'をみたすが
(P5)をみたさないこと，すなわち，ボールBanach関数空間であるがBanach関数空間で

はないことが証明されている．

6 変動指数の Aoo条件と Herz空間への応用

出来[25,26]において， 3つの指数のうち，積分指数を変動させた変動指数Herz空間が

初めて定義された．まずは，その定義を確認しておきたい.Herz空間の定義のために，以

下の記号を用いる：

1. 整数lに対して， Bz:= {x E町： lxl :=; 21}, Rz := BハB1-1,Xl := XR1と書く．
2. えO:= XBo• 自然数mに対してはぇm := XRmと書く．

定義 6.1.aを実数とし， 0< q :=; oo, p(・) E P とする．

1. nに含まれるすべてのコンパクト集合Kに対してfE I,PO(K)を満たす関数f全体
を L『~;(n) と定める．

2. 斉次Herz空間 i(0<,qを
p(・) 

心：= {!EL厄喜町¥{O}) : llf Ilk仇'.'lく oo}

で定める．但し，

llfllk仇-~:= {沢llfxzllLPぃ}00 
l=-oo り(Z).

12 
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3. 非斉次Herz空間 K",qを
p(・) 

心：= {f EL悶喜配）： IIJIIK仇,~< oo} 

で定める．但し，

IIJIIK; げ:= ll{2°'mllfえ叫ILP<l }~=oll屈(No).

Herz空間上の作用素の有界性を証明するためには，凡や幼などの特性関数のノルムを

いかにうまく評価するかが鍵となる．そのために，次の補題は重要な役割を果たす．

補題 6.2.p(・) E Pが定理2.8の条件 (D4)を満たすとする．このとき，ある小さな定数
o>Oが存在し，すべての開球BとScBに対して

llll~:li'1:::: ::; C (鳳）6
が成り立っ．

この補題の結論の数式がMuckenhouptのAooクラスの条件と似ていることから，変動

指数p(・)についてのAoo条件と呼ぶことにする.Diening[14]による 2つの結果（本稿の定

理2.8と次の命題）を用いて，出采[26]は補題6.2を証明している．

命題 6.3(Diening[14]). p(・) E Pが定理2.8の条件(D4)を満たすとする．このとき，ある

小さな定数o>Oが存在し，互いに素な開立方体の族Yを任意にとれば，すべての非負値

の数列 {tQ}QEY, およびJQi= 0 (Q E Y)を満たすすべてのfE Lf0c(尺りに対して

L tQ 1_ ,5 XQ ::; C L tQXQ 
QEY f Q LP(・) QEY LP(・) 

が成り立っ．

Cruz-Uribe-Hernandez-Martell [11]は， Rubiode Franciaのアルゴリズム [12,57, 58, 

59]を用いて，補題6.2の簡潔な別証明を与えている．その別証明は，ノルム l・lbぃを
一般の Banach関数空間のノルムに置き換えた場合についても有効である．すなわち，次

の定理が成り立っ．

定理 6.4.XをBanach関数空間とし， M が随伴空間X'上で有界であると仮定する．こ

のとき，ある小さな定数8>0が存在し，すべての開球BとScBに対して

llxsllx□ c(図 6
llxBllx IBI) 

が成り立っ．

Banach閲数空間X として，特に重み付きの変動指数Lebesgue空間を考えることもで

きる．したがって，この結果を重み付き変動指数Herz空間における作用素の有界性の証明

ヘ応用することも可能である（出末—野井 [36, 37, 38, 39]). また， BMO関数を伴うコミュ

テーターの Herz空間における有界性を証明するためには，次節で議論する BMOノルム

の一般化が不可欠である（出末 [27,29]). 

13 
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注意 6.5.補題6.2を用いて Herz空間における作用素の有界性を証明する際には， 6の存在

が重要であり，これを用いて指数aの範囲を決めることになる．しかしながら， 6を具休的

に書くことは非常に難しく， aの範囲が不明確であるという欠点がある（出束 [26,28, 30]). 

Almeida-Drihem[l]は， aとpを変動指数にした新たな Herz空間を定義した．そこでの

作用素の有界性の証明において， p(・)にlog-Holder連続条件を仮定し， Pooを用いて aの

範囲を決めることでこの欠点を克服した結果を示している．両者の比較のために，非斉次

Herz空間における M の有界性の結果を紹介しておきたい．以下， 0< q :::'.: oo, p(・) E Pと

する．

1. (出来 [26])p(・) E Bを仮定し，定数釘， 62E (0, 1)を，すべての開球BとScBに

対して

llxslb<) さ c(~〗1 llxsllLP'<・) ::; 0~62 

llxBlbu IBI'llxBIILP'<・) CBI) 

を満たすようにとる．さらに，ーn釘<a:<nr52を仮定する．このとき， MはK:c・｛
上で有界である．

2. (Almeida-Drihem[l])まずはa(・） E£=を仮定し， aとpが変動する Herz空間K:/J'q
を

K:/J'q := {f E 心（町）・ IIJIIK;i']•q := { ll2ma(・)パmll£P(・)に。屈(No)<oo} 
で定める．さらに， p(・)E LH, a(・) E LH= およびーエ— <a=<­n 

脳 (p')=
を仮定す

る．但し， P=,a=, (p')= tま定数で，それぞれ指数p(・),a:(・), p'(・）に対する ooにお

ける log-Holder連続条件 (2.3)に現れるものとする．このとき， M はK:N,q上で有
界である．

7 BMOノルムの一般化

定義 7.1.局所可積分関数bで，次のセミノルム

llbllBMO := sup上Jlb(x)-bQldx=sup 1 ll(b―如）XQIIい
Q IQI Q Q llxQIIぃ

が有限であるもの全体を BMOと書き， BMO空間という．但し，上限は開立方体Q全体

についてとるものとする．セミノルム llbllBMOをBMOノルムと呼ぶ．

定数 lSp<ooに対し，

1 
llbllBMOLP := sup ll(b -bQ)XdLP 

Q llxQIILP 

と定める. llbllBMOLPは上で定義したセミノルム llbllBMOと同値であることが古くから知

られている. llbllBMOさllbllBMOLPが成り立つことは， Holderの不等式から簡単にわかる．

逆の評価，すなわち CllbllBMOLP s I bllBMOの成立については自明ではない．この証明に
用いられるのが次に紹介する John-Nirenbergの不等式 [44]と呼ばれる有名な結果である．

14 
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定理 7.2.定数c1,c2 > 0が存在し，任意の入>0, 開立方体Q,bE BMOに対し，

l{x E Q : lb(x) -bQI >入}Iさc1IQlexp (-
叫

llbllBMO) 

が成り立っ．

本節では， llbllBMOのさらなる一般化について議論する．まずは， llbllBMOLPの定数pを

変動指数p(・)で置き換えた量

1 
llbllBMOLPC.J := sup ll(b -bQ)XQlb< J 

Q llxQIILP<) 

を考える．これと元々のセミノルムとの同値性について，これまでに幾つかの結果が知ら

れている．出末 [26]はp(・)EPnBの場合に， Dieningによる命題6.3を用いて同値性を

証明した．さらに，出末—澤野 [41], 出未—澤野—筒井 [43] で，より一般の p(·) に関しても

同値性を証明した．これらの結果を整理すると，次のようになる：

1. (出末 [26])もしp(・)E P n Bならば， llbllBMOLP(・)とllbllBMOは同値である．

2. (出末—澤野 [41]) もし p(·) : 町→ [1, oo)がP-= 1, P+ < ooおよびp(・)E LHを満
たすならば， llbllBMOLP(・)とllbllBMOは同値である．

3. (出来—澤野ー筒井 [43]) もし p(·) : 町→ [1, oo)が匹<00を満たし，さらに M が

1」p(・)iこおいて弱 (p(・),p(・))型であるならば， llbllBMOLP(・)とllbllBMOは同値である．

特に，出末—澤野ー筒井 [43] の結果は，次に紹介する定理 7.3 に含まれるものではないこ

とに注意しておきたい．

次に，指数だけではなく，関数空間そのものの罹き換えを考える.2012年に Ho[22]は，

Banach関数空間を用いた原子分解の一般化の副産物として，次の定理を得た．

定理 7.3.Banach関数空間Xに対し，

1 
llbllBMOx := sup ll(b -bQ)XQllx 

Q llxQllx 

と定める．もしHardy-Littlewoodの極大作用素M が随伴空間X'上有界ならば， llbllBMOx

とllbllBMOは同値である．すなわち，定数C:::::1が存在し，すべての bEBM゚ に対して

c-1 llbllBMOx ::; llbllBMO ::; C llbllBMOx 

が成り立っ．

この定理について，出末 [31]はRubiode Franciaのアルゴリズムを用いた簡潔な別証

明を与えた．この論文で与えた証明は， XがボールBanach閲数空間の場合や，次節で紹

介する Campanato 空間の特徴付けへも応用できる（出未—澤野 [42] 参照）．

注意 7.4.BMOノルムの一般化について， Orliczノルムを用いた次の結果も知られてい

る．結果の紹介の前に，幾つかの定義をしておきたい．

15 
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1. 関数il>: [O, +oo)→ [0,+oo]がYoung関数であるとは，①が凸関数かつ左連続で，

さらに

il>(O) = lim il>(r) = 0, lim il>(r) = +oo 
r→ +o r→ +oo 

を満たすことをいう．

2. il>をYoung関数とする．股n上の局所可積分関数fで，ある入 >0について

1 iP c1: 入~)1) 心く +oo
]Rn 

を満たすもの全体を £4>(JR門と書き， Orlicz空間と呼ぶ．

3. Young関数① について，ある定数k> 1が存在し，すべてのr>Oに対して il>(2r)さ

輝 (r)が成り立つとき，のは△2条件を満たすという．

Orlicz空間び（町）は，ノルム

IIJIIL"':= inf {入>。 J即 iPCf: 入~)I) dx::; 1} 
に関する Banach空間となる．また， Orlicz空間L町野りは通常の Lebesgue空間じ'(JRn)

(1::; pさoo)の一般化である．実際， 1::;p<ooとして，次の 2つのYoung関数

妬(c),~.-", 動(c),~{ 0 (0 $ C $ 1) 
+oo (r > 1) 

を考えてみる．このとき， £4>1(野り=IJ'(股門， L¥1>2(IR門=Loo(IR.n)が成立する．

Young関数① とOrliczノルム 11・IIL"'を用いて，次のようなBMOノルムの一般化

llbllBMO., := sup ll(b -bQ)XQIIL"' 
Q llxQIIL"' 

を考える.2014年に Guliev-Deringoz[20]によって，もし① が△2条件を満たすならば，

llbllBMO., が従来のBMOノルムと同値になることが示されている．しかしながら，この結
果は2012年にHo[22]によって証明された定理7.3に含まれている.Young関数①が△2条

件を満たすときにX=び（町）が定理7.3の仮定を満たすことはKokilashvili-Krbec[46] 

で示されている．

一方， 2014年にHo[23]は，次に紹介する John-Nirenbergの不等式の変動指数への一般

化を証明している．

定理 7.5.p(・): 町→ [1,oo]が如く ooかつp(・)E LHを満たすとする．このとき，定

数 C1,C2 > 0が存在し，任意の入>0, 開立方体Q,bE BMOに対し，

X{xEQ: lb(か匂＞入}£P(・)::; c1 llxQlb<-) exp (-llb二。）
が成り立っ．

論文 [23]の最後で，上記の定理におけるp(・)に閲する仮定の緩和の可能性が示唆されて

いる．

課題 7.6.定理7.3の逆については，まだ明らかになっていない．すなわち，適当なBanach

関数空間（あるいはボールBanach関数空間）Xについて，定理7.3の結論が正しいならば，

Xはどのような空間でなければならないだろうか？
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8 Campanatoノルムの一般化

本稿の最後に， Campanatoノルムの一般化について議論する．

定義 8.1.0 < 0 S 1, 1 Sp < ooを定数とする．また，開立方休Qに対し， £(Q)はQの
辺の長さを表すものとする．このとき，

II! llo,e := s悶州(Q)―0(責llf(x) -J, 研 dx)l/p = s芯p£(Q)―ell(f~:iij:PQIILP 

が有限となる jELに(JRn)全体を [,P,0と書き， Campanato空間という．但し，上限は謂
立方体Q全体についてとるものとする．

上で定めた IIJll.cp,eについて，次の同値性

IIJll.c1,0 s IIJll.c",e s 0, llf lbe 

が成り立つことが知られている (Carnpanato[3], Meyers [53], 中井 [55],Peetre [56]など

を参照）．

llflb,eの定義において， E を一般のボールBanach関数空間Xに置き換えた星を考え

る.xに関する適切な条件のもとで，この量は元々のCampanatoノルムと同値となる．

定理 8.2(出来—澤野 [42]). 0 < 0 S 1を定数， XをボールBanach関数空間とし，

IIJll.cx,e := sup£(Q) 
-e 11(! -!Q)XQllx 

Q llxQllx 

と定める．また， Hardy-Littlewoodの極大作用素M が随伴空間X'上有界であると仮定

する．このとき，定数C2". lが存在し，すべてのfE [,1,0に対して

c-111!11.cx,e s llfllo.e s c IIJll.cx,e 

が成り立っ．

定理8.2は次の定理から導かれる．

定理 8.3(出末—澤野 [42]). XをボールBanach関数空間とし， Hardy-Littlewoodの極大

作用素M が随伴空間X'上有界であると仮定する．このとき，定数C2: 1, 1 <p < ooが

存在し，
1 1/p 

c-11! 切：：：：： llxQllx IIJXQ販：：：：： c(二げ(x)IPdx)
が成り立っ．

証明．本稿では， Rubiode Franciaのアルゴリズムがどこでどのように用いられているか

に着目した証明の概略を述べる．証明の詳細については， [42]の3節を参照されたい．

結論の左側の不等号は， Banach関数空間に由来するボールBanach関数空間の某本的な

性質，およびM の有界性から簡単に示すことができる．以下，右側の不等号を示す．関

数fと立方体Qを任意にとる．補題5.3より

llfxQllx = llfxQllcx1)1 = sup { l f(x)g(x) dx : g EX', llgllx1さ1}
17 
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となる. llgllx,::::: 1を満たすgEX'を任意にとり，以下，ある C> 0, 1 < pく ooにつ
いて

j f(x)g(x)心：：：：： Cビjlf(x)『dx)l/p llxqllx (8.1) 
Q IQI Q 

が成り立つことを示す．ほとんどいたるところでg=Oの場合に (8.1)が成り立つのは明

らかなので，以下ではそうでない g について考える• B:=IIMllx1→ X'とおき，関数Rgを

Rg(x) := L oo Mkg(x) 
(2B)k 

k=O 

によって定義する．但し

M勺 ~{~g ;::>
M(Mk対） (k 2:: 2) 

である．閲数Rgは以下の性質をもつ：

1. 町上ほとんどいたるところで lgls Rg. 

2. IIRgllx1 s 211gllx1 s 2. 

3. M(Rg)(x) S 2B Rg(x). 

特に， 3番目の性質から Rgがふウェイトであることがわかる．さらに，右辺の定数2B

に注目すると， A1ウェイト固有の呈であるふ定数がgに依らない値で評価できることも

わかる．このことから， Qだけでな<gにも依らない 2つの定数q> I, C > 0について，
逆Holder不等式

(~l Rg(x)qdx) l/q S贔Rg(Q)
が得られる．以下， p:= q'と書くことにする．この結果と通常の Holderの不等式および

一般化された Holderの不等式より

l f(x)g(x) dx S l lf(x)IRg(x) dx 
s llf xQ IILP II (Rg)xQ IILq 

1 1/q 
= llfxQIILP・IQl11q員lRg(x)qdx) 
s llfxQIILP・IQl11q 

C 

IQI 
. -Rg(Q) 

s IIJxQIILP・c IQI―l/pllRgllx1 IIXQ llx 
S2CIQI―11PllfxdLP・llxQllx 

が得られる．したがって， (8.1)が成立することがわかる．

18 
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9 ボールBanach関数空間における補外定理

前節の定理8.3のように， Banach関数空間の場合に成立している結果の中には，その証

明において条件(P4),(P5)をそれぞれ(P4)',(P5)'に置き換えても差し支えないもの，つ

まりボールBanach関数空間の場合についても成立する結果がある．出来 [32]においても，

出未—澤野 [40] におけるサンプリング定理のボール Banach 関数空間への一般化を解説し

ている．

本節では， Cruz-Uribe[4]およびCruz-Uribe-Martell-Perez[12]を参考にしつつ，ボー

ルBanach関数空間における補外定理を解説する．以下rは，艮n上ほどんどいたるとこ
ろで， 0以上かつ恒等的に 0ではない可測関数f,gの組(f,g)全体を表すものとする．

9.1 主結果とその証明

Banach関数空間における補外定理 [4,Theorem 10.1]を次のようにボールBanach関数

空間の場合へ拡張することができる．

定理 9.1.XはボールBanach関数空間であり， M はX上有界かつX'上有界であるとす

る．また，ある定数lSpく ooが存在し，各wE Apについて， fE Lf;; を満たす任意の

(f,g)EFに対し，

llf 11£;;, ::; Cll9IIL;;, 

が成り立つと仮定する．このとき， fEXを満たす任意の (f,g)E Fに対し，

llf llx s Cllgllx 

が成り立つ．

定理9.1の証明のために，次の 2つの補題を用いる．最初の補題は， Jonesの因数分解

定理と呼ばれる Muckenhouptの心ウェイトに関する有名な結果である．

補題 9.2.定数l<p<ooとウェイト wについて，次の 2条件は同値である：

(a) w E Ap. 

(b) W = W1Wげを満たす WI,W2 Eふが存在する．

次の補題は，定数指数の重み付き Lebesgue空間における補外定理である．

補題 9.3.ある定数lSpo<ooが存在し，各woE Ap。について， fEL窃。を満たす任意

の(f,g)E Fに対し，

11111£ 闘SCllgllL闘

が成り立つと仮定する．このとき，各 l<p<ooおよび各wE Apについて， fE Lf;; を

満たす任意の (f,g)E Fに対し，

Ill II£;;, S Cll9IIL;;, 

が成り立っ．
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定理9.1の証明．補題9.3より，定理9.1の仮定がどのような l:::;p<ooにっいても正し

いことがわかる．特に， p=2について正しいことに注意しておきたい．

以下，ふ：=X, X2 :=X'と書くことにする．この記号にしたがって，各j= 1, 2に対

し， Bj:= IIMllxj→ Xjとおき， 0< llh』lxj< ooを満たす朽について関数R九を

00 

叫j==LM屈(2B)k 
k=O 

で定める．このとき，以下が成立する：

(A) lh』：：：：：凡hj.

(B) IIRjhjllふ：：：：： 2 llh』Ix,-

(C) R凸は [Rjhj]ふ：：：：： 2凡を満たすふウェイトである．特に，定数2Bjは関数朽の

とり方に依らない．

いま， o< llfllxく ooかつo< ll9llxく 00を満たす(f,g)E Fを任意に 1組とり，以下

h1 := f ＋ 
g 

llfllx ll9llx 

について考える．三角不等式より， llh叶仄：：：：： 2がわかる．一方， llfllxを

llfllx = II! llcx')'= sup { j f(x)加(x)dx : h2 EX', llh2llx1 :::; 1} 
恥n

と書き換えることができる．ここで， 0< llh2llx1 ::::: 1を満たすh2EX'を任意に 1つと

る．このとき，

J f(x)加(x)心：：：：：J f(x)R心 (x)dx 
即即

= j f(x)R1柘(x)―1/2麟 (x)1;2.R山 (x)1;2R山 (x)1l2dx 
股n

：：：：： Jfi~(9.1) 

が成り立っ．但し

Ii:=/ f(x)2R山 (x)―lR山 (x)dx, 
此”

h:= IR山 (x)R心 (x)dx 
股n

である.12については，次のように簡単に評価できる：

h::;; IIR1h1llxllR2加llx'::;;2llh1llx・2llh2llx1::;; s. (9.2) 

次にIiの評価を行う．まず， wo(x):= R1h1(x)-1 R2加(x)とおくと，補題9.2より woE A2 

となることがわかる．一方， 0:Sf :SI fllxh1 :S llfllxR山より

Ln lf(x)l2wo(x) dx :S 1rn艮n(llfllxR山 (x))2wo(x) dx = llflli:I2 :S 8 llfll文<oo, (9.3) 
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すなわち， fEL!。が成立する．したがって， p=2かつw= w0 E A2について定理の仮

定が成り立つので，特に llfllLi。:SCllgllLi。が成立する．また， (9.3)において fをgに

置き換えた議論により，jlg(x)l2wo(x) dxさ8llgll~ が得られる．以上のことから，
政n

Ii=llfllh。:SC11911え (9.4)

が成り立っ．よって， (9.1),(9.2), (9.4)より定理の結論が導かれる． ロ

9.2 補題の証明

主結果の証明で用いた 2つの補題も下記のように Rubiode Franciaのアルゴリズムを用

いて証明することができる．

補題9.2の証明.(b)⇒ (a)についてはApウェイト (1:Sp< oo)の定義と Holderの不等
式より簡単に導くことができる．以下， (a)を仮定し， Rubiode Franciaのアルゴリズム

を用いて (b)が成り立つことを示す.l<p<ooとwE Apを固定し， q:=pp'とおくと，

1 < qく ooである．作用素S1を

Sif(x) := w(x)1IP M(JP1 w―1/p) (X) 1/p' 

で定めると，すべてのfEびに対し

J応ふf(x)国=Ln w(x)M(JP'w―l/P)(x)P dx 
:SB『jw(x) f(x)P'w(x)―l/p P dx 

即

=B『llfll1q

が成り立つ．但し， B1:= IIMIIL;;, → L{;, である．特に， S1がIIS1ll£q→Lq'.S Bi/p'を満たす
Lq l: の有界劣線型作用素であることがわかる．一方び：= Wl-p'とおくと， (J'EAIであp 

る．同様に， B2:= IIMIIば→L);'とおき，

氾 (x):=叫）1/q M(f P0'-1/p')(x)lfp 

と定めると，ふは 11s叶Iい→Lq :SBげを満たすび上の有界劣線型作用素である．さらに
作用素SをS:= S1 +ふで定めると， SはBo:=11S11£ い Lq'.SBi/p'+ Bげを満たすLq

上の有界劣線型作用素である．これを用いて，作用素Rを

00 岱h(x)
Rh(x) := L 

k=O 
(2Bo)k 

で定めると， RはIIRIILq→Lq S 2を満たすLq上の有界作用素である．いま，ほとんどい

たるところで 0にならないhEびを 1つ固定すると， Rhがほどんどいたるところで有限

値をとることに注意する．このとき，

W1 := (Rh)PびーI/p', w2:=(Rh)P'w―1/p 
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と定めると， W= W1W~-p を満たすことがわかる．最後に， w1, w2 E A1であることを示
す．町上ほどんどいたるところで

wlfq(M四）l/p'= w1fq ((Rh)P'w―l/p) l/p'=ふ(Rh)::; S(Rh)さ2B。Rh

が成り立つ．各辺にw―l/qをかけて最左辺と最右辺を比較すると (M四）l/p':::; 2Bo(Rh)w―l/q 

がわかる．さらに両辺を p'乗すればMw2さ (2B。別W2となり， W2Eふが得られる．
叫€ ふについても同様に導かれる． ロ

補題9.3の証明.l<po<ooの場合について議論を進めていく.Po= 1の場合について

も，下記の議論を微修正することで結論が導かれる．

定数l<pく ooとwE APを固定する.O':= w1-P', X1 := Li, X2 :=ばと書くことに

する．各j= 1, 2について， Bi:=IIMllx戸 Xjと定め， 0< llh』lx1く ooを満たす朽に
ついて，関数R凸を

00 

R凸：＝区
Mkh 
J 

k=O 
(2B州

で定義すると，以下が成り立つ：

(A) lhjl :::: Rjhj・

(B) IIR凸 IIふ：：：： 2 llh』lxj-

(C) R凸は [Ri朽］ふ：：：： 2Biを満たすふウェイトである．

いま， 0< IIJIILl:, く ooかつ o< ll9ll£l:, く ooを満たす (f,g)E Fを任意に 1組とる．
以下，

h1 := 
f 
＋ 
g 

IIJIILi:, ll9IIL忍

について考える．この h1はllh1IIL忍::;2を満たしている．双対性により，ノルムを

IIJIILi:, = sup { J f(x)加(x)dx : h2 E Lt, llh2IIL1;'S 1} 
]Rn 

と書き換えることができる．ここで， 0< llh叫ILJ;'s1を満たす加 EL1; を任意にとる．
このとき

但し

Ln f(x)加(x)dx :S Im股nf(x)R山 (x)―1/po'R山 (x)l/po'R山 (x)dx
:S Ji 1/po 121/po'が成り立つ．

Ii:= Im艮nf(x)PDR山 (x)l-poR山 (x)dx, I2 := ln R山 (x)R疇）dx 
である.12については

12さIIR1h1IILl:, IIR2h2IIL~''.S 2llh1ll£l:, ·2llh2IIL~''.S 8 
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と評価できる．次に， hの評価を行う．まずは， wo(x):= R仇1(x)l-po R2加(x)とおくと，
補題9.2より woE Ap。であることに注意しておきたい．また，

j f(x)P0wo(x) dx S (IIJIILi;, 叫））Po wo(x) dx 
即 ~t;r,f.艮"R山(xr·R山(x)'-~R心(x)dx

= II! 凰12
s Sllflltl 
く oo,

(9.5) 

すなわち， fEL腐であることがわかる．よって，補題の仮定より IIJIIL;;,00'.SC 11911£;;,00が

成り立つ．さらに， (9.5)と同様の評価が関数gに対しても成り立っ．したがって，

Ii= IIJll~li さ Cll9II~~悶::::C・Sll9llt1 

が導かれる．以上のことから，補題の結論が得られる．
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