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Fourier乗子作用素と擬微分作用素について

宮地晶彦（東京女子大学現代教養学部数理科学科）

Fourier乗子作用素と擬微分作用素に関する古典的な結果を概観してから，双線形
擬微分作用素等に関する冨田直人氏加藤睦也氏と講演者との最近の共同研究の一部を

紹介する．

1 Calder6n-Zygmund作用素

a= a(()が町上の与えられた関数のとき，股n上の関数fに対して

T』(x)= J e21rパa(()殿）dふ XE町，
飛”

で定義される作用索九を， a(()を乗子 (multiplier) とする Fourier乗子作用素と言

う．ただしfはfのFourier変換である．乗子aのFourier逆変換を

K(x) = J e21ri心(()d( 
良n

とすれば， Tafは

T』(x)= J K(x -y)f(y) dy 
股”

と合成積の形に書くことができる．一般にはKは可積分関数とは限らないから，上の
合成積は超関数の意味でとらなくてはならない．

Fourier乗子作用素の一般化として， a=a(x, f)が良n X股n上の与えられた関数の
とき，

叫）=! 戸叫（パ）殿）dふ XE町，
恥n

で定義される作用素九をa(x,f)をシンボルとする擬微分作用素と言う．シンボルa(x,f)
のfに関する Fourier逆変換を

K(x,z) = J戸叫(x,f) df 
]Rn 

とすれば， Tafは形式的には

T』(x)= J K(x, x -y)f(y) dy 
]Rn 

と積分の形に書くことができる．

調和解析でしばしば現れる線形作用素Tは次の定義で言う積分核を持つものである．
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定義 l.l.Tはび（町）→ び（町）の有界作用素とする.K(x,y)が（町 X町）¥ {(O, O)} 
上の滑らかな関数で，コンパクトな台を持つすべてのfEび（股りに対し，ほとんどす
べてのx(j_ support fにおいて

Tf(x) = J K(x, y)f(y) dy 
が成り立つとき， K(x,y)はTの積分核であると言う．

適当な積分核を持つ作用素のび有界性に関して次の定理がよく知られている．

定理 1.2.Tがび（町）→ び（町）の線形作用素で IITJII庄（即） ::::: AIIJll£2c即）が成り立
ち， Tの積分核K(x,y)で

IK(x, y)I :'S: Alx -YI叫

J IK(x, y) -K(x, Yo)I dxさA, (1) 
lx-yl>2ly—訓

J IK(x, y) -K(xo, y)I dyさA (2) 
lx-yl>2lx—叫

をみたすものが存在するならば， l<p<ooなるすべてのpに対して

IITJIILP(JR.n)さ： CpAIIJIILP(!R. 吋， fE L2(旧n)n V(ffi.n), 

が成り立つ．

この定理の証明については例えばStein[24]を参照されたい．積分核の条件(1),(2) 
は， Hormander[12]が導入したので， Hormander条件と呼ばれている．
上の定罪を用いて次の定罪が遅かれる．

定理 1.3.乗子aが

岡畷）I:::'.: Cal(I―lal (3) 

という条件をみたすならば， Fourier乗子作用素九はすべての l<p<ooについて

び（町）→LP(冗）で有界になる．

この定理はMikhlin[17], Hormander [12]によって示されたので，条件(3)はHormander-
Mikhlinの条件を呼ばれる．同様な定理は擬微分作用素に対しても成り立つ．

定理1.2,1.3の創始となったのは，罠n上で或る種の特異積分作用素のび有界性を
示した CalderonとZygmundの論文[4]である．論文[4]では，現在Calder6n-Zygmund
分解と呼ばれている補題を示し，作用素の弱型評価と実補間法を利用して，ぴ評価を

証明した． この方法で扱える特異積分作用素は Calder6n-Zygmund作用素と呼ばれ

ている．

Calder6n-Zygmund作用素に対してはじ（町）→ じ（町）有界性は一般に成り立たな

いが，じ（町）をFefferman-Stein[9]のHardy空間Hl(町）で置き換えれば， H尺民門→
Ll(町）有界性は成り立つ．さらに， 0< p < lの場合にも Hardy空間 HPを用いれ

ば，滑らかな積分核を持つ作用素に対しては， HP(良門→び（冗）有界性が成り立つ．

また， Calder6n-Zygmund作用素では Loo(町）→ Loo(町）有界性も一般に成り立たな

いが， Loo(町）の代わりに John-Nirenberg[13]のBMO空間を用いれば， Loo(町）→
BMO(町）有界性が成り立つ．
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2 特異なFourier乗子作用素と擬微分作用素

Hormander-Mikhlinの条件(3)の代わりに 0:::'.:p<lとして

魔a(~)I ご Ca I~1m-plal (4) 

という条件をみたす乗子を扱う場合がある．擬微分作用素では，

18尻a(x,~) I ::; Ca,f3l~lm+olf31-Pl<>I'm E股， o::;o::;p::;1, (5) 

をみたすシンボルaのクラス S悶（股n)がHormanderにより導入されている．乗子また
はシンボルがこれらの条件をみたすFourier乗子作用素や擬微分作用素に対しては，び

やHPでの有界性は， m,p,o,nで決まるある範囲のpに対してしか成り立たない．シャー

プなpの範囲での有界性は次の定理で与えられる．

定理 2.1.0さ6::; p ::; 1かつ 6< 1でaES悶（町）ならば，擬微分作用索九は
11/p -1/21 ::; -m/{n(l -p)}をみたすpE (l,oo)に対してび（町）→ び（町）で有界

である．

この定理の O::;p<lの場合の証明には， Calder6n-Zygmundの理論に納まらない

方法が必要である．論文Calderon-Vaillancourt[3], Fefferman [8], Coifman-Meyer [5], 

Sjolin [23], Miyachi [18]を参照されたい．

3 eil~la(() の形の Fourier乗子など

波動方程式の初期値問題

ふ＝△四，

u(O, x) = J(x), 如 (0,x) = g(x) 

の解は

u(t,x) = j 庄ix-~(ii侭） cos27rt1~1 + g(~) 
sin 27rt1~1 

飛n 27rl~I) 必
で与えられる．ここに出てくる Fourier乗子

cos 27rt1~1, 
sin 27rt1~1 

2叫~I
(6) 

は前節の条件 (4)をp=Oとしてみたすが，前節の定理2.1のp= 0の場合を使った

のでは， f日 u(t,•)のシャープな評価は得られない．乗子 (6) の Fourier 逆変換 K(x)
は国 =1に沿って特異性を持ち，乗子の Fourier逆変換がx=Oにのみ特異性をもつ
Calder6n-Zygmund作用素とは事情が異なるのである．これらのFourier乗子をカバー

する次の定理が知られている．

定理 3.1.¢ が町¥{O}上の滑らかな実数値の 1次斉次関数で， aが

1袈a(~)I s; 仇(1+ 1~1r-1°'1 

をみたす町上の滑らかな関数ならば， eゆ（糾） a(~) を乗子とする Fourier 乗子作用素は，
11/p -1/21さ-m/(n-1)をみたすpE (1, oo)に対してび（町）→ び（町）で有界で
ある．
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この定理の </>(l)= Illの場合は Miyachi[19]で示されているが， </>(l)が任意の 1次
斉次関数の場合は， Seeger-Sogge-Stein[22]がFourier積分作用素と呼ばれる

Tf(x) = J ei<l>(xila(パ）殿）dl 
]Rn 

の形の作用素（関数<I>(x,l)はくについて 1次斉次の実数値関数で， a(x,l)は(5)の条
件をp= 1, 8 = 0でみたす）に対して示した. [22]の方法は，作用素の積分核に対して
Hormander条件を変形した形の条件を示すことであった．

4 双線形のFourier乗子作用素と擬微分作用素

以下， O<p::;1のとき H吋尺n)は股n上の Hardy空間を表し， l<p::;ooのときは
印（町）＝び（町）と約束しておく．
双線形擬微分作用素とは，恥n上の関数f,gに対して

T(j(f,g)(x) = 1股n e2,r紐・ (~+"lla(x,い）殿） g(TJ)d~d'f/, XE町，

で定義される作用素である．ここで a(x,~,TJ) は x,~,'f/ E艮nの与えられた関数で，や
はりシンボルと呼ばれる．シンボルa(x,C TJ) の(~,TJ)に関する Fourier逆変換を

K(x,z,w)= 1艮n e2,ri(z{+W•'f/la(x, ~'TJ) d~d'f/ 

とすれば，形式的には

九(f,g)(x) = J K(x, x -y, x -z)f(y)g(z) dydz 
と書ける．シンボル a(x,~,TJ) が x によらずふ n だけの関数の場合には双線形 Fourier
乗子作用素と呼ばれる．

双線形の Fourier乗子作用素や擬微分作用素の研究は Coifman-Meyer[5]に始まる．

次の結果は， [5],[6], [7], [16], [10], [11]で確立された．

定理 4.1.シンボルが

1a:af a;a(x, ~, TJ) Iご:Ca,/3,'Y(l + l~I + ITJI)―l/31-l'YI 

をみたすならば， aをシンボルとする双線形擬微分作用素T(jは， 1/p+1/q = 1/rをみ

たすp,q, r E (0, oo]に対して印（町） X Hq(町）→ じ（町）で有界となる．ただし， p=

q=r=ooのときにはH叫町） xHq(恥門→ じ（町）を£00(町)X£00(町）→ BMO(町）
で置き換える．

5 特異な双線形擬微分作用素

次の定義の双線形擬微分作用素のシンボルのクラスは， Benyi-Maldonado-N ai bo-Torres 

[2], Benyi-Bernicot-Maldonado-Naibo-Torres [1]によって導入されたものである．
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定義 5.1.0さJspslとする．罠nx民nx股n上の滑らかな関数ぴで

1a~af a;ry(x, t, TJ) Iご:Ca,/3,,(1 + Ill + lrJlr+olal-pl/31-Pl,I 

をみたすもの全体を BS悶（町）と定義する．

〇Sp=6<1の場合にクラス BSm(股りに属すシンボルを持つ双線形擬微分作用p,p 
素の有界性については，線形の擬微分作用素の場合から形の上で単純に類推されるも

のとは異なる状況が生じる．次の定理が成り立つ．

定理 5.2(Miyachi-Tomita [20], [21 ]). 0さp< 1, p, q E (0, oo]とする.rを1/r= 

1/p + 1/qで定め，叫(p,q)を

叫 p,q) = -n(l -p) max {~'~'}, 1 -~'~-~}. 

で定める．このとき， m= mp(p,q)ならば，すべてのryE BS芯（艮門に対して， oをシ
ンボルとする双線形擬微分作用素孔は HP(恥門 xHq(罠り→じ（町）で有界である．た
だし， p=q=r=ooのときにはHP(町） X Hq(町）→ じ（町）をLoo(町） X L00(町）→

BMO(町）で置き換える．

この定理のm= mp(p,q)はシャープな指数であって， m> mp(p,q)の場合には定
理の有界性は成り立たない.0 s p < 1のときにはすべてのp,qE (0,oo]に対して
叫 (p,q) < -n(l -p)/2 < 0であることに注意されたい．
上記歪理でp=Oで印（町）または印（町）がび（町）の場合の結果を精密化した結
果が，最近Kato-Miyachi-Tomita[14], [15]で得られている．
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