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1 序文

N 2'. 3, DC町を境界が滑らかな有界領域 OE叩とする．また， sE (0, 2), 2*(s) = 
2(N -s)/(N -2)とし，入 >0をパラメータとする．本研究では以下の臨界Hardy-Sobolev
型の非線形項を持つ楕円型方程式を考察する．

{ ;~ 邸＋畑＝研［塁―1'u> 0 
av =0 

in 0, 

on an. 
(1) 

この方程式内の臨界Hardy-Sobolev項に関して， s=Oのときは詠召で臨界Sobolev項と
なり， s=2のときはu/lxl2でHardy項となる．臨界Hardy-Sobolev項 (sE (0, 2))の特徴
は，非線形でありながら特異点を持つという、両端点ではどちらかしか持たない性質をど

ちらも持ち合わせているという点であるまた，パラメータ入は次のような意味を持つ：

vを次の方程式の解とする．

｛土+U = u2~~~ い， u>O
血 =0
&v 

in 嘉n,
on 8(y).D) . 

./>. 告このとき， v_x(x)= v(✓ ふ）は(1)の解となる．従って，パラメータ入は領域のスケー
ルを制御しているものであり，方程式における領域のスケールに関する性質は全て入に関

する性質と見てよい

ここで，

Q入(f):= 
J州I▽112 +ザ）dx 
(I IJl2*(s)心）向'

心(D):= inf 仏(u)
uEか (!1)¥{0}

11 lxl• 

とし， (1)の最小エネルギー解を次で定義する

定義 1.1.V入Eが (D)が (1)の最小エネルギー解であるとは， v入が (1)の弱解であり，
Q入（阪） =µ~ 入(D)を満たすことである．

＊本研究は科研費（課題番号：16J08945, 18J01019)の助成を受けたものである．
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定数µ~入(0)はHardy-Sobolev型埋め込みHl(O)'-t£2*(s)(O,lxl-sdx)における有界性
の不等式（臨界Hardy-Sobolev不等式）内に現れる最良定数である．このμ岱入（切に関する
最小化問題は，臨界Hardy-Sobolev不等式における等号成立の成否を間う問題であり，不

等式の研究において極めて重要な問題であるそして，定義 1.1 とµ~入(0)の最小化関数が
満たすEuler-Lagrange方程式より， (1)の最小エネルギー解の存在と，μ岱入(0)を達成する
最小化関数の存在は同値なものとなる．

2 既存の結果と先行研究

臨界Hardy-Sobolev不等式に関連する最小化間題についての既存の結果及び先行研究

について紹介するこの節に限り，領域9として，有界領域，股凡罠1:-:半空間を扱う．また，
本研究の中で主として扱う Neumann間題μf入(D)の他に， Dirichlet間題

µ~(D) := inf Q。(u)
uEH,l(O)¥{O} 

に関する結果も記す．これらの問題に関して，有界領域に関しては，

(i) or;_ TI 

(ii) 0 Eぬ

(iii) 0 E D 

と場合分けして紹介する．

2.1 有界領域における最小化問題

まず， Neumann型の最小化問題に関する既知の事実及び先行研究を紹介する.(i)の場
合において，埋め込みが(0)→L2*(s)(O, lxl-sdx)はコンパクトになる．従って，μr入(0)
の最小化関数は存在する．一方， (ii),(iii)の場合，埋め込みは非コンパクトであることが
知られており，これは有界列の集中現象によるものであることも知られている．具体的に，

N-2 

u EC, 寄(0)を一つとり， Unを0/n内で匹(x):= n 2 u(nx), 0/nの外でUn(x)= 0と定
義すれば，これが非コンパクトな列となるこの埋め込みの非コンパクト性から， (ii),(iii) 

の場合は最小化関数の存在・非存在に関して非自明となる.(ii)において，次の結果のみが
知られていた．

定理 2.1(Ghoussoub-Kang [4]). 領域Qに関して， 0E 80及び原点での平均曲率を正と

するこのとき，任意の入に対してμr入(0)の最小化関数は存在する
このように，領域の幾何学的性質である平均曲率が最小化関数の存在の十分条件にな

ることが知られているこの平均曲率と最小化関数との関係は，臨界Sobolev項 (s= 0) 
の場合においても現れる臨界Sobolev型方程式の研究は， Adimurthi-Mancini[1], Wang 
[15]によって最小化関数の存在が示されたことを皮切りに，正値解の一意性に関する研究
[2, 3, 16, 17], 入→+ooにおける最小エネルギー解の漸近挙動に関する研究 [10,13, 14]な
ど，現在まで数多くの先行研究が存在する (iii)においては [8]による結果が得られている
が，この結果の詳細は次節で紹介する

よって未解決な問題は， (ii)の場合における原点での平均曲率が非正の場合である．この



3

問題を本研究では扱い，結果の詳細を次節以降で記す．

Dirichlet型の最小化問題についても紹介する (i)に関しては，μ:入(D)と同様埋め込み
のコンパクト性から最小化関数が存在する (ii)に関しては， De股｝となるような Qに
関しては最小化関数は存在しない一方，次の結果も得られている．

定理 2.2(Ghoussoub-Robert [5], [6]). 領域Qに関して，oE an及びoE anでの平均曲
率を負とする．このとき，μク(D)の最小化関数は存在する

(iii)の場合， μf(D)は領域0に依存せず一定の値で，μク（切を達成する最小化関数は存
在しない，という事実が知られている．

2.2 艮又良〗における最小化問題

よく知られた事実として，次の結果がある：

μク（股州を達成する最小化関数は存在し，その関数は

如 (x)= aUビ） (a,E > 0), U(x) = (1 + (N _1:~:; _ 2))臼
である．

この結果を用いると，μ汽股f_):=μ 似（股い =μf(股り/2え二ssであり， μf/(艮f_)を達成す
る最小化関数はUa,,:であることも分かる．

注意 2.1.簡単のため，全ての N~3 において µf(股州及びµ汽股f_) の最小化関数は存在
する，と記しているが，厳密にはN = 3,4では最小化関数は存在しない.N = 3,4の場
合， Ua,0(/_ L2(記）であるため， Ua,,:(/_ HJ(股州となる最小化問題を定義する関数空間を
HJ(記）に替えて Dl,2(民州とすれば， Ua,,:E D1•2(良州であるため， Ua,,: が最小化関数と
なる．

3 主結果，関連結果

3.1 主結果

ここではoE anでの平均曲率が非正の場合の結果を紹介する．

定理 3.1([7]). N 2". 4とし， oE anでの平均曲率を非正とする． このとき，ある定数
入＊＝入*(D)が存在して，

(I)入E(0人）のとき， (1)の最小エネルギー解は存在する

(II)入＞入＊のとき， (1)の最小エネルギー解は存在しない．

(III) o E anでの平均曲率が負のとき，入＝入＊における (1)の最小エネルギー解は存在
する

定理 3.2([7]). 入が十分小さいとき， (1)の最小エネルギー解は唯一つである．

注意 3.1.N = 3における最小エネルギー解の存在・非存在は未解決のままである．これ
は注意2.1と関係がある次節で紹介するように，定理の証明にあたっては爆発解析を用

いるが，この時の無限遠方の挙動を制御する際に Ua,e;(/_び（股州の影響が現れてくる．
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原点での平均曲率が負の場合， (III)より最小エネルギー解の存在と入 E(0, 入＊］は同値と
なることが分かる．また，｛入｝を入i/入*(i→ oo)を満たす列とすると，対応する最小エ
ネルギー解の列{v入Jは相対コンパクトとなり，瓜→ V入＊となる．

3.2 関連結果

関連結果として， 0EDの場合の結果も紹介する．

定理 3.3([8]). 0 E Dとするこのとき，ある定数入＊＊＝入..(n)が存在して，

(I)入E(0, 入＊＊）のとき， (1)の最小エネルギー解は存在する

(II)入＞入＊＊のとき， (1)の最小エネルギー解は存在しない．

注意 3.2.定理3.3は全てのN2'.'. 3 で成り立つ．これは，証明の際に Ua,€ を使うことがな
く，次元による制約を課さなくてよいためである．ただし，入＝入＊＊の場合は未解決な問題

となっており，これは定理3.1(III)と状況が似ている

4 最小エネルギー解の漸近挙動とエネルギーの漸近展開

4.1 準備

ここではμぶ(0)に関する諸性質を挙げる．当然のことではあるが，最小化関数は存在
するか存在しないかのどちらかしかないこの存在・非存在に関して，パラメータ入との

関係を明らかにする．

補題 4.1. (i)μ:,¥(n)は入に関して連続非減少関数である．

(ii)任意の入 >0に関してμ:,¥(n)::; μ グ（賊ど）が成り立つ．

(iii) lim,¥→ oμ:,¥(n) = oが成り立つ．

(i)はμ:,¥(n)の定義から自然に得られる.(ii), (iii)の証明に関しては， μ:,¥(n)::;Q,¥(u) 
が任意のuE H1(切で成り立つことを用いる.(ii)はlim0→0Q.¥(U1,c) =μlj(罠1:)より， (iii)
は定数Cを用い， lim,¥→oQ.¥(C) = 0よりそれぞれ成り立つ．
心(0)の値と最小化関数の存在・非存在には次の補題のような関係がある．

補題 4.2. (i)μ:,¥(n) <硲（認）が成り立つならば， μf入(n)の最小化関数は存在する．

(ii)ある>.'>0においてμ以(0)=硲（股1:)が成り立つならば，任意の入＞入＇において
心(n)の最小化関数は存在しない．

(i)はconcentrationcompactness lemmaより成り立つ．つまり， μf入(n)の最小化列に関
して，集中現象が起こるならばそのエネルギーはμlj(艮1:)に達する，という事実を用いて
証明する (ii)は背理法で証明する実際，入＞入＇となる入において， μf入(0)の最小化関数
U入が存在したとすると，補題4.1(ii)より，

µ:(股~) =µ~,\'(n)::; Q,¥'(u,¥) < Q,¥(u,¥) =μ 以(n)::; μ: (政~)

が成り立つが，これは矛盾である．

これらの補題から，次が得られる
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命題 4.3.次の 2つうちどちらか一方のみが必ず成り立つ．

(A)任意の入 >0において，μ:入(0)<μ グ（股lj_)が成り立ち，μら(0)の最小化関数が存在
する．

(B)ある定数入＊が存在して，入 E(0, 入＊）のときμ:入(0)<μ 汽貶釘が成り立ち，μ以(0)
の最小化関数が存在する．入乏入＊のときμ入(0)=砂（貶いが成り立ち，入＞入＊の
とき最小化関数は存在しない．

補題4.1,4.2の証明からも分かるように，この命題は任意の Qで成り立つ．原点での平

均曲率が正の場合， Ghoussoub-Kang[4]により (A)が成り立っていることが分かるこれ

に対して，平均曲率が非正の場合は (B)が成り立つというのが定理 3.1の主張である．
(B)が成り立つことを証明するためには背理法を用いる任意の入において (1)の最小

エネルギー解 v入€ が (0)が存在したと仮定し，この v入の入→ +ooに関する漸近挙動を
詳細に調べることにより矛盾を導く．

注意 4.1.梢円型正則性の議論より， v入Ec0,a (TT) n C'. 贔(TT¥{O})が成り立つ． 特に
sup咋 Q狐(x)< +ooが成り立っている

4.2 爆発解析

ここでは入→十ooにおける mの漸近挙動及び仏(v>.)の漸近展開を考察する.a入'(3入E
恥及びX>.Eりを次で定義する：

—是
a入=II狐11£00(0)=瓜(x;_),瓜 =a入

以下の二つの命題の証明は [7]に譲る．

命題 4.4.入→ +ooにおいて，

(i)全てのxEOにおいて，狐(x)→ 0, 

(ii) at2 /入＝（訳）ー1→ +oo, 

(iii) Ix,¥ I = o(/3入）

が成立するまた，任意の c> 0, 0 > 0に対し，ある入。が存在し，入＞入。ならば

(iv) 狐：入~) -u (w~ 入~)) < s in O n B 13心
(v) V入 ~2s入麟exp(-'Yo~(x)入り in !1 ¥ B6, 

が成立するここで， W は原点近傍での境界 80 を平坦に変換する微分同相写像， ~(x) = 
min{ 770, dist(x, 80 n Bり｝であり， 770= 770(!1),'Yo='Yo(!:1, s)は正の定数である．

命題 4.5.N~4 とするこのとき，入→ +ooにおいて， Nとsのみに依存する正定数Ci,
らが存在して

心(D)=仏(v.>..)= {瓜（記）一広H(O)c:+ C2入召+o(入ぎ）
砂（記）ー C直 (O)c:+ C2入召log占+o(入召＋召log迄）

が成り立つ．ここで， H(O)は原点での平均曲率， Q< c = 0(1/入）である

(N戸5)

(N = 4) 
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この命題4.5より，平均曲率が非正の場合において，入が十分大きいところでμr入(D)> 
μ汽記）が成り立つことによる補題4.l(ii)との矛盾から， (B)を導くことができる命題
4.5に現れる平均曲率は，命題4.4に登場する微分同相写像Wにより引き出すことが可能

となったこの巾はLin-Ni-Takagi[9]により最初に発見され， [10,11, 12]などでも紹介さ

れている．

(III)の証明についても背理法で行う.(I)より，任意の入＜入＊で (1)の最小化関数が存
在するため， llv>.IIL00(n)→ +oo (入／入＊）と仮定して矛盾を導く．実際， llv入IIL00(n)→ +oo 
（入／入＊）を仮定すると，命題4.4,4.5と類似の結果が得られ，やはりμ岱入(D)>μ1;(良':-)が
成り立っため矛盾となるこのことから， llv入IIL00(fl)の入に関する一様有界性が得られ，結
果として， Lebesgueの優収束定理から，

V入→v入.weakly in H1(D), µ~ 入.(D)= limµ~ 入(D)= lim Q入（狐） 2".Q入.(v入＊）
入/入＊入／入＊

が成り立っため， v入．が最小化関数となる．

5 最小エネルギー解の一意性

最後に，定理3.2の証明を述べる．鍵となる命題は次の命題である．

命題 5.1.入→0のとき， llv入IIL00(n)→ 0が成り立つ．

この命題を用いて証明を行う｛入;}を入，→0 (i→ oo)を満たす列，叫， V;をそれぞれ(1)
の入における最小エネルギー解とし， A;:=llu; -v;IIL=(n) =J 0とする.z;=A;1(u;-v;) 
とおくと， (1)より，
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in n ， 
on an 

が成り立つ．右辺に関して平均値の定理と命題5.1を使い， llzillL00(f1)= 1を用いると，楕
円型正則性より， Zi→ z。inC゚，a(D)n H1(0), 

{-;: ゚。~o in n, 
on an 

が成り立つ．さらに， llzollL=(n)= lim; → = llz;IIL=(n) = 1より， z。=1が分かる．一方， U;,V;
は(1)の最小エネルギー解より，

J叶*(s)-2_ v;*(s)-2糾v;dx= 0 
n lxl• 

が成り立つ．これは，任意のiにおいて U;-V; は符号変化することを意味しているが，符

号変化することは Z;→ 1 in c0,"'(TI)に矛盾する．
以上のようにして入が十分小さいときの一意性を証明する．
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