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On an ath Order Fractional Radon Transform 

and a Wave Type of Equation 

a階非整数次回ラドン変換と波動方程式への応用

1 序文

筑波大学大学院システム情報系 藤井克哉

筑波大学大学院数理物質系 木下保

流通経済大学教育支援センター 鈴木俊夫

1917年にRadonによって提唱されたラドン変換は，数学のみならず，工学や医学の発展

にも大きく寄与してきた積分変換である．特に， Cormackが発明した CT(Computerized

Tomography)の原理など画像再構成の問題においては，ラドン変換は中心的な役割を果た

しており，昨今でもラドン変換を念頭に置いた様々なCTへの応用が開発されている．数

学的な側面では，ラドン変換の像空間の決定などが問類になる．一般の多様体上でのラド

ン変換の理論はGelfandやHelgasonにより積分幾何学の観点から大きく発展した. [2, 3] 

数学と工学の間で共通する重要なラドン変換の問題は，解の存在と一意性，つまりラドン

変換された像空間（工学ではサイノグラム空間と呼ぶ）から変換前の関数（画像）を復元

できてさらに一意かどうかといった間題が挙げられる．理論的には再生公式の構成がその

解答を与え，応用上では，得られた画像の正しさを保証するためにも重要である．（詳し

くは [5]を参照）

本稿では最初に古典的なラドン変換の再生公式の導出と応用を述べ，次に a階fractional

ラドン変換というものヘ一般化する．この変換は主に 2種類のものが考えられ，それぞれ

aにかかる意味が異なる．詳しくは第3章で説明するが， 1つ目の a階fractionalラドン

変換は，その双対作用素との合成から得られるリースポテンシャルに注目して定式化され

る．もう一方の変換は，非整数次回フーリエ変換を用いて新たなラドン変換を定めその変

換を用いて定義される．本研究では主に， 2つ目の a階fractionalラドン変換に注目して，

その再生公式を導き，ある波動方程式の解を構成できることについてを議論する．

2 古典的なラドン変換に対する再生公式とその応用

ラドン変換を， fE S(R門に対して以下で定める．

町 (t,,)= J f(x)b(x・1-t)dx 
Rn 

(2.1) 
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ここで'YEsn-1 (§n-1はn-l次元球面）であり， 8(・）は1次元Diracのデルタ関数とす

る．この積分変換は'YEsn-1に直交する超平面Rn-1上でf(x)を積分することで定義さ

れ， n=2の時はX線変換と呼ばれており，以下で与えられる．

Xf(t,1) = J f(t1+P'Y_j_)dp. 
R 

次に，ラドン変換(2.1)の再生公式を導出しよう．ここでn次元フーリエ変換を以下で与

える．

F[f](l) =殿） = J f(x)e―ix-I; 
Rn 

このとき，ラドン変換とフーリエ変換との間には次の定理が成り立つことがよく知られて

いる．

定理 2.1[Fourier Slice Theorem] 

f E S(Rn)に対して，次が成り立つ．

F[Rf](s,ry) = F[f](sry) (2.2) 

注意するべきは左辺のフーリエ変換は 1次元フーリエ変換であり，右辺はn次元フーリ

工変換で定めている．定理2.1は工学では投影切断面定理とも呼ばれ， RJ(t,,y)の1次元

フーリエ変換が， f(x)のn次元フーリエ変換の7方向の断面と一致することを示してい

る．またこの定理により，ラドン変換がフーリエ変換のみで定義できることを示してお

り，この関係性をもとに第3章では新たなラドン変換を定義する．

定理 2.2[古典的なラドン変換の再生公式］

f E S(R門に対して， Rfから fを再生する公式は以下で与えられる．

f = l (―△)デ冗町 (2.3) 
2(21r)正 1

再生公式(2.3)における 2つの作用素について説明する．先ず冗＊はラドン変換Rの双対

ラドン変換と呼ばれ，

戸）(x)= J cp(x• い）du('Y), 
§n-1 

で定義される．ここでdu('Y)は球00sn-1上でのハール測度である．実際，形式的に冗と
冗＊はcpEび(R,sn-1)に対して，次の関係が成り立つ．

（い）£2(Rx§n-1)=「:1n-Jn J(x)b(t -"(・x)dxcp(t, ,y)dtdu('Y) 
J f(x) J cp('Y・x,,y)du('Y)dx 
Rn sn-1 

(!, 応）
炉(Rx§n-1)
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また，（一△）れ2'はラプラス作用素と呼ばれ，フーリエ変換を用いて，

（ー△）芳け(x)=写[llln-lF[f]] (x) 

と定められる．

証明 ラドン変換と双対ラドン変換の定義より，次が成り立つ．

冗 Rf(x) J R(f)(x・1,1)dび(,)
sn-1 

J _!_ J eisx寸(s1)dsdCJ(,)
sぃ 27r R 
1 00 0 五し{j,eisx寸(s,)ds+ loo eisx寸(s1)ds}伽(,)
1 -! J戸吋(s1)dsdび(,).
7f sn-1 0 

t = s, と極座標変換して，
1 

丘 f(x)=;;: in eix勺ll1一ヅ(l)dr

となる．さらに(―△)芳Lを作用させて，

(―△)デ戸f(x)= (2が l J口^
7f (21r)n Rn 

f(l)dl 

を得る．故に，

f(x) = (―△) n21冗＊冗(f)(x).ロ
2(21r)n-1 

この章の最後に，ラドン変換の再生公式を応用して腹部CTデータから画像を復元する様

子を見る．実際の医療現場では， 2次元あるいは3次元のラドン変換の再生公式が用いら

れ， FBP法 (FilteredBack Projection Method)と呼ばれている．現実のCTでは全ての

の方向から投影データ (Rf(t,'Y))を得ることは不可能であるので，十分多くの方向数を仮

定して復元している．
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図 1:投影データ，方向数512 図 2:再構成画像

3 a階fractionalラドン変換

この章ではラドン変換を一般化したa階fractionalラドン変換を導入する.a階fractional

ラドン変換は大きく分けて 2つの場合が存在する.1つは1960年に Semyanistyiによって

提案されたリースポテンシャルに基づいた定義である.([9]を見よ）まずリースポテンシャ
ルJ<>を以下で定める．

叫） = 1 f * l = 1 / f(y) 
加(a) lxln-a 加(a) Rn Ix -Yin-a 

dy, (a ER). 

リースポテンシャル『は次の性質を持つことが知られている．

• J<> J/3 f = J<>+/3 f, I゚f= f, a,/3 ER 

• F[I°'f(x)](() = 1(1-a/(() 

• F[(―△)デfl(()= l(ln-l jほ）

この時， fractionalラドン変換冗(a)を次で定義する：

図 f(t,r)= C~1 J f(x)lt-X. rla-ldx 
Rn 

~ ~ 

'-'-で,

8(s) = lim似(s), ka(s) = C;:-11s1"'-1, Ca= 
2"'計/2r(a/2)

a→ o r((l -a)/2) 
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と定める.ka(s)をリース核と呼ぶ.([8]参照）この Fractionalラドン変換冗(a)は次の意

味で通常のラドン変換の一般化になっている．

R(aif =冗f
a=O 

次に SemyanistyiのFractionalラドン変換の再生公式を構成しよう．そこで，次の双対

Fractionalラドン変換を導入する：

00 

R冨 (x)= 0;;1 j j r.p(,, t)lt -x. ,1a-ld(5(,)dt, r.p(,, t) E S(sn-1, R) 
―00 sn-1 

この時，次が成り立つ．

定理 3.1(Semyanistyi) f E S(R門に対して，以下が成立する．

叫加十n-lf=冗謬(aif, Cn = 2n-l7rn/2-lr(n/2). 

故に，

1 
f = -J-2a-n+l冗｛訊?,(aif・
Cn 

この定理における aを0に近づけることにより，通常のラドン変換の再生公式となる．

次に 2つめの fractionalラドン変換を尊出する．これはフーリエスライス定理(2.1)に

おけるフーリエ変換を一般化して得られる a階fractionalフーリエ変換を用いるため，ま

ずはa階fractionalフーリエ変換について簡単に説明しよう.a階fractionalフーリエ変

換とは 1929年頃から N.Wienerらによって [10]で提案された，実空間と周波数空間を補

間する変換であり，現在では量子力学や光学，信号処理等へ応用されている ([6]参照）．
a階fractionalフーリエ変換F(a)は，以下の積分核を持つ禎分変換である．

~ ~ 

'--'--で，

五[fl(~)=j氏（パ）f(x)dx, 
R;l 

叩—~)

K.(パ）~{O(xH) 
(Cat exp{ 

(a E加 Z),

(a+ 1r E 21rZ), 

i(lxl2 + 1~12) ix.~ 
2tana ―sin a} (それ以外），

であり，ら＝（が")
加 isina
2とする．さらに a階fractionalフーリエ変換の逆変換は，

戸 [cp](x)(=F(°'l*[cp](x)) = i的い（い）畷）d~ 

で与えられ，特に Cl!=恥の時は，通常のフーリエ変換と一致する.Cl! 階fractionalフーリ

工変換は以下の性質を持つことが知られている．
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• （対称性） Ka(x, l) = Ka(l, x) 

• （共役性） K_a(x, ど)= K;(x,t) 

• （加法性） Ka+f3(x, 0 = Ji的応(x,y)Kf3(Y, l)dy 

• （周期性） Ko(x, l) = K21r(x, l) = 8(x -l) 

• （一般性） K1r;2(パ） = (2,r~n/2 exp(-ix・l) 

ラドン変換はフーリエスライス定理によって，フーリエ変換を用いて表現できることか

ら， a階fractionalラドン変換を次で定義する.(Semyanistyiのラドン変換と区別するた

めに上付きの aで書く）

R,(al(J)(t, ,) := C,;-n Fi二~l[F~竺f=s)f(X) ]](t, r). 

またa階fractionalラドン変換は1次元のDiracのデルタ関数を使って以下のようにも表

現することができる．

i(lxl2 -柱）
炉 (J)(t,,)=L~8(t-x-1)f(x)exp{ 2tana }dx 

f E S(Rn) の a 階 fractional フーリエ変換 FC"'lj は， a=O の時，関数 f となり， a=~

の時刀flと一致することから， o::;aさ§ の時， a階fractionalラドン変換はfから冗f

へのサイノグラム空間を補間する．

図3:Sample data, f 医4:a=転， Rけ/3)f 
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属

｀ 

図 5:a=紅1r,n (51r ;12J 図 6:a=柘，冗f

次に a階fractionalラドン変換の再生公式を構成する．古典的なラドン変換と同様に

fractionalラドン変換に対する双対作用素を以下で定義する．定め方は第2章の方法と同

様である,cp(t, "f) E S(R X§n-l)に対して，

炉 *(cp)(x)= ln-1 exp{i((x·2~~n~lx ド）} cp(xい）di:,('Y) 

また a階fractionalフーリエ変換に関するラプラス作用素を以下で定める．

―△ (a) := F(<>)* 1~12 F(a). 

(a階fractionalフーリエ変換に関する擬微分作用素については， [7]を参照）

定理 3.2[Fractionalラドン変換の再生公式]n2':2として，ーn/2<a< n/2を満たし

ているとする．この時， n(a)fからfを再構成する公式は以下で与えられる．

1 
f(x) = 
2(21r sin a)n-l 

（一駅））デR,(a)•n(a)(f)(x) (3.2) 

証明 fsn-1 G('Y)da('Y) = fsn-1 G(-"f)da('Y)に注意して，

炉）＊炉(f)(x)= J 
i(('Y・x)2 -lxl2) 

sn-1 exp { 2tana }炉(f)('Y・い）da('Y) 
J exp i(('Y-x)2-lxlり
sn-1 { 2tana } 

x<; 炉―nc_"'J exp{ -
i(('Y• x戸＋炉） i('Y• x)入

＋．  
R入

2tana sma }F("'l[J](入"f)d入da('Y)

2cl-nc_a fsn-, 100 exp { -i(I; こ~aい~2) + i(~i~~x}FC"'l[J](>.'Y)d入da('Y)
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= 2c~-nc_"'j exp -i(lxl2 +罰）十 i~・X}炉叫f](() l(ll-nd( R({ 2tana sma 
= 2(21rsinat-1F(a)•[元[J](()l(l1-n](x). 

fractionalフーリエ変換の再生公式を使って，次を得る．

f = 1 F(<>)*I〈1n-lF(a)炉＊炉(f)(x).ロ
2(21rsina)n-l 

この章の最後に波動方程式と fractionalラドン変換との関連性を見る．古典的なラドン

変換を用いて高次元の波動方程式の解を構成できることがよく知られている．以下は3次

元の波動方程式に対するコーシー問題である.([4]参照）

｛叩—ふa~O ((t,x)E(D,=)xR'), 
u(O, x) = 0, 如 (O,x)=f(x) (xER3). 

この解はラドン変換を用いて，

U t, X = -S1r2 J⑬ (f)(x・"(+ t, 1)da('Y). 
s2 

とかける．実際， u(O,x)の§2J::: の積分は奇関数になるのでu(O,x)= 0となることがわか

る．さらに

1 ―戸／辱(f)(x・"'f,1)du("Y) 
§2 

Otu(O, x) 

1 

8召
ー△冗Rf(x)= f(x) 

であることがわかる．このことを念頭において，以下のラプラス作用素を a階fractional

フーリエ変換に関する擬微分作用素に変更した 3次元のfractional型波動方程式に対する

コーシー問題：

｛恥—,~'"△\"'u~0 ((t,x) E (O,oo) x R'), 

u(O, x) = 0, 如 (O,x)=f(x) (xER3). 

の解はfractionalラドン変換冗向を用いて，

u(t, x) = u("l(t, x) = -8しL副(x,t, 8t)炉 (f)(x・1+ t, 1)d(j(1), 
であることがわかる．ここで

i(t2 -lxl2) it 
犀(x,t如=exp{ }(8t - )  

2tana tan a 
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仁）であり， a=~ の時釘 (x,t, at) = atとなる．この事実を示すために，初めにu(al(t,x)が
fractional型波動方程式の解であることを示そう.fractionalラドン変換の定義から

-it2 
犀(x,t, at)正 (f)(t,'Y)= q炉(x,t, at) exp { n f(x) exp 

i(lxl2) 
2tana} (Ltana})(t,'Y) 

を得る.g(x) := exp { /ご：↓~a}f(x) と置いて，

q炉(x,t, at) (expし；二}n(g)(t,分） =exp{ - ilxl2 2tana}⑰ (g)(t,'Y) 
を得る．故に，

ilxl2 
⑬ (g)(t,'Y) = exp Ltana}副(x,t, at)正 (f)(t,'Y)-

となり以下が得られる．

u(t, x) = - 1 J⑰ (g)(x・'Y + t,'Y)du('Y) 
8召炉

-8炉 exp{工二}12 q罰(x,t, at)炉 (f)(x.'Y+い）du('Y) 
exp { 
ilxl2 

2tana 
｝臼(t,x) 

叫 x)= exp {』二｝臼(t,x)は次のコーシー問題の解となる：

一方，

｛応(t,x) ―△四(t,x)~0 ((t,x) E (O,oo) x R'), 
u(O, x) = 0, atu(O, x) = g(x) (x ERり・

—• (a)= -(sinバ）△-i(sinacosa)(2x• ▽ x + n) + (cos2 a)lxl2, 

に注意して，

伽12
△四(t,x) =今(exp{ }砂）(t, X)) 

2tana 
ilxl2 2ix in I年

exp{ }(今十 • ▽ x + - 2)u(al(t, x) 
2tana tana tana tan a 
ilxl2 i 

exp{ 
2tana sin2 a 
} △竺伍(al(t,x). 

となる． したがって a;u(a)-忘丘△竺伍(a)=0. を得る．次にu(a)がfractional型のコー
シー問題の解となることを確かめよう．

ilxl2 ilxl2 
万 (0,x) = exp { -2tana }u(O, x) = exp { -2tana} x O = 0, 
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であり，

亭 (O,x)= exp {ー；ti二｝叫O,x)= exp { -2:I二}g(x)= f(x) 
がわかるので砂）(t, x)は以下のコーシー問題の解であることがわかる．

｛冴u<•l -si,~a△竺u<•l~0 ((t,x) E (0,=) x R'), 
砂）(0,x) = 0, 如叫0,x)=f(x) (xER3). 

4 おわりに

本稿では，古典的なラドン変換の自然な一般化としてS(R,sn-1)へ写すようなfractional

ラドン変換を構成してきたが， [1]では，アフィン空間J::における fractionalラドン変換を

構成し，その再生公式も得られており，一般次元における fractional型の波動方程式に対

するコーシー問題に対しても解を与えている．
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