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概要

本稿では一橋大学名誉教授の山田裕理氏との共同研究 [YY18]のあらましを解説する。

1 可換群上の二次形式

定義 1.Aをアーベル群とする。写像 q:A→ Q/Zが以下の条件を満たすとき，群 A上の二

次形式という。

(1) a, (3 EAに対し,b(a, (3) := q(a + (3) -q(a) -q(f3) E Q/Zは A上の双線形形式を定める。

(2) a E A, n E Zについて， q(na)= n切(a)が成り立っl。

部分集合 BcAに対し．その直交補を B_j_:= {a EA I b(a,B) = O}で定める。 A_j_=0であ

るとき．二次形式 qは A上非退化であるという。

q(a) = 0を満たす aEAを等方的といい，また部分集合 BcAがq(B)= 0を澁たすとき，

全等方的であるという。 Bが全等方的部分群ならば BCB_j_であるが．一般に逆は成り立た

ないことに注意する。

例 2.Lを偶格子， L*C Q翫 Lをその双対格子とするとき， L*/L上に q(入十L):= (入 I入）/2+Z 

として Q/Z-値を定めると， Disc(£):=(L*/L,q)は二次形式を伴う群の例を与える。 Disc(£)

を Lに付随する判別子形式 (discriminantform)という孔

2 よい VOAと二次形式

定義 3.Vを頂点作用素代数 (VOA),Rep(V)を有限生成 v加群がなす表現圏とする。

(1) Rep(V)にフュージョン積の構造が備わっており， Rep(V)がフュージョン積に関してモジュ

ラーテンソル圏 (ModularTensor Category, 略して MTC)となるとき， Vをよい VOAと呼

ぶ凡

1この条件は q(-a)= q(a)に置き換えてもよい。
2discriminantは判別式と訳されるが，この訳語は私が勝手に作ったものである。
3組紐構造やツイストは VOAの場合には標準的に定まるものを考える。 Vを単純自己双対，有理型，ら有

限， CFT型な VOAのとき， Vは本稿の意味でよい VOAになることが知られている (cf.[HOS])。
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(2) V をよい VOAとし， Irr(V)で既約 v加群の同型類全体の集合を表す4。このとき M,

NE  lrr(V)に対し凡フュージョン積

M翌N= ① 心，NL （心，NEZ:c:o) (2.1) 
LEirr(V) 

が定まっている。（ここで nん，N はM 図 Nにおける Lの重複度 [M図 N:L]である。） Irr(V) 

の元を基底とする自由 Z加群に (2.1)で代数構造を導人したものを Vに付随する Verlinde代

数もしくはフュージョン代数といい， §(V)で表す。これはテンソル圏 Rep(V)のGrothendieck

環である。 Verlinde代数は有限階数可換結合代数である。

(3) A E Irr(V)が任意の MEIrr(V)に対し A図MEIrr(V)を満たすとき， Aを単純カレン

トという。単純カレント加群の同型類全体のなす集合を Irr(V)0で表す。 [LY08]より， Irr(V)゚

は§(V)における乗法的部分群をなす凡

(4) Irr(V)0 = Irr(V)となるとき， Vは群的フュージョンを持つという。

(5) M E Irr(V)に対し， h(M)E (Qlでそのトップウェイトを表す。 AE Irr(V)0, M E Irr(V)と

して写像 qv: Irr(V)→ (Ql/Zおよびbv: Irr(V)0 X Irr(V)→ (Ql/Zをそれぞれ以下で定める。

qv(M) := h(M) + Z, bv(A, M) := qv(A図M)-qv(A) -qv(M). 

次の命題は VOAの単純カレント拡大を考えた際，誘導加群の構造を決めるのに用いられる。

命題 4([YY18]). 以下が成り立つ。

(1) A, BE Irr(V)0, ME  Irr(V) ==}-bv(A図B,M) = bv(A, M) + bv(B, M). 
(2) A, BE Irr(V)0, ME  Irr(V) ==}-bv(A, B図M)= bv(A, B) + bv(A, M). 
(3) 0 =/ VA E Irr(V)0ヨMEIrr(V) s.t. bv(A, M)ヂ0.

上の命題より， Vが群的フュージョンを持つならば， (Irr(V)0,qv)は非退化な二次形式を伴

う可換群となる。

命題 5([EMS15, YY18]). 

(1) qvはlrr(V)0上に bvを付随する双線形形式とする二次形式を定める。

(2) Irr(V)0 = Irr(V)のとき，加は lrr(V)0上非退化となる。

例 6.Lを正定値偶格子とし， Viを付随する格子瓜点作用素代数とするとき， VLは群的フュー

ジョンを持ち， (Irr(屹）， qvL)~Disc(L) が成り立つ。

3 二次形式と双対性

[YY18]では次の設定を考えた。

設定 1.Vおよび W は以下を満たすよい VOAとする。

(1) Vは群的フュージョンを持つ。抽象群として Irr(V)゚ 竺 Cとし，同型 C3a←• va E Irr(V) 

をとり， Irr(V)= {Va I a E C}と表す。ここで C の禎は加法的に表す。 aECに対して

吟回の設定から，自動的に IIrr(V)I< ooとなる。
5加群 M とそれが定める同型類は厳密には区別して表記する必要があるが，ここでは意図的に混同させている。
6Irr(V)0の単位元は Vであり，また AE Irr(V)0に対し，その逆元は双対 A*で与えられる。
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qv(a) = qv(Vりと定め， (C,qv)を二次形式を伴う群とみなす。

(2)ある部分群 D<Cと単射準同型 D::ia←→ wa E Irr(W)0があり，二次形式を伴う群と

して ({W"I a E D},qw)竺 (D,-qv)が成り立つ乃

(3) 0ヂaEDについて h(V吋>0かつ h(W勺>0が成り立つ凡

命題 7([EMS15, CKMl 7, YY18]). Vおよび W を設定 1の条件を満たす VOAとするとき，

U=ffiV"RW" 
aED 

には V0Wの単純カレント拡大として単純な VOA構造が一意に入る。さらに Vおよび W

は Uにおける互いの交換団部分代数をなす。

上記の設定の下で， [YY18]では， U加群のなす圏 Rep(U)から得られるフュージョン代数

§(U)とW 加群のなす圏 Rep(W)から得られるフュージョン代数 §(W)の構造を相互に記

述する結果を得た。すなわち， (Irr(V)0,qv)を既知として，以下の 2点を記述する理論を得た。

1. フュージョン代数の基底である lrr(W)および Irr(U)を相互に決定する。

2. §(W)および §(U)の積構造に関する構造定数を相互に決定する。

1. については， Irr(W)"" Irr(U)は容易である。設定より， UはV⑭ W の単純カレント拡大

であるから， Vの表現および W の表現を既知とした場合，そこから Uの表現を決定する一

般論 [Y03]がすでに整備されており，誘導加群を考えることでツイスト加群を含め，すべての

既約 U加群について構成・記述でき，さらにその間のフュージョン規則も完全に記述可能で

ある。間題は Irr(U)心 Irr(W)であるが，誘導 Irr(W)"" Irr(U)の様子が分かっているので，

Irr(U)を既知とした場合，既約 U加群の部分加群としてすべての既約 W 加群が現れること

が分かる。あとはそれらがいつ同型になるかを決定できればよいが，こちらは Irr(W)0および

lrr(U)0の部分群を用いることで解決した。 aE D1_のとき， V"0Wから誘導される既約加群

炉=Ind畠wV露 W=U 図 (V賃 W)
V@W  

は（ツイストではない）単純カレント U加群となり， {UaI a E D-1}はIrr(U)0において D-1と

同型な部分群をなすことが分かる。より詳し<.二次形式を伴う群として ({UaI a ED廿，qu)竺

(D三Qv)が成り立つ。一方．設定から， {WaI a ED}は Irr(W)0において D と同型な部分

群をなしている。よって,Irr(W)および Irr(U)には単純カレントによる置換としてそれぞれ

DおよびD上による自然な作用が与えられる。 [YY18]では，これらの軌道分解の間に自然な

一対一対応があり，さらに対応する軌道の長さの比は常に一定であることを示した。すなわち，

Dおよび D」による Irr(W)および Irr(U)の軌道分解として

Irr(W) = lJ外， Irr(U) = lJ尻
JEJ jEJ 

なる分解があり，軌道の長さについて 10和I:ltJbl = IDI: ID日が成り立つことを示した。上記

軌道分解において共通の添字集合 Jが使われていることに注怠されたい。軌道の対応をみるこ

とで，既約 U加群に現れる既約 w部分加群の間の同型判定が可能となる。

噌い換えれば，任意の aECについて h(V"RW勺=h(砂） +h(W")EZを仮定する。
8この条件の代わりに圏論的次元について V乎M のとき dimM> 0としてもよい。
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次に 2.であるが， g;(w)心 g;(u)はやはり上述した一般論により易しい。夕(U)'vtg;(W) 

を完全に決定したところが [YY18]における主結果となる。両者の対応を簡単に述べる。 MiE

Irr(U), Xi E Irr(W) (i = 1, 2, 3)として， a,/3,'f ECについてV"'RX1C M1, V賛 x2cM汽
V噂 X3C M3を仮定する。（このような組合せが存在することは分かっている。）このとき

[YY18]では 6=a+f3一ァとしたとき，フュージョン積における重複度に関して，次が成り立

つことを示した。

IM亨炉： M門 ~{~x噂炉： Wいl

[X'恩炉：X門＝『亨M',U戸 l

(8 ED) 

(8 tf_ D) 

(8 E DJ_) 

(8 tf_ DJ_) 

この条件は二次形式を伴う群 (C,qv)における二つの部分群 D< lrr(W)0, DJ_ < lrr(U)0の間

の双対性がフュージョン代数の積構造にも反映されていることを示しており，大変興味深い。

なお， [YY18]を書き上げたあとで分かったことだが， [CKM17]において， VOAの拡大が

与えられたとき，その表現圏の間のテンソル関手の存在とその基本性質について，詳しく調べ

られており，今回の我々の主結果は（定式化が異なるものの）彼らの結果に含まれてしまってい

る。ただ， [YY18]では単純カレントのなす群上に定まる二次形式を用いた定式化を行い，双対

性を明確にしている。

設定1を満足する例としては，格子頂点作用素代数 VLを含む VOAUについて W をその交

換団部分代数， Vを W の交換団部分代数としてとったものが典型的である。特に Uがアフィ

ン頂点作用素代数のとき，このようにして得られる W の(VOAとは限らない）拡大はパラフェ

ルミオン代数と呼ばれ，よく研究されているが叫 [YY18]はこれまでの個別研究を包含する一

般論を構築したといえる。
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