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A construction of the Rudvalis graph 

from the Fano plane 

1 はじめに

小林雄介（千葉大学大学院融合理工学府）

Yusuke Kobayashi 

Graduate School of Science and Engineering, 

Chiba University 

本稿では散在型単純群のひとつである Rudvalis群 RuとFarroplaneとの関係性について述

べる

Ruは4060点上の rank3の置換表現をもち，そこからパラメータ (4060,1755,730,780)の

強正則グラフ rが得られる.rは最大サイズの cliqueとして 28-clique(Hoffmanboundと一

致）をもち，その固定部分群は G= 23+s : L3(2)という形をしているこれは Ruの極大部分

群のひとつである
23+8: ら(2) c Ru 

Gの正規部分群H= 23+sはspecial群 (Z(H)= H'= <I>(H)竺 23)であり，あまり注目された

ことのない群である本稿ではこの special群 HがFarroplaneのpointとflagを用いて構成

できることを述べる．これによって Hを組合せ論的対象として扱うことができるようになる

本研究の最終目標はこの Farroplaneからできる Hを素材として用いて 4060点上のグラ

フrを構成することである現在そこまでは至っていないが，大まかな方針・予想について後

で記すことにする

2 Fano plane 

K := lF~ とする．
P := K -{O}とL:= { l -{O} I lはKの2次元部分空間｝をそれぞれpointとlineの集合

と呼び，この組 (P,L)をFanoplaneという
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Farro planeには次のような特徴がある．

• 各pointは3本の lineに含まれる

• 各lineは3個の pointを含む．

• 2つの異なる pointは唯 1つの lineに含まれる．

• 2つの異なる lineは唯 1つの pointを共通に含む．

F = { (p, l) E p X L I p E l }とし，この元を flagという.IFI = 7 x 3 = 21である．

Fの異なる 2つの元 (p,l), (p', l')に対して次の 4通りの状況がある．

(a) p = p' 

(b) l = l' 

• ． 
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(c) p=Jp'力Sつl=J『力SつpEl'(またはp'El)

& 
(d)その他

q
 

pp I 

3 Fano planeを用いたH= 23+sの構成

K = lF~ とflagの集合Fを生成元として群H= 23+sと同型な群を構成するなお、ここから

はOEKを1瓜単位元）と書くことにし， Kでの和p+qを積の形pqで表すことにする

次のように KUFの間に関係式を定める．

•K は通常通り群沙をなしているとする

•K の各元は全ての F の元と可換．

• 任意の (p,l) E Fに対して， (p,l)2 = lH. 

• Fの異なる 2つの元 (p,l), (p', l')に対してその交換子は

(a), (b) ⇒ lH 
(c) ⇒ p (またはp')
(d) ⇒ pp'q. 

• 各PoE P, l。ELに対して

IT (po, l) = Po 
poEl 

IT (p, lo) = lH・

pElo 
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このようにして得られたものがHと同型な群であること力囁fかめられたここからはそれを

Hだと思うことにする このとき Z(H)= H'= <I>(H) = Kであり，また Aut(P,L)竺ら(2)
は自然に Aut(H)の部分群だと思うことができる

Fの元を 1つ選び固定する（ここでは↑ とする）．このとき↑ との関係が (d)となる flag
が次の 8個である

✓ / 

． 
゜． 
゜＼へ

隣り合う 2つはpointまたはlineを共有するように 8角形に並べている．これら 8個から他の

Fの元を上記の関係式から復元できることも簡単に確かめられるしたがってこの 8個だけ

でHを生成することが可能であり，これが群23+8の "8"の意味である．

xEHとaE Aut(P,L)に対して

H H 

w w 
y ← xy (平行移動）

Y ← 炉 (Hの自己同型）

と作用させることにすると， H とAut(P,L)をH上の置換群と思うことができるこの 2つ

を組み合わせて H上の置換群として Ruの極大部分群のひとつである G= 23+3 : L3(2)が得

られる

4 H = 23+sを用いたRudvalisグラフの構成

Ruの極大部分群のひとつである G= 23+s: ら(2)をRudvalisgraph rに作用させると， rの

頂点4060点は 28,448,3584点に軌道分解される (28点の軌道は 28-cliqueである）．したがっ

て今回の H=23+sを用いた構成でも 3種類の頂点を用意することになる.Gの作用の様子や

3種類の頂点の固定部分群の情報から，頂点の作り方についてはある程度見通しが立っている

のでそちらについては紹介したいと思う．

Gによる rの辺の軌道分解は 31種類と非常に多く記述の仕方もまだ綺麗にまとめられて

いないので，辺については 28-cliqueがらみについてだけ述べるに留め，また構成したグラフ

が実際にrと同型になるかどうかは結果が分かり次第追って報告したい．
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4.1 3584点の構成

line l。ELに対して

Lz。:=〈(p,lo) E FI p E lo〉

と定めると， Lzo宰汐であり，また [H:L叫=211 /22 = 512 = 3584/7である．

035s4 := LJH/Lz 
lEL 

とし，この 3584点の集合を構成したいグラフの 1種類目の頂点とする．

4.2 28点の構成

flag (p, l) E Fに対して

恥：= { x EH  I [x, (p, l)] El U {1叫｝（［，］は交換子）

と定めると，これは Hの指数 2の部分群となる

次に AF= { (p, l) E p X L I p ff-l }とし，この元を anti-flagという.IAFI = 7 x 4 = 28 
である.anti-flag (p, l) E AFに対して

ふ：= { (l', 信）『 EL-{l}} 

とするただし， ln l'= {p'}としたとき

切：＝｛恥 ifp E l' 
H-FP,」 ifp ff-l' 

と定めている.Ap」ではなく A1,pと書いているのは後で辺を定める際に pよりも lの方が情

報としての価値が裔いからである．

例 1.anti flag (p, l) = (010, —)に対して，

A,~U(1~>: !~,:~ ロ伍〗::::>n
110 

゜
100 

G 

010 ． 
-011 

1uO 

e゚ 
101 

E) 
001 
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ここで

02s := { Az,p I (p, l) E AF} 

とし，この 28点の集合を構成したいグラフの 2種類目の頂点とする

02sは28-cliqueになっているものとし，また Al,pE 028とxLz,E 03534はlヂl'かつ
xLz, cc1'のとき辺でつなぐl,p ようにして 02sと03534との間の隣接関係を定める．

4.3 448点の構成

point Po E Pに対して

Pp。:=〈q・(Po,l) I Po E l E L, q E l -{po}〉

と定めると， PPo竺 23であり， Pp0n P = {po}である．

anti-flag (p, l) E AFに対して Hのとある部分群Ap,lを定義したいのだが，一般の (p,l) E 

AFでの定義は少々複雑になってしまうので， (p,l) = (010, —)のときの AP」を与え，そこに
Aut(P, L)を作用させて他の AP」を定義することにする．

(p, l) = (010, —)のときの Ap,l を次で定める．

知：＝〈 Pか ✓・Q・"--. , 101・,,,,__. ・0・ ，ヽ 101. ,,.--. C . ヘ〉．

AP」は PPに3つの元を付け加えてできていて，その元たちを左から 91,92,93と名付けるこ
とにする．これらの中で登場する flagのlineは全て pを含まず，そして lでない．

91に登場する flagのpointは全て lに含まれており，またその 3つの flagは互いの交換子

がpになっているしたがって 9i= Pであり， 91のflagを並び替えても p倍の変化しか起こ

らないので， Ap,lには影響を与えない

ゅと 93に登場する flagのpointはどれも lに含まれず， 3つの flagは互いに (c)の関係と

なっているしたがって互いの交換子は 110,011,111 となるので 9~= 9j = Pとなる.92と93
の先頭には 101E Pがかけてあるが，これは登場する 3つの flagの真ん中のものの line0と

lとの共通部分である.flagを並び替えても p倍の差を無視すればこの法則が保たれることが

確認できるので， Ap,lには影響を与えない．

IA』＝沙で Ap,ln P = {p}となっている.AP」たちはpが等しければ次の補題のように
共役で移りあう．

補題 1.(p, l), (p, l')をAFの異なる元とする.lnl'={q}とし.p,qを含む lineをm とする．
このとき

A仇m)=Ap,l' 

が成り立つ．
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最後に anti-flag(p, l) E AFに対してふp」を次のように定める．

知：＝｛知}U { (q, m)Ap,l'I q, l', m は上の図の関係｝．

例 2.(p,l1,l2,lふ[4)= (010, ―,'--.,/,0)とすると

Ap,1i = AP,li , ヽAp,z,,,I A叫3'↓Ap,l4 (, 

：：：：［ご：立::,'.1:::芯：：
ふ，l4=↓A叫 1, " Ap,l2 , --Ap,l3 , Ap,l4 

ふ」たちはpが等しければ次の補題のように平行移動で移りあう．

補題 2.補題 1の仮定のもとで次が成り立つ．

(q, m)Ap,l = Ap,l'・ 

補題 1より

l{xふ，lIX E H}I = 211 /25 = 64 

であり，さらに

044s := {凸，zx E H, (p, l) E AF } 

としたとき補題2より I044sl= 64 x 7 = 448となる．この 448点の集合を構成したいグラフ

の3種類目の頂点とする．

Az,p E 02sとxAが，l'E044sはp'Elのとき辺でつなぐようにして 02sと0448との間の隣
接関係を定める




