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Generalized Hadamard matrices with a hole 
and pr0Ject1ve planes of prime order 

秋山献之（福岡大学），末竹千博

Kenzi Akiyama (Fukuoka University), Chihiro Suetake 

§1導入

任意の素数pに対して，位数pの射影平面は存在する。例えばデザルグ平

面 PG(2,p)は位数pの射影平面である。しかしながら PG(2,p)以外の位数
pの射影平面は知られていない。素数位数の非デザルグ平面は存在するか否

か，という問いは有名である。

7fを任意の有限射影平面とし，その位数をnとする。 7fは部分結合構造と
して maximalholesを持つ対称可除デザイン SDD1[n,n-1,n + 1] Dを含
む。（逆に任意の maximalholesを持つ SDDi[n,n-1,n+l]は位数nのある
射影平面に一意的に拡大できる。）もし， 7fが中心と軸を共有する homology
group G (1rのある特別な自己同型群）を持つならば， Gが自己同型群として
遺伝するような， maximalholesを持つ SDDi[n,n-1,n+l]Dを構成するこ
とが出来る。 Gの位数は小さくて,IGll(n-1)であることがわかる。そこでn
が素数pであるとき， IGll(p-1)であるような中心と軸を共有する homology
group Gを持つ， maximalholesを持つSDDi[n,n-1,n+1] Dを調べれば，
素数位数pの射影平面について何らかの情報が得られるのではないか，とい

うのが我々の研究の視点である。

クラス正則な対称可除デザイン SDD入[k,u, k + 1], k = u入+1にはgen-
eralized conference matricesが対応していることが知られている。我々はこ
のようなSDDの全自己同型群を計算する方法とこのようなSDD間の同型非
同型を判定する方法を提案する。特にSDD入[2入+1,2,2入+2],入＝奇数に対
しては，これが maximalholesを持ち，位数2入+2の歪対称アダマール行列
に対応していていることを証明する。

なお，先行研究の情報については，宗政先生に色々と教えていただいた。

そこでこのノートのタイトルは， Symmetricdivisible designs and generalized 
conference matricesとすべきだったかも知れない。小さい自己同型群を持つ
素数位数の射影平面の研究は，まだスタート地点である。

§2対称可除デザイン

定義 2.1 m,u,k を正の整数， k~2, ふ，心を非負整数とする。 D=
(P,B,I)を結合構造とする。点pEPとブロック BEBに対して， (p)= 
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{XE Bl pIX}, (B) = {x E Pl xIB}とおく。このとき次の条件を満たすD
は(m,u,k,ふ，入叶可除デザイン (divisibledesign)と呼ばれる。

(i)任意のBEBに対して， l(B)I= k 
(ii)次の条件を満たすアの分割p= P,。u丸 U... UPm-1が存在する。
● |たI=u (oさiS m-1) 
• 任意の異なるp,qEpに対して，

l(P) n (q)I = {入1 もし P,q E Pi ある 0さiさk-1に対して
ふ その他

(P,。,••• ,Pm-1はDの点クラス (pointclasses))と呼ばれる。

注意 2.2 上の定義において IPl=um,

IBI = 
um{(u -1)入1+u(m-l)ふ｝

k(k -1) 

l(P)I = 
(u-1)入1+u(m-l)ふ

k-1 
(p E P)が成り立つ。

定義 2.3 m,u,kを正の整数， k2 2, ふ，心を非負整数とする。 V=
(P, B, I)を(m,u,k,心ふ）ー可除デザインとする。もし Dの双対構造Vdual
もまた (m,u,k入1, 入サ可除デザイ／てあるならば， Dは対称可除デザイン
(symmetric divisible design)と呼ばれる。ここで， Vdualの点クラスはP

のブロッククラス(blockclasses)と呼ばれる。特に，正整数m,u, k, >. (k > 2) 
に対して，対称 (m,u,k, 0, 入）―可除デザインは簡単のため SDD入 [k,u,m]~書
かれる。 Dの点クラス全体からなる集合，ブロッククラス全体からなる集合
をそれぞれO(D),△ (D)と書くことにする。

補題 2.4 V = (P, B, I)をSDD入[k,u,m](k 2 2)とする。
このとき IPI= IBI = mu, k(k -1) = u入(m-1), m 2 k 2 2 

系 2.5 V = (P,B,I)をSDD入[k,u,m](k 2 2)とする。このとき

(i) k~u入

(ii) m = k← c;,k=u入
この場合 SDD>-[k,u,叫 =STい[k,u](STDは対称横断デザイン (symmetric
transversal design)を意味する）
(iii) m = k + 1← c;,k=u入+1
この場合 SDD入[k,u, m] = SDD入[u入+1,u,u入+2]

定義 2.6 V = (P,B,I)をSDD入[k,u,k+l](k = u入+1)とする。 O(V)= 
伊o,...'乃｝，△(V) = {B。,．．．，屈｝とおく。 piと氏が，すべてのpEAに
対して， (p)n Bj = 0を満たすとき， (Pi,瓦）を Dの holeという。特に任意
の0:Si:Skに対して，（乃瓦）が holeとなるような〇 :Sj:Skが存在すると
き， Pはmaximalholesを持つという。この場合ir-→ jは{0,1,... ,k}上
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の全単射な写像を導人する。

注意 2.7 定義 2.6において次が成り立つことを注意しておく。

h E Sym{O, 1, ... , k}とする。
すべてのpE冗とすべての BEBihに対してpJB (0~i~k) 
⇔すべてのPEPiに対して (p)n Bih = 0 (oさiさk)
⇔すべての BEBjに対して (B)nP.h-1=0 (O~j~k) 

J 

補題 2.8 'D = (P, B,I)をSDい[k,u,m]とする。
ここで k(k-1) = u(m -1)入， m2:k2:2

O('D) = {乃..., Pm-1}, △ ('D) = {B。,... , Bm-1}とおく。更に
た={Piu,Piu+l, ・ ・ ・,P(叶l)u-d,瓦={ Bju, Bju+l, ... , B(j+l)u-d (0~i, jさ
m-1)とする。点集合とブロック集合のこれらの番号付けに対応する Dの
結合行列を

L~(口，0
とする。ここで各Li,Jは各行，各列に 1を高々1個含むような {0,1}上のu次
の正方行列である。このとき

＼
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(*) LLT = LTL = 

kE 入J ... 入J

入J kE 

入J

入J ... 入J kE 

注意 2.9 補題 2.8で， Pがmaximalholesを持つSDD入[k,u,k+l]であ
るならば， Li,ih= 0, (0さi:S k)であるような hE Sym{0,1, ... ,k}が存在
する。このとき，他のすべての L佑］はu次の置換行列である。

このノートでは SDD刈k,u,m] (kミ2,u 2: 2)を扱う。

§3入が奇数である SDD入[2入+1,2,2入+2]

この節ではSDD入[2入+1,2,2入+2]がmaximalholesを持つか否かという
問題について考える。

D=(P,B,I)をSDD入[k,u,叫とする。 D('D)= {R。,... , Pm-1}, △ (D) = 
{B。,... ,Bぃ｝とする。更に u= 2, m = k + lと仮定する。このとき k=
訟+1, m = 2入+2

P。={po,P1}, 丸={P2,P叶，...,P叫 1= {p4入+2,P4入+3},
B。={B。,Bサ， B1= {B2,B叶，...,B2入+1= {B4入+2,B4入+3}とのの点とブ
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ロックに番号を付ける。これらの番号付けに対応する Dの結合行列を L=

(li,i)。:::;i,j叫 +3とする。また L= (Lr,s)。:::;r,s:::;2入+1とする。

ここで Lr,s= (z:::,:,:s z::::~ 二）
次の補題は定理3.2の証明でしばしば用いられる。

補題 3.1 0 < t < k = 2入+1を固定しておく。

(i) 0 ::; 釘ヂ砂 :=:;kとする。

{2行，2行+1} = {r1, 乃},{2砂，2砂+1} = { S1, S叶とする。

Li1,t, ・ ・ ・, Li1,k, Lゅ，t,... ,Lゅ，kE{(~ ~), (『~)}とする。
このとき

Zr1,0Zs1,o +• • • + Zr1,t-1Zs1,t-1 = 0⇒ l四，ols2,0+• • • + Zr2,t-1Zs2,t-1 = 0 

(ii) 0 :::; j1ヂj2:::;kとする。

{2j1, 2j1 + 1} = {r1, 乃},{2j2, 2必+1} = {s1, s2}とする。

Lt,}i, ... , Lk,}i, Lt,h, ... , Lk,j2 E { (~ ~) , (~ ~) }とする。

このとき

l。,r1 l。,s1 +・ ・ ・+ lt-l,r1 lt-l,s1 = 0 ==} l。，r2l。,s2 +・ ・ ・+ lt-l,r2lt-l,s2 = 0 

定理 3.2 入が奇数のとき，すべての SDD入[2入+1,2,2入+2]はmaximal

holesを持つ。

注意 3.3 SDD2[5, 2, 6]はmaximalholesを持つ（計算機で調べた）。入 2::4 
が偶数のとき， SDD入[2入+1,2,2入+2]が maximalholesを持つかどうかわ
かっていない。

§4クラス正則SDD入[u入+1,u,u入+2]とgeneralizedconference ma-
trices 

この節で述べられていることは，補題 4.2と定義 4.3の一部を除いて [J]
の中に書かれている。

補題 4.1 V = (P, B,I)をSDD入[k,u,m]とする。 S1= O(D), △＝△ (V) 
とおく。このとき Dの任意の自己同型写像¢は Q上の置換と△上の置換を
導入する。すなわち，任意のP。E0, P。'PE S1で，任意のB。E△,B。'PE△で
ある。

Hine and Mavron [HM] (1983)におけるのと同じ議論は次の補題を導く。

補題 4.2 V = (P,B,I)をSDD入[k,u, m] (k(k -1) = u(m -1)入， m2:: 
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k 2:: 2)とする。 Dの自己同型群GがS1(V)と△(V)に自明に作用するとす
る。このとき GはPとBJ::半正則に作用する。

定義 4.3 入，k,u,mをk(k-l) = u(m-l)入， m2::k2::2を満たす正の整
数とする。 V= (P, B,I)をSDD入[k,u,m]とし， GをD自己同型群とする。 G
がS1(V)と△(V)上自明に作用するとき，補題4.2より， Gはアと B上半正則
に作用する。従って， Gは各点クラスと各ブロッククラス上半正則に作用し，
IGlluである。特に， Gが各点クラスと各ブロッククラス上正則に作用すると
き， PはGに関してクラス正則 (classregular)という。この場合IGI=U  

注意 4.4 クラス正則 SDD入[k,u,k+ 1] (k = u入+1)はmaximalholes 
を持つ。

命題 4.5 V = (P,B,I)をSDD入[k,u,k+ 1] (k = u入+1, u 2:: 2)とす
る。 S1(V)= {P。，丸，．．．，乃｝，△(V) = {B。,B1, ... , 氏｝とする。 Dが自己同
型群Gに関してクラス正則とする (.',IGI= u)。 各〇::;i ::; kに対して，た
から 1点Piを取り固定しておく。各o::;j::;kに対して，凡から 1ブロッ
ク凡を取り固定しておく。この場合，任意のPEPiと任意の BEBihに
対して， p/JB (0さiさk)であるような hE Sym{0,1, ... ,k}が存在する。
〇::::;i, j :::; kに対して

匹={r.p E GI Picp I Bj} 

とおく。条件より,ID』={
1 もし ih1'j 
0 もし抄 =J

．＇ となる。

Di,j = {凸}(O::::;i,j::::;k)とする。ここで， <{)i,ih= 0 (0::::; i::::; k)とする。

'Po,o'Po,1• • •'Po,k 

H=H(D) = 
v?1,o v?1,1 '{)l,k 

ifJk,O ifJk,1・ ・ ・ifJk,k 

(Hは群環Z[G]上の行列と考える。また， 0-1= 0と定義する）とおく。
このとき Hは次の性質を満たす。

(i) 0~i1 ヂ砂 ~k に対して

i{)i1 ,0五，0-1+知，1和，1-1+ ... +孔，K和，k-l=入G

(ii) 0さj1=/ j2 :S kに対して

'fJO,j1 -lや0,h+'Pl,ji -l'Pl,j2十．．．＋匹，ii-1四，h=入G
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この命題の逆が成り立つ。

命題 4.6 u, 入EN,uミ2,k = u入+1とする。 Gを位数uの有限群と
する。 hE Sym{O, 1, ... ,k}, r.pi,j E G (0さih-/=jさk),r.pi,ih = 0 (0さiさk)
とし

!.po,o !.po, 1• • • !.po,k 

H=  
や1,0'{)1,1 'Pl,k 

!f k,O 匹，1・ ・ ・!f k,k 

が命題4.5の(i),(ii)を満足するとする。

P = {(i,a)I O~i~k, a E G}, B = {[j,a]I O~j~k, a E G}とおく。
各 0 さ i~k に対して， Pi= {(i, a)I a E G}, 
各〇さ jさKに対して，瓦={[j, a] I a E G}とおく。
このとき

PとBの結合関係を

〇 ~i~k, a, /3 E Gに対して， (i,a);I[i¥/3] 
〇 ~ih =Jj・ ~k に対して， (i,a)I[j /3]~ ⇒ a/3―1 = I.Pi,J 

と定義すると， 'D='D(H) = (P, B,I)は点クラス P。,•.• ,Pk, ブロッククラス
B。,．．．，氏を持ち， maximalholesを持つSDD入[k,u,k+l](k=u入+1,uミ2)
になる。

更に，任意のaEGに対して， PUB上の置換ムを

(i, /3砂=(i, 加）， [j,,J'a = [j, ,a] 

と定義すると， f°'はPの自己同型写像になる。 GのPUB上のこの作用は忠
実になるのでfaを単に aと書くことにする。わはGに関してクラス正則に
なる。

注意 4.7 命題4.5の行列Hに対して， 'D(H)は命題4.5のDに同型にな

る。何故なら， Pi°'←→ (i, a), B/←→ [j, /3]と対応させると， P竺 'D(H)が
言える。従って，クラス正則 SDD入[k,u,k+1] (k = u入+1, u 2'. 2)を見つけ
るためには，位数uの群Gに対して命題4.5の(i),(ii)を満たすGU{O}上の
k+l次の正方行列Aを見つければよい。しかしながら条件 (ii)は必要でな
いことが[J]の 6.7Theoremでより一般的に示されている。

定義 4.8 u, 入EN,u 2'. 2, k = u入+1とする。
Gを位数uの積を乗法記号で書かれた有限群とする。

h E Sy叫0,1, ... , k}とする。
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和 EG (0~ih # j~k), 和 h= 0 (0さiさk)とし

や0,0 V)0,1・ ・ ・V)O,k 

A=  
y?1,o や1,1 'Pl,k 

匹，0'Pk,1・ ・ ・ 匹，K

(Aは群環Z[G]上の行列と考える。また， 0-1= 0と定義する）とおく。
Aが次の条件を満たすとき， Aを指数入の g . enerahzed conference matrix, 

あるいは簡単に GC(G;入）という。 (AはIGI入+2次の正方行列であることに

注意せよ。） 0 ::; 釘ヂ i2::; kに対して

-1 
＋ 

-1 
孔，0五，0 臼 1砂 1 +・ ・ ・+'Pi1,k知，k-1=入G

命題 4.9 u, v, ,¥EN, u~v~2, k = u入+1とする。
G,Kをそれぞれ位数u,vの有限群でf: G ------+ Kを上への準同型写像とす
る。このとき A=('-P叫O:S:i,j:S:kをGC(G;入）とすると， B= ('-Pi,jり。:S:i,j:S:kは
GC(K;u入/v)である。

§5 maximal holesを持つSDD入[k,u,k+l]の自己同型写像と maximal
holesを持つ 2つのSDD入[k,u,k+ 1]の同型判定

u, 入EN,u~2, k = u入+1とする。 V=(P,B,I)をmaximalholesを持
つSDD入[k,u,k+ 1]とする。この節ではPの自己同型写像について考える。

S1 = O(V) = {'R。，巧...'r-伝｝，△ ＝△ (V) = {B。,B1, ... , 氏｝とする。 Dの
maximal holesを（た，Bi) (0 ::S i ::S k)とする。 Oさi,jさKに対して，
Pi= {Piu,Piu+l, ・ ・ ・,Piu+(u-1)}, 瓦={Bju, Bju+l, • • •, Bju+(u-1)}とする。
①を u次の置換行列全体からなる集合とする。このような点とブロックの番

号付けに対応する Dの結合行列を

L~( 口:'.::)
とする。 ここで， Li,i= 0 (0 さ i~k), Li,j E <I> (0さi=I j・さ k)
各点クラス，各ブロッククラスでそれぞれの点とブロックの番号を適当に打

ち変えて， Li,O= E (1 さ i~k), L。,j= E (1さjさk),L1,2 = Eとしてよい。

定義 5.1 S = {0,1, ... ,k}とおく。 f= (兄。） 1t1) : : : fい） E 
SymSとし， X。，X1,... ,Xk E <I>とする。このとき
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ここで 0はuxu型の零行列
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定義する。

像は

ここで0はuxu型の零行列である。 Dの任意の自己同型写

(f, (X。,Xい...'ふ））L(g, 

%
Y
l
…

yk 

) = L 

を満たす (f,g,X。,X1, ... ,Xk, Yo, Y1, ... , Yk) E Sym SxSym Sx<I> x• • • x <I> 
'~, 
2(k+l) 

で与えられる。上の等式は次のようになる。

X。Lf(O),g(O)Yo X。Lf(O),g(l)Yi . . . X。Lf(O),g(k)yk
X。Lf(l),g(o)Yo X1LJ(1),g(1)兄.• • X1LJ(l),g(k)yk 

ふ Lf(k),g(O) Yo ふ Lf(k),g(l) Yi 
L。,o L。,1 . .. L。,K、
L1,o ム，1・ ・ ・L1,k 

Lk,O Lk,1 , , , Lk,k , 

従って，任意の 0S iさKに対して， Lぃ=0故 XiLJ(i),g(i)Y; = 0 
:.Lf(i),g(i) = 0 :.J(i) = g(i) :.J = g 

XiLf(i)J(J況=Li,J (0 S i,j S k) 
1さiS kに対して，ふLf(i),J(o)Yo= E : ふ＝％―1L f(i),f(O) -1 
1sjskに対して， X。Lj(O),f(j況 =E.切=Lj(O),f(j) -l X。-1
: .1さi,jさKに対して，％―lLj(i),f(O) -l Lj(i),f(j)Lj(O),f(j) -l X。-1= Li,J 
特に，％―lLf(l),f(O)-l Lf(l),f(2)Lf(O),f(2)-l X。-1= L1,2 = E 
: .x。-l= L1(0),J(2)LJ(1),J(2)-l L1(1),J(o)Yo 
:.Yo―1 Lf(i),J(o)-1 Lf(i),J(J)Lf(O),J(J)-1 L1(0),J(2)Lf(l),J(2)-l Lf(l),J(o)Yo 

ふ Lf(k),g(k)yk
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= Li,J (1さi,j :::; k)こうして，次の定理を得る。

定理 5.2 u, 入EN,u~2, k = u入+1とする。
V = (P, B,I)をmaximalholesを持つSDD入[k,u,k+l]とする。 0= O(V) = 

伊o,乃...,Pけ，△＝△(V) = {B。,Bい...'屈｝とする。〇:::;i,j:::; kに対し
て， Pi={Piu,Piu+l, ・ ・ ・,Piu+(u-1)}, 瓦={BJu, B四+1,• • •, Bju+(u-1)}とする。
小を u次の置換行列全体からなる集合とする。このような点とブロックの番

号付けに対応する Dの結合行列を
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とする。ここで Lぃ=0 (0 Si S k), Li,j E <I> (0さi# jさk)
各 pointclasses, 各 blockclassesでそれぞれの点とブロックの番号を適当に

打ち変えて， Li,O= E (lさiさk),L。,j = E (ls jさk),L1,2 = Eとしてよ
い。このとき Dの任意の自己同型写像は

％―l Lf(i),f(O) -l L f(i),f(j)L f(O),f(j) -l L f(O),f(2) L f(l),f(2) -l L f(l),f(O) Yo 
= Li,j (1 s i,j s k)を満たす(!,Yo) E Sym{O, 1, ... , k} x <I>で与えられる。

定理 5.3 u, .X E N, u~2, k = u入+1とする。 1J= (P, B, I), V'=  
ゆ',B',I')を maximalholesを持つ 2つの SDD入[k,u,k+ 1]とする。のを u
次の阻換行列全体からなる集合とする。 1),1)'の結合行列をそれぞれ

L~Ci゜。::::), L'~(ロロ：）
とする。ここで Li,i= 0 (0::; i::; k), Li,j E <I> (0::; iヂj::;k), L1,2 = E, 
Li/ = 0 (0 ::; i ::; k), Li,/ E <I> (0 ::; i =/= jさk),L1,2'= E とする。
このときのと V'が同型であるための必要十分条件は

％―l Lj(i),J(O) -l L f(i),J(j)L f(O),J(j) -l L f(O),f(2) L f(l),f(2) -l L f(l),f(O) Yo 
= Li,/ (1::; i,j::; k)を満たす(!,Yo) E Sym{O, 1, ... , k} x <I>が存在するこ
とである。

§6 generalized conference matricesの同値判定

定義 6.1 Gを位数u(2:2)の有限群，入を正の整数とする。 H,Kを
GC(G; 入）とする。このとき

HとKは同値である (H~Kと書く）。←⇒V(H)竺 V(K)
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と定義する。

命題 6.2 Gを位数u(2::2)の有限群，入を正の整数とする。 <I>=<I>(G,入）
をGC(G;入）の全体からなる集合とする。このとき，～は①上の同値関係で
ある。

命題 6.3 Gを位数u(2::2)の有限群，入を正の整数とする。 k=u入+1と
する。 H= ('Pi,i) 。~i,j~k を GC(G;入）とする。

(i) KをHに任意の行の入れ替えを施して得られる行列とすると， KはGC(G;入）
で， H とKは同値である。
(ii) K をH に任意の列の入れ替えを施して得られる行列とすると， K は
GC(G; 入）で， H とKは同値である。
(iii) KをHの固定された任意の行の各成分に，固定されたGの任意の元を左
から乗じて得られる行列とすると， KはGC(G;入）で， H とKは同値である。
(iv) KをHの固定された任意の列の各成分に，固定された Gの任意の元を右
から乗じて得られる行列とすると， KはGC(G・入で， H とKは同値である。
(v) p E Aut G とする。すなわち， P:G→ , iは全単射写像で，任意の
a, (3 E Gに対して， (a(3)P= aP (3Pとする。また， QP= Qと定義して pを
GU{O}上の全単射写像に拡張する。このとき， Ti,j=臼/(0::; i,j::; k)とお
き， K= (Ti,j) 。~i,j~k と定義すると， K は GC(G;入）で， H とKは同値である。

定義 6.4 Gを位数u(2::2)の有限群，入を正の整数とする。 k=u入+1と
する。 H= (r.pi,i) 。 ~i,区kをGC(G;入）とする。このとき， r.pぃ=0 (0::; i ::; k), 
叫＝向，j= 1 (1::; i,j::; k),'Pl,2 = 1であるならば， Hは正規化されている
という。

命題 6.5 任意の generalizedconference matrixは，ある正規化された

generalized conference matrixに同値である。

補題 6.6 Gを位数uの有限群とする。中を u次の置換行列の全体とす

る(<I>は行列の積に関して群をなす）。 Gの元に順番を付け，それを固定して
おく。 G={a。,CX1, ... , CXu-1} 
任意の cpE Gに関して， p(r.p)= (p(r.p)a,(3)a,(3EG E <I>を次のように定義する。

p(r.p)a,(3 = {~! t~# :~ 
このとき， p:Gぅ¢←• p(r.p) E <I>は単射準同型写像である。

次の定理と系は，コンピュータを使って GCの同値性の判定したり， GC
に対応する SDDの全自己同型群を計算するとき，有用である。

定理 6.7 Gを位数u(2::2)の有限群，入を正の整数とする。 k=u入+1と
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する。 H= (VJi,j)。Si,jSkとK= h,j)。Si,jSkを共に正規化された GC(G;入）と
する。 S= {O, 1, ... , k}とする。このとき

H とKは同値である。
-1 

⇔ 釘(i),f(O) 釘(i),J(j)釘(O),J(j)―1やf(O),f(2)釘(1),f(2)―1VJ f(l),f(O) 
= mh,j) (1 :'.S i,j :'.S k) 
を満たす (f,m)E Sym S x Aut Gが存在する。

系 6.8 Gを位数u(ミ2)の有限群，入を正の撒数とする。 k=u入+1と
する。 H= (VJi,j)。Si,jSkを正規化された GC(G;入）とする。
S = {O, 1, ... , k }, 
A=  {f E Sym SI'PJ(i),J(o)-1釘(i),J(j)釘(O),J(j)-1釘(O),f(2)

-1 
釘(1),f(2) 釘(1),f(O)= m(和） (1 :'.S i,j :'.S k) for some m E Aut G} 
このとき,IAut'D(H)I = IAlu 

§7 GC(G; 入）の2つの型

この節では， Gが有限アーベル群あるとき， GC(G;入）が2つの型を持つ

ことを述べる。このことは [IK]の6.29定理で書かれている。

補題 7.1 Gを有限アーベル群とすると，

rr← { 1 もし IGI=奇数または IJ(G)I> 1, 
a もし I(G)= {a} 

xEG 

この補題を使って次の定理を証明することが出来る。

定理 7.2([IK]の6.29定理） Gを位数uのアーベル群とする。

H = (和）。:Si,j::;kを正規化された GC(G;入） (k = u入+1)とする。このとき
任意の 0さiヂjさKに対して

知＝｛叩i,j
1Pi,j 

もし入＝奇数， I(G)= {a}, 
その他

系 7.3 Gを位数uのアーベル群とする。 H= ((f)i,i)。:s;i-f-j:s;kを上の
GC(G; 入） (k = u入+1)とする。このとき任意の O:Si=/=jさKに対して

知={ a(<po凸，o)因 ((f)i,O(f)o,j戸 もし入＝奇数， J(G)= {a}, 
((f)o,i的，o)凸（臼o(f)o,j戸 その他

命題 7.4 Gを位数uのアーベル群とする。 H=(凸j)。:Si,jさkを正規化さ
れた GC(G;入）とする。 u次の行列Li,j (0さi,jさu-1)とpを補題 6.6に
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おけるように決めておく。このとき

(i) 1 :s; i =/= jさKに対して，
入＝奇数でI(G)= aのとき， Li,i= p(cp叫 =p(a)p(cp叫=p(a)Lj,i 
入＝偶数または II(G)I =I= lのとき， Li,i= p(cp叫=p(cp叫=Li,i 
(ii) IGI = 2でI(G)= {a}のとき
入＝奇数ならば， Li,i= p(a)L五r(1 :s; iヂj:s; k) 
入＝偶数ならば， Li,i= Li,/ (1 :s; i =/= j :s; k) 
従ってV(H)はselfdualである。

補題8.2 V = (P, !3, I)をmaximalholesを持つSDD刈2入，2,2入+2],k = 
訟 +1とする。（補題8.1より Pはクラス正則である。） H = (cpi,i) 。~i,j~k を
Dに対応する五o='Po,j = 0 (1 :s; i,j :s; k)である GC(Z必入）（位数2の群
Z2 = {0,1}の演算は加法的に書く）とする（ただし， 'Pl,2は0でも 1でもよ
い）。ここで 'Pi,jE Z2 (0 :s; iヂj:s; k), また O*= 1, 1 * = 0と定義する。こ
のとき

(i)入＝奇数のとき
• 任意の異なる 0:Si, j :S kに対して 'Pi,/='Pj,i 
・臼iE Z2を

釦 ={~tt~~;゚:S k 
と定義しなおすと， H=(和）O:S噂 KはZ2上のアダマール行列になる。更に

+1 もし j= 0, 
f,J~{ +1 もし jf 0, 0さi<, k, 和 ~1

-1 もし j=J 0, O :S i :S k,'Pi,j = O 

と定義すると F= F(H) = (fi,j)。:Si,j:Skは{+1,-1}(こ<C)上の歪対称アダ
マール行列になる。

(ii)入＝偶数のとき
任意の異なる 0:S i, j :S kに対して 'Pi,j=らi

補題8.3 入＝奇数， k=2入+1とする。 F= (fi,j)。:Si,j:SkをAo=+1 (oさ
i :S k), fo,j = -1 (1 :S j :S k)である位数k+lの歪対称アダマール行列とす

る。このとき， Z2上の k+l次の正方行列H= (cpi,j)。:Siヂj:Skを次のように定
義すると， HはGC(Z2;入）である。 0:Si=JjさKに対して

0

0

1

 
｛
 

＝
 

.
J
 ，
 

.
t
 
9
、

もし j= 0, 1さiさk
もし O::S i =/ j ::S k, j =J 0, 几＝ー1
もし〇 ::Si =/ j ::S k, jヂ0,fi,j = +1 
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例 8.4 GC(冨 7)
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(Hから自然に SDD汁15,2, 16]が定義される）に対応する位数16の歪対称ア
ダマール行列は
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である。ここで簡単のため +1= +, -1 =ーと書いた。非同値なGC(Z2;7) 
は1個で，それはHである。非同値な位数16の歪対称アダマール行列は2個
でそれらは FとpTである。

§9位数nの射影平面と SDD叶n,n-1,n+l]

定理 9.1 1r = (Q, £, J)を位数nの有限射影平面とする。 (roo,Loo) E 
Qx.Cをanti-flag,すなわちroo/JLooとする。 7rの部分結合構造V= (P, B, I) 
を次のように定義する。

(Loo)= {ro, r1, ... , rn}, 
(r00) = {L。=roroo, ム=r1roo, ... , Ln = rn底｝，
pi= (ム）¥{ri,roo}, Bj = (rj)¥{Lj,Loo} (0:::; i,j:::; n), 
P='P。UP1 U ... U Pn, B = B。u庄 U... UBn, 
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I= (P x B) n J 
このとき， 1)は点クラスの集合n= {'R。，冗，...'r-ぶ｝，ブロッククラスの集合
△ = {B。,81, ...'氏｝を持つSDD1[n,n-1, n+ 1]である。また任意のPEPi 
に対して， (p)n瓦=0, 任意の BE瓦に対して， (B)n Pi= 0 (0さi,j:S: n) 
が成り立つ。この 1)をanti-flag(r00, L00)に関する SDD叶n,n-1,n+l]と
")う。

定理9.1の逆が成り立つ。

定理9.2 n(2: 2)を正整数とし， SDD叶n,n-1, n+l]とする。 D= D('D) = 
伊o,...'丸｝，△ =△ (D) = {B。,．．．，凡｝とする。また， Dはmaximalholes 
（乃庄） (0さiさn)を持つとする。 Pを部分構造として含む結合構造7r= 
(Q, £, J)を次のように定義する。 ro,...'Tn, Too, L。,•.• , Ln, LooをPUBに
属さない 2(n+ 2)個の記号とする。 Q= P U {ro, ... , rn, r00}, £=  B U 
{L。,.•• , Ln, Loo}とおく。 Iを含む Qx£の部分集合Jを次のように与える。
p E P, LE Bのとき， pJL¢=⇒pJL 
pEPのとき， pJLi¢=⇒ p E Pi (0 Siさn)
LEBのとき， riJL¢=⇒LE瓦 (0S j Sn) 
rJLi (0さi,jSn)⇔ i=j 
八Jム(0Siさn)
rjJLoo (0 S jさn)

r00 /JL00 
このとき， Tは位数nの射影平面である。

命題 9.3 n 2: 2を正整数で， 1r=(Q,£,J)を位数n(2:2)の射影平面と
する。 (r00,L00) E Q X£ を固定された Tの anti-flagとする。 D= (P, B, I) 
をTの部分結合構造で， (r00,Loo)に関する SDD叶n,n-1,n+l]とする。 P
の点クラスからなる集合，ブロッククラスからなる集合をそれぞれn,△ と
する。このとき

(i) f: (Aut 1r)r00,L00うゃーがPIPuBE Aut'Dは上への同型写像になる。
(ii) Gを7rの(r00,L00)-homology groupとすると， Gfはnu△上自明に作用
する。(:.GfはPUB上半正則に作用する。）
(iii) H をAutDの部分群でnu△上自明に作用すると， Hf―1は(r00,Loo)-
homology groupである。

§10 GC(Z2; 入） (1 S応 11)の分類

E. Spence [S] (1995)は位数4l(l = 1, 2, ... , 7)の非同値な歪対称アダ
マール行列がそれぞれ 1,1,1,2,2,15,54個あることを示した。この節では
GC(Z必入） （入=1,2, ... ,11)の非同値類とそれらの全自己同型群を決定す
る。なおGC(Z2;入）（入=1,3,5,7,9,11)は位数4,8,12,16,20,24の歪対称ア
ダマール行列に対応することを注意しておく。これらの計算のために定理6.7
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と系6.8を用いた。

表 10.1

入 k=2入+1 GC(Z2; 入）の個数 全自己同型群の位数

1 3 1 48 

2 5 1 240 

3 7 1 672 

4 ， 1 2880 

5 11 1 2640 

6 13 1 4368 

7 15 1 672 

8 17 1 9792 ， 19 2 240,13680 

10 21 

゜11 23 ， 
注意 10.2 (i)定理2.2より，表10.1は入=1,3,5,7,9のとき，
SDD入[2入+1,2,2入+2]の分類も与えていることを注意しておく。
(ii)入=11の場合の 9個の GCに対応する SDDの全自己自己同型群の位数
は，それぞれ40,12,24,16,16,24,48,2640,24288である。
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