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本稿は RIMS共同研究（公開型）「代数的組合せ論と関連する群と代数の研究」 (2018

年 12月）における講演内容の要約と補足である．
以下では Gを有限群とする.Mar6ti [1]はその共役類全体の集合Cl(G)について，次の

定理を示した：

Mar6ti (2016) 

閏の最大素因数p に対し， 2凶ァニI~ICl(G)I-

これは有限群論の結果であるが，一方でこの不等式の右辺は環論的に解釈することもで

きる. kGを係数体K上の群環とすると，その中心zの次元は ICl(G)Iである．そこで本
研究では Kの標数， Gの構造と zの関係性を明らかにし，上の不等式を別の視点から精
密化することを目標とする．特に本稿では GのSylow部分群と zのLoewy列に関する
新たな結果を紹介する．なお，タイトルに含まれている「不足群 (defectgroup)」,「惰性
商群 (inertialquotient)」,「固定点代数 (fixedpoint algebra)」は主定理の証明に用いる
特別な群，環の名称である．

1 Masckheの定理

ここでは群環kGとその中心zの基本的な性質を述べる．
各共役類CECl(G)に対し，その元の kGにおける和を Cとする．このとき {CICE 

Cl(G)}はZの基底となり，したがって次元は ICl(G)Iと一致する．この値は Kの選び方と
は無関係である．一方， zの環論的構造は Kの標数に依存しており，それを端的に示すの
が次のMasckheの定理である．以下では一般の環Aに対し，そのJacobson根基をradA 
とする．

定理 1.1(Masckheの定理）．以下は同値である．

(1) kの標数が0, または正標数で 1りと素である，
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(2) rad kG = {O}, 

(3) rad Z = {O}. 

この定理より Kの標数が 1りの素因数のときに radZは非自明なイデアルとなり，これが
本研究の考察対象である．

2 中心指標

Kが特別な体の場合にはzの指標を用いて radZを特徴付けることができる．講演で
は述べなかったが，重要な性質なので本章で紹介する．

ここではpを素数， Rを複素数体Cにおける代数的整数環とする．単項イデアルpRを

含むRの極大イデアルpを固定すると，剰余体k= R/pは標数pを持つ．また*:R→K 
を自然な環準同型写像とする．

各既約指椋XEIrr(G)に対し，

叫 C):= IClx(x)/x(l) (ただし XEC) 

とすると，この値は指椋理論の雄本定理により代数的整数であるから，多元環準同咽写像

吋： Z → K 

C ← 叫 C)*

が定義できる． この 1次表現は異なる既約指標から定められた 2つが一致する場合があ

る．そこでIrr(G)における同値関係を「w*= w*」によって導入し，その同値類における
完全代表系を Qとすると，次が成り立つ．

定理 2.1(中心指標と Jacobson根拮の関係）．

(1) 集合 {w~IX Erl}はZの1次表現全体を成す．

(2) rad Z = n Ker w~. 
xEO 

3 Loewy構造

本章では群環の中心の Loewy構造に関する結果を述べる．
以下では係数体Kは素数標数pを持つと仮定し，群環 kGの中心をzとする．ここで

Jacobson根基から得られるイデアルの列

Z ;2 rad Z ;2 (rad Z)2 ;2・ ・ ・;2 {O} 
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とその長さ

L(Z) = min{l E N I (rad z)l = {O}} 

を考えると L(Z)::; ICI(G)Iである．また Masckheの定理より L(Z)= 1となるのはpが

IGIと素の場合に限る．
さて， Okuyama[2]はL(Z)の上限について次を示した．

定理 3.1.L(Z) :S ISpl (ただし呂は GのSylowp-部分群）．

一方，本研究では Mar6tiの結果との関係から L(Z)の下限を知りたい．そこで次の定
理を得た [3,Theorem]. 

定理 3.2(主定理）．ふを GのSylowp—部分群とすると

が+p-2
さL(Z).

p-l 

ただしけ=exp(Z(Sp)). 

ここで上の定理における注意を 2つ挙げる．

• E -/-0, 1のときは 2凶「=-I<L(Z)::::; ICl(G)Iが成り立つ．

• E = 1のときはpや出に応じて変化する L(Z)の下限を与えることは一般にはでき
ない．整数a:::.1に対し

G = { [~ 『]; u E lF:, v E lFq} 

（ただしq=pりとすると呂は位数忙の初等可換群（つまり c=lの場合）である．
このとき aの値に依らず常に L(Z)= 2が成り立つ．

以下，主定理の証明を簡潔に述べる．

Masckheの定理より 1ふIヂ1としてよい．またKは十分大きい（例えば代数的閲体）と
仮定してよい．ここで bをブロックベき等元， D,Eをその不足群，惰性商群とする．不
足群と惰性商群の定義は省略するが， D は G の p—部分群で， E はその自己同型群Aut(D)
のある忙部分群と同型である．特に bが主ブロックベき等元のとき， DはGのSylowp-

部分群でE= N0(D)/DC0(D)である．このとき EはZ(D)に作用するので群環k[Z(D)]
にも作用し，固定点代数

A=  {a E k[Z(D)] I心=a,'ve EE} 

が定義できる．ここでBroueの同型定理 (1979)より， Zb/N,:,:-Aとなる Zbのべき零イ

デアルNが存在する（このNはBrauer準同型写像の核である）．したがってZbについて
考察するために，まずは固定点代数Aについて調べる必要があり，次の補題が示される．
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補題 3.3.pm= exp(Z(D)), t = pm-1+-・ ・+p+lとするとん =J0, aPm = 0となる aEA 
が存在する．

この補題を主ブロックベき等元に適用する．上で述べた主ブロックの性質より'(3u=J 
0, (3P" E Nとなる /3E Zbが存在する（ただし u= p0-1 + .. ・+ p + l). Nはべき零イデ

アルなのでf3はべき零元となり，したがって 0=J (3 E rad Zb s;;; rad Zより u< L(Z)を
得る．ここでuに1を加えた値が主定理の左辺なので，以上で証明を完了する．
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