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ニムと同一の Sprague-Grundy関数を持つ

take-awayゲーム
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不偏ゲームを Sprague-Grundy関数によって分類する試みの一つを紹介する．具体的

には， Sprague-Grundy関数が成分の混合 9進法でのニム和となるゲームを構成し，そ

のようなゲームの中で極小となるものの特徴付けと，最大となるものの再帰的構成を与

える．

1 序論

本稿では（組合せ短）不偏ゲームと呼ばれるゲームを扱う．次節で述べるように、不偏

ゲームはある有限性の条件を満たす有向グラフとみなせる．ゲームでまず問題になるこ

とはどのようにしたら勝てるかである.1902年に Bouton[3]がニムというゲームの必勝

法を与えたことが，組合せゲーム理論のはじまりといわれている．その後， Sprague[13]

とGrundy[7]によって Sprague-Grundy関数が独立に発見され，一般の不偏ゲームを

解析できるようになったこれ以降，様々なゲームの Sprague-Grundy関数が研究され

てきた．ここで Sprague-Grundy関数の定義は再帰的なため，原理的には値を求めるこ

とができるが，組合せ爆発が起こり，現実的には求められないことが多い．

最近になって，ある種のゲームと対称群の表現の間にはつながりがあることが分かっ

てきた [8].さらにそこで得られた，ゲームを構成する飽和という概念を用いると，多く

の飽和ゲームの Sprague-Grundy関数は明示的に書き下せる上に，それらは共通したあ

る性質を持つことも分かっている．

それでは逆にそのような性質を持つ関数全体の中で，ゲームの Sprague-Grundy関数
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として実現できるものを特徴付けられるだろうか？さらにゲームの Sprague-Grundy

関数として実現できる場合は，そのようなゲーム全体を捕まえられるだろうか？これら

が本稿の根底にある間であり，ゲームを Spague-Grundy関数によって分類することを

日指している．

本稿の目的は上の間に対する部分的な答えとして，混合 0進法のニム和で表される関

数研についての結果を紹介することである．以下， 2節にて不偏ゲーム理論の概説を

行い， 3節にて Sprague-Grundy関数がニムと同じゲーム，すなわち 2進法の庄の場

合の結果を述べる．そして最後の 4節にて，一般のび° の場合の結果を紹介する．具体

的には uf3がゲームの Sprague-Grundyとして実現できる，すなわち Sprague-Grundy

関数が砂となるゲームが存在することを示した後，そのようなゲーム全体の中で極小

となるものの特徴付けを与え，また最大となるものの再帰的構成を与える．

2 不偏ゲーム

本節では不偏ゲーム理論を概説する．最も基本的なゲームであるニムを紹介した後，

本稿で扱う石とりゲーム (take-awayゲーム）を定義する．その後 Sprague-Grundy関

数を定義し，この関数を使って必勝法を与えた後，ニムの Sprague-Grundy関数の明示

公式を紹介するなお不偏ゲームを含む，組合せゲームの本としては，例えば [1,4]が

ある．

2.1 ニム

まず，最も基本的なゲームといえるニムから話をはじめよう．本稿で扱うゲームは全

て二人対戦のゲームである．ニムは石の山を使ったゲームであり，二人のプレイヤーは

交互に一つの山を選び，選んだ山から 1個以上の石をとる．交互に石をとっていき，最後

の 1個をとった方が勝ちである．

例えば三山の場合で左から 1,3, 2個の石がある場合を考えよう（図 1).先手が中央

から 2個とったとする対する後手は右から 2個とる．こうなると先手は打つ手がなく，

どちらの山から石をとっても，後手に最後の 1個をとられてしまう．
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.11 — .;1 —••、一1 3 2 先手 1 1 2 後手 1 1 0 先手

中央から2個 右から2個 左から1個 • 一0 1 0 後手 0 0 0 
中央から1個

後手の勝ち

図 1 ニムの対戦例．

2.2 定義

図 1が示すように，ゲームは局面を頒点集合として，移動できるときに辺で結ぶこと

で有向グラフと見なせる．ここで，一般の不偏ゲームを有向グラフとして定義しておこ

う.rを頂点集合 P,辺集合£ 匡 p2からなる有向グラフ (P,£)としよう．このとき r

が（短）不偏ゲームであることを各頂点 XEPからはじまる最長パスの長さが有限で

あることで定義する．例えば，図 2の左は不偏ゲームであるが，右は不偏ゲームではな

い．本稿では不偏ゲームを単にゲームと呼ぶ．
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図2 不偏ゲームと不偏ゲームでない例．

ゲーム rの遊び方を述べる．ゲーム前にまず局面 X を一つ選ぶ．先手は X から X

のオプション Y,すなわち (X,Y) E£ となる局面 Yに移動する．次に後手は Yから

Y のオプション Z に移動する．このように交互にオプションヘ移動し，終局面（オプ

ションのない局面）に到着した方が勝ちである例えば図 2の左側のゲームで，一番上

の頭点からはじめた場合を考えよう．先手は左と右の 2つの選択肢がある．ここでうっ

かり左に行ってしまうと，対する後手が終周面に移動でき，後手に負けてしまう．右に行

けば，この局面は終局面のため，先手の勝ちである．
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2.3 石とりゲーム

本稿で扱う石とりゲームを定義しよう .Nを非負整数全体 {0,1,2,... }とする．正数

m を固定し，アを Nmの部分集合とする（本稿で主に考えるのはアが Nmの場合であ

る）. 0 = { 0, 1, ... , m -1}として，クをかの元で成分の和が正のもの全体とする．

すなわち

§ ~{ TEか・羞が>0}
ただしがは Tの第 i成分を表す（以下でも同様に zmの元を大文字で表し，その成分

を小文字で表す）.'(j'をクの部分集合とする．このとき，石とりゲーム *1r(P,'(!)を

局面集合が Pで辺集合が

{ (X, Y) E炉： X-YE'(!} 

のゲームと定義する．

例 2.1(ニム）. p = Nmとし，

祈1]= {CE茫： wt(C) = 1} 

としよう． ここで wt(C) は C の Hamming重み，すなわち非負成分の個数

# { i叫 ： Ci =F O}を表す．石とりゲーム r(P,'(![1J)が (m山の）ニムである．

例 2.2(マヤ）.PをNmの元で全ての成分が異なるもの全体としよう．すなわち，

p = {XE炉： Xi=F炉 (0,:;; i < j ,:;; m -1)}. 

石とりゲーム r(P,'(![1J)をマヤ（あるいは Welterゲーム， Sato-Welterゲーム）と

呼ぶ．マヤは Welter[14]と佐藤 [12,10, 11]により解析がされたなお，このゲームが序

論で述べた対称群の表現と関係するゲームである．

2.4 Sprague-Grundy関数

ゲームを解析する主な道具である Sprague-Grundy関数を与える.rをゲーム (P,£)

とし， X をその局面とする.xの Sprague-Grundy数 sg(X)をX のオプションの

*1 Cef; の元には成分が負のものも許しているため，正確には石をとったりおいたりするゲームである．
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Sprague-Grundy数に現れない最小の非負整数と定義する．すなわち

sg(X) = sgr(X) = mex { sgr(Y) : Yは X のオプション｝．

ただし， mexSは Sに入らない最小の非負整数 min{nEN:n伶S}を表す.xが終

局面のとき， X はオプションを持たないため， sg(X)= mex0 = 0となることに注意

しよう．非負整数値関数 sg:P 3 X → sg(X) ENをゲーム rの Sprague-Grundy

関数と呼ぶ．

例 2.3.2山ニムのいくつかの局面に対して， Sprague-Grundy数を求めよう．まず

(0,0)は終局面のため， Sprague-Grundy数は 0である．次に (0,1)はオプションに

(0,0)を持っため

sg((O, 1)) = mex{ sg((O, 0))} = mex { 0} = 1. 

同様に sg((l,O))= 1である．また

sg((O, 2)) = mex { sg((O, 0)), sg((O, 1))} = mex { 0, 1} = 2 

である．次に局面 (1,1)を考えよう．この局面のオプションは (0,1)と(1,0)のため

sg((l, 1)) = mex{sg((O, 1)),sg((l,O))} = mex{ 1} = 0. 

2.5 必勝法

Sprague-Grundy関数の一つの応用として，ゲームの必勝法を与える．具体的には

「Sprague-Grundy数が 0の局面に移動せよ」が必勝法である．この方法で実際に勝つこ

とができることを確かめよう.Sprague-Grundy数が 1以上の局面 X からゲームをは

じめたとしよう．このとき Sprague-Grundy数の定義から X は Sprague-Grundy数が

0のオプション Yを持つ．先手は Yに移動したとしよう．局面 YはSprague-Grundy

数 0のオプションを持たないため，オプションを持つとしたら，その Sprague-Grundy

数は 1以上である．後手がそのようなオプションに移動したとしても，先手は再び

Sprague-Grundy数 0のものに移動できる．このように先手は Sprague-Grundy数 0

の局面に移動し続けることができ，さらに終局面の Sprague-Grundy数は 0であり，

ゲームの定義から有限回の移動で終局面につくことから，この方法で先手は勝つことが

できる．すなわち sg(X);;:,1となる局面 X からはじめると先手が必勝， sg(X)= 0の

場合は後手が必勝である．
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2.6 明示公式

上で見たように， Sprague-Grundy数は終局面から再帰的に計算できるが，局面の数

が多くなれば計算量が膨大になり，実際に求めることは困難になるところが一部の

ゲームに対しては，明示的に計算できることが知られている．その代表例がニムである．

定理 2.4(Sprague [13], Grundy [7]). X をニムの局面とする．このとき

sg(X) = (J'2(X) = x゚ 銃・..知 xm-1_

ここで知は 2進法での繰り上がりのない足し算（ニム和と呼ばれ，排他的論理和と同

じである）を表す．

例 2.5.再びニムの局面 (1,3, 2)を考えよう.1, 3, 2は2進法ではそれぞれ 1,11, 10で

ある．よって 1紐 3= 2,2勁 2=0のため，この局面の Sprague-Grundy数は 0であ

る．すなわち先手は，はじめから打つ手がなかったのである．

3 ニムと同一の Sprague-Grundy関数を持つゲーム

前節で見たようにニムの Sprague-Grundy関数は庄になる． それでは逆に，

Sprague-Grundy関数が庄となる石とりゲームは他にどのようなものがあるだろ

うか？

結果を述べるために，言葉を用意する.PをNmの部分集合とする.¢ をアを定義域

とする非負整数値関数としよう．このとき， '(j'<:;;;:Yが¢ の Sprague-Grundy系で

あることをゲーム r(P,'(?)のSprague-Grundy関数が¢ と等しいことで定義する．す

なわち全ての局面 XEPに対して

sgr(P,C(J')(X) =の(X).

さらに， '(j'<:;;;評八{(0, ... , 0) }のときは，¢ の正 Sprague-Grundy系と呼ぶりの

Sprague-Grundy系全体を△(¢)で表そう．包含関係で極小（極大）な Sprague-Grundy

系を単に極小系（極大系）と呼ぶ．最小系と最大系も同様に定義する．

注 3.1.'(j'が関数¢ のSprague-Grundy系であることと，次の 2つの条件が成立する

ことは同値である：全ての局面 XEPに対して
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(SGl) CE~ かつ X-CEPのとき， ¢(X-C) =I=¢>(X). 

(SG2) 0:,;; hく </>(X)のとき，ある CEPが存在し ¢(X-C) = hかつ X-CEP.

よって杉とクが¢ のSprague-Grundy系ならば次が成立する．

(1) もし~<;;; 汐<;;;~ ならば，びも¢ のSprague-Grundy系である．

(2)~u~ ものの Sprague-Grundy系である．特にのの最大系が存在する（なお，

一般には極小系は複数ある）．

例 3.2.Sprague と Grundy の結果から， ~[1] は庄の Sprague-Gurndy 系であり，さ

らに正の極小系になっている.mが2以上の場合 *2は庄の極小系は他にもあり， nが

2のベキでなければ， (0,... , 0, n, 0, ... , 0)の形の元を含まない極小系が存在する．また

nが 2のベキのときは，どの Sprague-Grundy系も (0,... , 0, n, 0, ... , 0)を含むため

次が成立する．

定理 3.3.m を 2以上とする．このとき次が成立する．

n ~={CE 罰： C のただ一つの正の成分は 2 のベキ｝．
"CE△ (a2,rn) 

さて，上で述べたように Sprague-Grundy系同士の和も Sprague-Grundy系である．

よって，例えば庄の正の Sprague-Grundy系で最大のものが存在し，これは Blassと

FraenkelとGuelman[2]によって決定されている．また庄の最大系は次になる（これ

はBlassらの結果の自然な一般化になっている）．

定理 3.4.

max △厨）~{ Cc§,md, 図） ~mmd,(G)}
ただし， ord2(n)はnの2-adicorderである．すなわち

叫(n)~「ax{ L E N , 2L I n) 
OCJ 

if n =I=〇，

if n = 0. 

また mord2(C)は Cの成分の最小の 2-adicorderである．すなわち

mord2 (C) = min { ord2 (が）： iE!z}. 

*2 m = 1の場合は，決の Sprague-Grundy系は Cef'[l]のみであり，極小系も Cef'[l]のみである．
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なおよく知られているように，一般には

md2 (羞c");;, mmd2(C) 

であるため，己の最大系は上式において等号が成立するもの全体になっている．

4 混合基数法ニム

本節では，庄を混合 g進法に一般化した関数が｝に対して，その正の Sprague-

Grundy系を考える（詳細は [9]を参照）．

4.1 既知のニムの一般化

2以上の整数 bに対して Flanigan[5]はSprague-Grundy関数が次の石とりゲーム

を構成した：
岱(X)= x゚ 螂・..螂 xm-1_

ただし，螂は b進法での繰り上がりのない足し算を表す前節までの言菓を使うと，

Flaniganは砂の正の Sprague-Grundy系を与えたまた FraenkelとLorberbo叫6]

はSprague-Grundy関数が次の石とりゲームを構成している：

氾 (X)=b(lfJ 〶2 ・・・〶2 lx:-1J) +((x゚＋・・・十 xm-l)mod b). 

ここで nmodbは nを bで割った余りである．彼らはさらに，び[b]の正の Sprague-

Grundy系の中で最小のものを決定した

4.2 混合基数法でのニム和

以下でのH標は， Sprague-Grundy関数が次の石とりゲームを構成することである：

凸X)=X゚釦・..釦 xm-1_

ただし④gは，すぐ下で定義するように，混合 g進法での繰り上がりのない足し算を表

ず我々は (TfJの正の Sprague-Grundy系を与える（この研は上の決と CT[b]の一般

化になっている）．さらに砂の正の Sprague-Grundy系の中で極小となるものの特徴

付け（定理 4.4)と，最大となるものの再帰的構成（定理 4.7)を与える．
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それではが3を定義しよう.(3を数列 (f3L)LENE NNで各 LENに対して f3Lが2以

上のものとする．屈=f3o・/31・・・ f3L-lとおく．非負整数 nENに対して n{で混合基

底 f3で nを展開した L桁目を表す．すなわち， n畠を nを屈で割った商とすると，

吋 は n!Lをf3Lで割った余り叫五 mod紅である．このとき

n=~ 吋(3L.
LEN 

以下，誤解のないときは叶の代わりに単に nLと書く．また上式の右辺を [no,n1,.-l 
（あるいは単に [no,釘，．．．］）で表す.n,hEN に対して n 〶13h を f3 進法で繰り上がり

のない足し算を表す．すなわち

疇 13h=凶（四＋位） mod f3L)祈．
LEN 

また XE正に対して次を定義する：

O"fJ (X) = O"{J,m (X) = X゜釦・・・〶fJ xm-1 _ 

例 4.1./3 = (60, 24, 7, ...)として X = (1000, 2000)としよう．このとき

x0 = [40, 16, OJ, x1 = [20, 9, 1]. 

よって

砂(X)= [(40 + 20) mod 60, (16 + 9) mod 24, (0 + 1) mod 7] = [O, 1, 1] = 1500. 

注 4.2.2以上の整数 bに対して /3= (b, b, ...)のとき砂は 1節で見た岱，また

/3 = (b, 2, 2, ...)のとき砂］と一致する．

それでは a-flの Sprague-Grundy系を与えよう．非負整数 nに対して，次を定義する：

mdp(n)~ 「ax{LEN, ~L In} ii n # 0, 
oo if n = 0. 

すなわち， ordfJ(n)は別が nを割り切る最大の Lである．次の集合を考えよう．

炉~{ CE町¥{ (0, ... , 0) } , mdp 図） ~mo,dp(C)}
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ただし， mo叫 (C)= min { ord亨）： i ED}. 一般には

ocdp (; 苔c');, mocdp(C) 

のため， CCf3はこの不等式において等号が成立するもの全体がなす集合である.CCf3は注

3.1の (SGl)をみたすことがすぐにわかる *3_さらに (SG2)をみたすことも示せるた

め，次が成立する．

定理 4.3.CCf3は (j/3の正の Sprague-Grundy系である．

4.3 極小系

本節ではいくつかの言菜を準備した後，正の極小系の特徴付けを与える．

まず局面の制限を尊入する.XE  Nmとする.nの部分集合 Sに対して

Xis = (xso'...'xBk-1) 

と定義する．ただし S= {So, ... , Sk-1 }で So<... < Sk-1である．なお 8=0のと

きは Xisは 0-tuple()とする．また C(?~Nm に対してその制限を次で定義する：

釘s= { Cls : CE~, Clo¥s = (0, ... , 叫
'----v--ノ

1!1¥SI個

例えば 'ef'={ (3, 0, 0), (0, 3, 2), (1, 0, 2)}のとき 't'l{o,2}は{(3, 0), (1, 2)}になる．

次に重みを定義しようまず空でない Nmの部分集合杉に対して，その重み wt('ef')

を杉に含まれる元の最大Hamming爪みとして定義する．すなわち

wt('ef') = max { wt(C) : C E'ef'} . 

また，関数が3,mの重み wt(が(3,m)をaf3,mのSprague-Grundy系の最小爪みとして定

義する．すなわち，
wt(af3,m) = min wt('6'). 

Ceff'E△ (a/3,m) 

例えば (72,mの甫みは， <Cef'[1lが Sprague-Grundy系であることから 1である．

次の結果は，正の極小系かどうかは局所的な性質であることを示している．

*3実際 CE炉として， M=mor屯(C)としよう．このとき任意の XEN=に対して ut(x+C) =fa 

心(X)が示せる．また逆にびt(X+ C) =fa u岱(X)ならば CE炉である．
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定理 4.4. (1) wt(uf3,m) = min { m, sup { f3L -1 : LEN}}. ただし， supPはNu

{ OC!}での P の上限である．

(2) w = wt(び/3,m)として'(?c:;;; Nmとする．このとき次は同値である：

(a)'(/はuf3,mの正の極小系である．

(b)任意の空でない Sc:;;;Oに対して，釦sは uf3,ISIの正の極小系である．

(c)'(/の重みは W であり，かつ，任意の Q の w点集合 S に対して,'(?Isは

uf3,wの正の極小系である．

なお，一般には正の極小系は唯一ではないが，次がいえる．

定理 4.5.m を2以上とする．関数戸が唯一の正の極小系を持つ必要十分条件は，

(3 = (f3o, 2, 2, ...) , すなわち L~l に対して f3L = 2であることである．

4.4 最大系

関数 af3の最大の正 Sprague-Grundy系を pffJで表そう．このとき pffJは (SGl)を

みたす最大の集合であるため

pffJ = {CE正：全ての XENmに対して砂(X+C)ヂ戸(X)}.

実は /3= (b,2,2, ...)の場合は pffJ = <gfJである． さらに逆に pffJ= <gfJなら

/3 = (b, 2, 2, ...)であることも示せる．本節の日的は一般の f3に対して， pffJの再帰的

構成を与えることであるまずは /3=I (b, 2, 2, ...)の場合に何が起こっているか，例を

見てみよう．

例 4.6./3 = (3, 3, 3, ...)とする. C = (2, 10) = ([2], [1, 0, 1])とF = (2, 4) = 

([2], [1, 1])を考えよう．このとき C とFはともに <gfJには入らない.Fは pffJにも

人らないが， Cは pffJに入る（すなわち， pffJは <gfJょりも真に大きい）．実際 Fft pffJ 

であることは

砂 ((1,2) + F) =砂(3,6) = 0 =バ1,2) 

から従う．次に，全ての XE即に対して

a『(X+C)が a『(X) ま たは叶(X+ C) =I叶 (X)

が成立することを示そう. a『(X+ C) =叶(X)としてよい． このときが+c'に

おいて〇桁日から 1桁日に繰り上がりはない．実際，繰り上がりがあるとすると
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(xi + ci)i = xi E93 1となり， o『(X+ C) = (x0 + c0) 1釦（叶+Cl)i =/=び『(X)となっ

てしまう．よって 0桁目から 1桁目に繰り上がりはない．このことからが+Ciにおい

て 1桁目から 2桁Hにも繰り上がりがないことが従う．よって

吋(X+ C) = (x゚+c叫釦 (xl+ c1)2 

＝畔螂 cり伽 x~ 伽 c~

＝碕(X)伽 1=/= u名(X).

ゆえに，全ての XEN2に対して uf3(X + C) =I=びf3(X)のため， Cは最大の正 Sprague-

Grundy系臼に人る *4.本節の最後に pt/3の元かどうかを判定する方法を与える．

それでは最大の正Sprague-Grundy系pt/3の再帰的構成を与えよう.§/3でNm¥pt/3

を表す．このとき

§13 = {CE正：ある XENmに対して戸(X+ C) = u13(X)}. 

s =恥＝（針，厖．．．）として，非負整数 nとFENmに対して，次を定める：

分＝四1= [n1,n2 ... ] EN, ----- -―-F = (JO'...'Jm-1) EN匹

また

p(F) = { r E { 0, l}m: 全ての iE 0 に対して ri~Jj} (4.1) 

としよう．例えば f3= (4, 4, ...)で F= ([3], [O, 2]) E N2のとき p(F)= { 0, 1} x 

{ 0} = { (0, 0), (1, 0)}である*5.非負整数 Lに対して次を定義しよう：

吋 ={FENm:碕(F)= 0 かつある rE p(F)が存在して F+rE§い｝

ただし ff!1= { (0, ... , 0) }である．例えば m=2かつけ=(3,3, ...)のとき

尻 ={ (0, 0), (1, 2), (2, 1)}. 

*4上で述べたように /3= (b, 2, 2, ...)の場合（例えば 2進法の場合）は， .91fJ= "5'fJである．よって

C¢ 炉なら C¢.91fJのため，詞(X+ C) = a-fl(X)をみたす X が存在する．

*5 p(F)は次のように繰り上がりと関係がある.Jj-/= 0としよう．このとき Ji+f3o -1は 0桁日から

1桁目に繰り上がりが起こる．一方 Jj= 0のときは， 0桁目から 1桁目に繰り上がりが起こることは

ない．
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また F=([2],[1,l])E陀とすると FEfffである．実際， p(F)= {0,1}2 3 (1,1) 

かつ

F + (1, 1) = (0, 1) + (1, 1) = (1, 2) E吋＝匁

さらに碕(F)= 2伽 1=0のため， FEク『が分かる．

定理 4.7.非負整数 Lに対して

{FE戸： maxF~13£+1 -尻}~ 吋~§瓦

特に次が成立する．

(1)§f3 = u吋．
LEN 

(4.2) 

(2) F Eかと な る 必 要 十 分 条 件 は 碍(F)= 0かつある rE p(F)に対して

F+rEか．

(3) pff3 = { C E Nm : ある LENが存在し maxC~13L+1 -屈かつ C¢町｝．
定理 4.7の (2)を使って FE§f3かどうかを判定できる．例を挙げる．

例 4.8.例 4.6を再び考えよう./3 = (3, 3, ... ,), C = (2, 10)として， CEpff3である

ことを定理 4.7を使って確認する．すなわち，全ての rE p(C)に対して C+ r¢ §g 

を示す． ここで C+ r E§fjならば碍(c+ r) = oであることに注意しよう．

p(C)={0,1}2のため， rE p(C)が 碍(C+r)=Oを満たすならば， r= (0, 0)である．

さらに C= ([OJ, [O, 1])かつ p(C)= { oドのため 8¢ffgである．よって C¢ §f3 

のため， CEpff3である．
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