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1 主結果

本研究は，韓国， Keimyung大学の EunkyungKo准教授との共同研究に基づ
くものである．つぎの半線形楕円型偏微分方程式の正値球対称解の存在と非

存在について考察する．

—• U=入f(u) (xED), u=O (xE叩）， (1.1)

ここで 0は，艮N における円環領域Aまたは単位球Bのいずれかとするた

だし N~2 とする．

A:= {x E酎： a< lxl <b}, B:={xE酎： lxl < 1}. 

入＞〇はパラメーターであり，非線形項 f(s)は， semipositone条件 f(O)< 0 
をみたすものとする．

f(O)~0 ならば，非負値解 (u(x)~0) は，正値解 (u(x) > 0)になる．実際
に， Q を任意の有界領域， f がリプシッツ連続で， f(O)~0, uが非自明な非
負値解と仮定する.R:=max頁u(x)とおく .fがリプシッツ連続なので，ある

C>Oが存在して， lf(s)-f(O)I~Gisi (Isl~R) となる. g(s) := J(s)-J(O) 
とおく.f(O)~0 なので， J(s)~g(s) となり，

—• U= 入f(u)~ 入g(u)~ ー入Cu.

すなわち，（入C―△)u~O となる強最大値原理より， u(x) > 0 (x E !1)で
ある．

1本研究は日本学術振興会，基盤 (C)課題番号 16K05236の助成を受けたものである．
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f(O) < 0の場合，非負値解が領域内部に零点を持つことがある．実際に，
N = 1, D = (-21r,21r), f(s) := s-1のとき， u(x):= 1 -cosxは，次の方程
式の非負値解である．

-u" = f(u) (x E (-21r, 21r)), u(-21r) = u(21r) = 0. 

u(O) = 0 なので， x=O に零点を持っているしかしながら， N~2 の球の場
合に，非負値解が正値解になることが，次の結果により知られている．

定理 1.1(Castro and Shivaji [4]). N~2, nを球とする. f E C1[0, oo), 
f(O) < 0とするこのとき，非負値解は，正値解であり，球対称になる．

この講演の目的は，つぎの 2点である．

(i)正値解が存在するための， f(s)に対する一般的で弱い十分条件を与える
こと．

(ii) 0 = Aと0= Bにおいて同一の方法で，解の存在，非存在を証明する
こと．

(1.1)の正値球対称解を考える.u = u(r), r =国とおくと，

N-l 
u" + u'+入f(u)= 0 (r E (a, b)). (1.2) 
r 

ただし， St=B (球）の場合， a=0, b = 1とする．境界条件は，次のように
なる．

u'(O) = u(l) = 0 (St= Bのとき），

u(a) = u(b) = 0 (St= Aのとき）

次の関数を定義する．
s 

F(s) := J f(t)dt. 
゜定理 1.2.f(s)は，次の条件を満たすものとする．

lim sup F(s)/ s2く 00.
S→OO 

このとき (1.2)は，十分小さな入 >0に対して，正値解を持たない．

(1.3) 

定義 1.3.D = AまたはBとする．つぎの関数空間と汎関数I(u)を定義する．

Hふ(D):= {u E Hl(D) : u(x) is radial}, 

H+ := {u E~ ふ(D): u(x) 2:: 0 in D}. 
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b l 
I(u) = I(u, 入）：= 1 (2u'(r)2 -入F(u(r)))rN-1dr. 

ただし， F(s)は(1.3)により定義する 0= Bの場合は a=0, b = lとする．
さらに，次の関数i(入）を定義する．

i(入）：= inf I(u, 入） 2 -oo. 
uEH+ 

1(0, .X) = 0なので， i(入）さ 0となる．

仮定 1.4.J(s)は，連続でf(O)< 0であり，以下の条件を満たすものとする．

(i)つぎの条件を満たす Z > 0が存在する. F(s) ::; 0 (s E [O, Z]), 
F(Z) = 0, F(s) > 0, f(s) > 0 (s E (Z, oo)). 

(ii) lim F(s)/s2 = 0. 
S→OO 

(iii) n = B(球）の場合，つぎの条件を満たす定数p,C>Oがあると仮定する．

lf(s)I :S C(sP + 1) (s 2: 0), 

1 < p < oo (N = 2), 1 < p < (N + 2)/(N -2) (N 2: 3). 

定理 1.5.仮定1.4の下に次の結果が成り立つ．

(i)任意の入>0に対して， I(u,入）は下に有界である．すなわち， i(入）＞
-oo. 

(ii)ある入。＞〇が存在して， i(入） = 0 (入 E(0, Ao]), i(入） < 0 (入€ （入。'oo)).
lim入→00 i(入）＝ー00.

(iii)入2入。のとき， (1.2)は次の式を満たす正値解u入を持つ．

I(u入，入） = inf I(v, 入）(= i(入））．
vEH+ 

(iv) u入における線形化作用素の第一固有値は，非負である．

この問題の困難な点は， H+が内点を持たない集合になっていることであ
る．一般の領域Qについても同じことが成り立つ．良N の開部分集合 Qに対

して，次の集合を定義する．

Ht(nt := {u E Ht(D): u(x)~O}. 

この集合はHJ(D)の部分集合として，内点を持たないことが，つぎのように
証明される.u E HJ(n)+を任意にとる.C'. 丁(D)は， HJ(D)において桐密な
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ので， ¢2::0なる ¢E00(0)でuに十分近いものがとれる.¢のサポートは，
コンパクトなので，境界近傍で¢(x)= 0となるすなわち，ある 8>0が存在
して， ¢(x)= 0 (x E 0りとなる．ここで01',は次により定義される．

08 := {x E O: dist(x, 叩） < 8}. 

ただし， dist(x,叩）は点xから anまでの距離を表す．つぎのような関数
V E Co'(O)を定義する.xEO¥印に対して， v(x):=¢(x)と置き，ある
点 XoE 08において， v(xo)< 0となるように v(x)を定義するさらに v(x)
のび（瓦）ノルムが十分小さくなるようにとる．このとき， v-¢ の HJ(O)
ノルムも十分小さい結局，つぎのことが成り立つ．任意の c>Oに対して，

llu-vllH詞） <Eとなる符号変化する VEHJ(O)が存在する．従って， HJ(O)+
は内点を持たない

内点を持たない集合H+上に制限した汎関数I(u)が， u0EH+において
最小となった場合 I'(uo)= 0が一般には保証されないこれがこの問題の困
難な点であるたとえば，滑らかな関数f:配→良を考える．それを平面上
の滑らかな曲線C上に制限したとき， fieが点(xo,Yo) ECで最小になったと
しても，▽f(xo, Yo) = (0, 0)は，一般に成り立たないこれと同様の理由での
困難さがIIH+にも現れる．

2 証明の概略

補題 2.1.入＞入。のとき， I(u入，入） = i(入）をみたすu入EH+が存在する．す
なわち， minimizerが存在する

証明.I(叫，入）→i(入）となる列｛叫}CH+を取る．このとき， Unに対し
て， apriori評価を導くことができるよって， Unの部分列が収束する．極限
をu入とすると，これがminimizerになる．証明終．

以下において，入＞入。とし， uは， I(・，入）のminimizerとする．すなわち，

u EH+, I(u, 入）＝叫十I(v,.¥) = i(入）＜〇．

補題 2.2.

u(ri) = u(乃） = 0, u手0 (r1さrさ乃），

ならば， u(r)> Zとなる rE (r1心）が存在する．

証明.a さ s<t~b に対して，次の記号を用意する．

I(u;s,t) = it (1u'(r)2 -入F(u(r)))rN-1dr. (2.1) 



33

任意の分割 a=r。＜八く乃 <・・・<rn=bに対して，次が成り立つ．

n 

I(u, 入）＝どI(u;ri-1ぷ）． (2.2) 
i=l 

補題2.2を証明するすべての rE (r1心）に対して， u(r)::; Zと仮定す
る．このとき F(u(r))::;〇なので，

r2 1 
I(u;r1, 乃） = 11 (2u'(r)2 -入F(u(r)))rN-1dr > 0. (2.3) 

次のように vを定義する．

v(r) := {~(r) 

このとき， VEH+であり，

r E (a, b) ¥ [ri, 叫
r E [ri, 叫

I(v;a,r1) = I(u;a,r1), I(v;r2,b) = I(u;r2,b), I(v;r1,r2) = 0, 

が成り立つ.(2.2)の性質を利用し，上の式と (2.3)を使うと，

I(v; a, b) = I(v; a, r1) + I(v; r1, r2) + I(v; r2, b) 
< I(u; a, r1) + I(u; r1, r2) + I(u; r2, b) = I(u; a, b) 

となるすなわち， I(v;a,b)< I(u;a,b). これは， uがminimizerであること
に反する．従って， u(r)> Zとなる rE (r1, 乃）が存在する．証明終．

補題 2.3.0 = Aまたは Bのとき， u(t砂>0, tn→ bとなる列 tnE (a, b)が
存在する.O=Aのとき， u(sn)> 0, Sn→ aとなる列SnE (a, b)が存在する．
証明.0 = B, a= 0, b = 1の場合に，

u(tn) > 0, tn E (0, 1), tn→ 1 (n→ oo), 

をみたす列ゎの存在のみを証明する.0 = Aの場合や， Snの存在について
は， [11]を参照せよ．上の性質を持つわが存在しないと仮定するこのとき，
ある 0E (0,1)が存在して， u(r)三 0(r E [0, l])となる.v(r) := u(0r)とお
＜．このとき， VEH+. 変数変換 s= 0rを行うと，次の結果が得られる．

1 1 
I(v, 入） = 1 (2v'(r)2-入F(v))rN-1dr 

0 02 
- 0-N 1 (2u'(s)2 -入F(u))げ-1ds

- 0-N 11 (~u'(s)2- 入F(u)) げ-1ds
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次に， g(t):= st-N+2 -rt-Nとおく．ただし，

1 1 
S := 21 u'(r)2rN-1dr, T :=入11F(u(r))rN-1dr, 

とするこのとき， I(v)= g(0), I(u) = g(l) = S -Tが成り立つ.I(u) = 
i(入）さ 0なので， S:S; Tである.u争0なので， S>Oとなる.N2:3のとき，
t E (0, l]に対して，

g'(t) = (-N + 2)St―N+l+NTt―N-1 

= Nt―N-l(T -((N -2)/N)St2) > Nt―N-l (T -S) 2: 0. 

N = 2のときも， g'(t)> 0となる．従って， g(t)は単調増加であり， I(v)= 
g(0) < g(l) = I(u)となるこれは， uがminimierであることに反する．従っ
て， u(し） > 0, tn→ 1となる列 tnが存在する．証明終．

補題 2.4.minimizer u(r)は， 9内に零点を持たない

証明.O=Aの場合のみ証明する.u(r)が零点r。を持ったと仮定する．補
題 2.2,2.3より，次のような点s,tが存在する．

a<s<r。<t < b, u(s) = u(t) = Z u(r) < Z (s < r < t). (2.4) 

このとき，次のように vを定義する

v(r) := {~(r) 

このとき， VEH+であり，

r E (a, b) ¥ [s, t] 
r E [s, t] 

I(v; a, s) = I(u; a, s) I(v; t, b) = I(u; t, b) I(v; r1, r2) = 0. 

(2.4)より， I(u;s, t) > 0. よって， I(v;a,b)< I(u;a,b)となる．これは uが
minimizerであることに反する．従って， u(r)は， Q内に零点を持たない．証
明終

定理 1.5の証明．入＞入。のときの， (1.2)の解の存在を示す.n = Aの場
合のみ証明する補題2.1より， Iのminimizeruが存在する．

I(u, 入） = inf I(v, 入）(= i(入））．
vEH+ 

これが(1.2)の解になることを示す．つぎの埋め込みが成り立つ．

Hぶ(A)=Ht(a, b)'-+ c1l2[a, b]. 
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よって， minimizeru(r)は， [a,b]で連続である．補題2.4より， u(r)> 0 (a< 
r < b)となる．
¢E C0(a, b)を任意に与える．

ョb> 0: め(r)= 0 (a~r さ a+b, b-b さ r~b).

ョc> 0: u(r) 2: c (a+ bさrさb-b). 
上の式より，

u(r) + t<j;(r) 2: c -ltl 11</Jlloo > 0 (ltl < c/ll</Jlloo, a+ b~r~b -b), 

u(r) +砂(r)= u(r) > 0 (a< r~a+ b, b -bさr< b). 

従って,ltl < c/11針looのとき， u+t<j;EH+となる.g(t) := I(u+t<j;)は， t=O
で極小になる．ゆえに

0 = g'(O) = I'(u)¢. 

uは， Iのcriticalpoint. よって， (1.2)の解になる．証明終．

定理 1.2の証明．次を定義する

このとき，

1 
E(r) := -u'(r戸＋入F(u(r)).

2 

N-1 
E'(r) = - u'(r)2 ::; 0, 

r 

なので， E(r)は減少関数となる．
limsup8→ 00F(s)/茫<oo, f(O) < 0なので，

ヨM> 0: F(s) ::; M茫 (s2:: 0). 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

D=Aとする.u(r)を(1.2)の正値解とするこのとき，エネルギー関数E(r)
を使うと，ある roE (a, b)が存在して，次が成り立つことが証明できる．

ヨr0E (a, b) : u'(r) > 0 (r E (a, r0)), u'(r0) = 0, 

u'(r) < 0 (r E (r0, b)), u(r0) > Z. 

(2.6)から次の式が得られる．

N-1 N-1 
-E'(r) = u'(r) 2 2: b u'(r)2. 

r 

この式の両辺を [ro,b]上で積分すると，

N-1 b 
E(r0) -E(b) 2: b 10 u'(r)2dr. (2.8) 
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シュワルツの不等式を使って，

b 

u(ro)~-L u'(r)dr <'. ~(1。:u'(r)2dr) 112, 

蓄き換えると，

これと (2.8)より，

lb u'(r)2dr > u(ro)2 > u(ro)2 
ro 

-b-r。-b-a. 

N-1 
E(ro) -E(b)~u(ro)汽

b(b -a) 

u'(r0) = 0とu(b)= 0を使うと，上式は次の式に書き換わる．

1 N-1 
入F(u(r0))--u'(bげ> u(ro)乞

2 -b(b-a) 

上の式と (2.7)より，

（入M-b~二） u(r0)2 2': ~u'(b)2 

入＞〇が十分小さいならば，矛盾が起きるよって，十分小さな入 >0に対し
て，正値解は存在しない．証明終．

References 

[1] D. Arcoya and A. Zertiti, Existence and non-existence of radially sym-
metric non-negative solutions for a class of semi-positone problems in 

an annulus, Rend. Mat. Appl. (7) 14 (1994), no. 4, 625-646. 

[2] A. Castro, J. B. Garner and R. Shivaji, Existence results for classes of 
sublinear semipositone problems, Results Math. 23 (1993), no. 3-4, 214 
-220. 

[3] A. Castro and R. Shivaji, Nonnegative solutions for a class of nonposi-
tone problems, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 108 (1988), no. 3-4, 
291-302. 

[4] A. Castro and R. Shivaji, Nonnegative solutions to a semilinear Dirichlet 
problem in a ball are positive and radially symmetric, Comm. Partial 
Differential Equations 14 (1989), no. 8-9, 1091-1100. 



37

[5] A. Castro and R. Shivaji, Positive solutions for a concave semipositone 
Dirichlet problem, Nonlinear Anal. 31 (1998), no. 1-2, 91-98. 

[6] A. Castro and G. Sudhasree, Uniqueness of stable and unstable positive 
solutions for semipositone problems, Nonlinear Anal. 22 (1994), no. 4, 
425-429. 

[7] M. Chhetri, D.D. Hai and R. Shivaji, On positive solutions for classes of 
p-Laplacian semipositone systems, Discrete Contin. Dyn. Syst. 9 (2003), 

no. 4, 1063-1071. 

[8] P. Clement and G. Sweers, Existence and multiplicity results for a semi-
linear elliptic eigenvalue problem, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci. 

(4) 14 (1987), no. 1, 97-121. 

[9] D. Costa, H. Tehrani and J. Yang, On a variational approach to ex-

istence and multiplicity results for semipositone problems, Electron. J. 
Differential Equations 2006, No. 11, 10 pp. 

[10] D.D. Hai and R. Shivaji, Positive solutions for semi-positone systems in 
an annulus, Rocky Mountain J. Math. 29 (1999), no. 4, 1285-299. 

[11] R. Kajikiya and E. Ko, Existence of positive radial solutions for a semi-
positone elliptic equation, J. Math. A叫 Appl.To appear. 

[12] J. A. Smoller and A.G. Wasserman, Symmetry-breaking for solutions of 
semilinear elliptic equations with general boundary conditions, Comm. 

Math. Phys. 105 (1986), no. 3, 415-441. 

[13] J. A. Smoller and A. G. Wasserman, Existence of positive solutions for 

semilinear elliptic equations in general domains, Arch. Rational Mech. 
Anal. 98 (1987), no. 3, 229-249. 




