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Solovay還元を用いた第一不完全性定理の証明
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Abstract 

ゲーデルの第一不完全性定理の今日最もよく知られた証明方法は対
角化定理を用いて「自分自身は証明できない」という意味をもつとされ
るゲーデル文を構成する方法である．しかしこの定理は形式化された証
明への深い理解が必要で非専門家にとってはわかりにくい．本稿では解
析的なアイディアに基づき， Chaitinの停止確率， Solovay還元などの概
念を用いて同定理に別証明を与えた．

1 序

ゲーデルの第一不完全性定理は 1931年に発表されて以来，様々な証明法が考

案されたが，今日最も標準的な定式化は以下のようなものである．

定理 1.1(ゲーデルの第一不完全性定理）．理論Tをペアノ算術PAの拡

大で計算可能であるとする．このとき，ある文（自由変数のない論理式） G 

が存在して以下が成り立つ．

l. Tが無矛盾ならばT¥G

2. Tが江健全ならばT¥,G

~1 健全ならば無矛盾である．よって理論 T が ~1 健全ならばT¥G かつ
TJ.". ,Gである．

定理に現れる文 Gは理論Tのゲーデル文と呼ばれる．ゲーデル文は「自分自

身は証明できない」という意味を持つ文である第一不完全性定理の最もよく

知られた証明で鍵となるのが，こうした自己言及的な文の存在である．ゲー

デル文の存在を示すために用いられるのが対角化定理であり，その証明は以

下の 3つのアイディアが用いられる．第一に論理式がゲーデル数の概念を用
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いて計算可能な手順で自然数化されること，第二に同様に自然数から論理式

を再現できること，第三に PAにおける計算可能関数の表現可能性であるし

かしこの定理の証明は形式化された証明への理解が必要で，慣れていない人に

とってはわかりにくい．これを緩和するため，本稿では第一不完全性定理の

別証明を紹介する．

対角化定理は，本質的にはある集合が計算不可能であることに基づいてい

る．また，これまでの研究で様々な間題の計算不可能性から第一不完全性定

理が証明されることがわかっている．その中で注目したのがChaitinの不完

全性定理である.Chaitinは自身が考案した停止確率と呼ばれる実数Qを用

いて不完全性定理を証明している．

Qは計算不可能な実数の代表例であり， Chaitinの証明はQの計算不可能

性に基づいている.nについては実数の複雑さに関するランダムネスの理論
においても様々に論じられている．我々は 1—ランダムという性質と， Solovay
還元に注目した.1-ランダムは計算不可能よりも強い条件であり，停止確率

Qはその性質をもっ.Solovay還元は実数どうしの複雑さを比較する擬順序で

あり，ランダムネスや計算可能解析の分野で用いられている．また， Chaitin

は9を用いた不完全性定理の証明とは別に，次で示すような Kolmogorov計

算量を用いた不完全性定理を証明している．

定理 1.2(Chaitinの不完全性定理 (1974)).理論TはPAの拡大で計

算可能，かつ無矛盾であるとする．このときある bENが存在して任意

のaENについて

T J,L b < K(a) 

となる．ただし， K(ぉ）を xのKolmogorov計算量とする．

xのKolmogorov計算量は， xを出力するプログラムで最小のもののサイズで

定義される．この定理が述べているのは，ある自然数bが存在して任意の自

然数aについて「aのKolmogorov計算量がbよりも大きいこと」が証明でき

ない，ということである．しかし，どんな自然数nについても， Kolmogorov

計算量がnよりも大きくなる自然数は存在する．サイズがn以下となるよう

なプログラムは有限個しか存在しないからである．この定理はある理論にお

いて，真であるが証明できない命題が存在するという一種の不完全性を表し

ている1_ この定理の証明は「自然数bから Kolmogorov計算量がbを超える

ような自然数を実効的な手順で得ることはできない」という事実に基づいて

いる．直感的には，計算量が大きい数は，「計算可能」な手順では生成できな

い，ということである．証明の概略は以下の通りである．

1 「真ではあるが証明できない命題が存在する」という主張と第一不完全性定理がいってい

る構文論的な「肯定も否定も証明できない命題が存在する」という主張には違いがある．この

ことについては菊池誠 [7]のp.283-287を参照．
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定理 1.2の証明 [6]

まず，背理法の仮定から任意の自然数bについてある自然数aが存在して

Tf---b<K(a) 

となる．理論Tが計算可能であることから，以下を満たす計算可能関数f:
N→Nが存在する．

T f---b < K(f(b)) 

このことは，上で述べた事実と矛盾する． ロ
我々はこの証明の手法に注目し，背理法の仮定により計算可能関数を構成

できることを用いて矛盾を導くことにした．

以上で述べたいくつかの点を参考にして，解析的なアイディアに基づいて，

理論から証明も反証もできない命題を構成し，第一不完全性定理を示した．

2 準備

定義 2.1(Chaitinの停止確率）.uを万能prefix-freeなTuring機械とする.n
は以下で定義される実数である．

n := L 2―IPI 
pEdomU 

これは，以下の定理より収束し， 0<r2<1となる．

定理 2.2(Kraftの不等式）. prefix-free集合Aこ{0,1}*に対して

L2―lal :s; 1 
crEA 

QをChaitinの停止確率 (haltingprobability)と呼ぶ．

定義 2.3(Solovay). 実数aが実数f3にSolovay還元可能 (Solovayreducible) 
であるとは，定数cと計算可能関数f:(Q→Qが存在して， qE (Q, q < (3で
ある任意の qに対して

f(q)↓ <aかつ a-f(q) < c(/3 -q) 

となることであり， a::s;s (3とかく．

定義 2.4(left-c.e. real). 実数aがleft-c.e.であるとは，以下の集合が帰納的
可算 (c.e.)となることである．

{qE(Qlq<a} 
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補足 2.5.また，実数aがleft-c.e.であることと，実数aに収束する計算可能

な狭義単調増加有理数列が存在することは同値である．

定義2.1において，部分和をとることによって Qに収束する計算可能，狭

義単調増加有理数列が得られるので， Qはleft-c.e.であることがわかる．

命題 2.6.a, けを left-c.e.実数とし， {qふ｛乃｝をそれぞれ実数a,/3に収束す

る狭義単調増加，計算可能な有理数列とする．このとき， a:Ss /3となる必要
十分条件は，定数cと計算可能関数gが存在して，任意の nENに対して以

下を満たすことである．

a -qg(n) < c(/3 -rn) 

定義 2.7 (Solovay完全）. left-c.e. 実数けがSolovay完全であるとは，任意の

left-c.e. 実数aに対して

a ::c;s (3 

となることをいう．

定理 2.8(Solovay). 0はSolovay完全である．

3 結果

結果を紹介する．ここでleft-c.e.実数aに対して {as}/aと書いたとき｛叩｝

は実数aに収束する計算可能，狭義単調増加な有理数列で a。>0であると
する．

定理 3.1(Solovay還元を用いた決定不能命題）．理論TをPAの拡大で帰納的

可算かつ ~1 健全であるとする.n は Chaitin の停止確率'(3 は実数で left-c.e.
かつ Solovay完全でないものとし， {ws},{qs} / n, {f3s}, {八}/ (3とする．
このとき，以下が成り立つ．

VL > 0ヨnEN Vm,t EN 

TJ.LVs~t(lws —飼< Llf3sー叫）

この定理の証明は背理法を用いる．論理式Vs~t(lw8-q司< Ll/38-r司）
をc.p(t,m, n)とおく．背理法の仮定から，正の有理数Lを固定したとき，任
意のnに対して

T f---c.p(t, 可，冗）

が成り立つような自然数m,tを計算可能な手順で得られることから矛盾を

導く．
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補足 3.2.定理 3.1における論理式<p(t,m, 元）すなわち

む：：：：：t (lws —飼< LlfJs -r司）

は任意の nに対してある t,mが存在し， N巨<p(t,m, n)となる．このことか
らTの不完全性が導かれる．

4 結果に関する補足

ここでは，定理3.1に関するいくつかの注意と補足を行う．

4.1 論理式に関する注意

まず，定理3.1に現れる論理式に現れる計算可能関数について注意を述べる．

補足 4.1(論理式の形に関する注意）．定理3.1に現れる論理式c.p(t,m, n) 

Vs 2: t (lws —飼< Llf3s -r司）

は以下の止論理式の略記であるとする．

Vs 2: t(疇 q¥:/(3¥:/r (釘(s,w)八応（声q)八如(s'/3)八叫（万，r)→lw―qi < Ll/3-rl)) 

ただし，釘(x,y), 店(x,y), 如(x,y), ?j;4(x, y)はそれぞれ計算可能関数 nc--+ 
Wn,n→ qn,n→ f3n,n→ Tnを表現する江論理式であるとする．

つまり，数列Wnなどは自然数の入力 nに対して数列の第n項を出力する

計算可能関数w(n)= Wnと同一視し，また，論理式c.p(t,m, n)に現れるこれ
らの計算可能関数はw(n)を表す関数記号が言語に入っているのではなく，あ
くまで上で補足したように扱われているとする．

さらに，論理式内の lw-ql< Ll/3-rlについても注意が必要である．ここ
で現れる wなどは有理数であり，ここで構成した算術の言語はあくまで自然数

に関する命題を論理式で表現するものであり，有理数を扱える体系ではない．

また，絶対値記号などもこの論文で定義した言語には含まれていない．このこ

とについてここでは， w= w T /w..1, q = q T /q..1, L =LT/ L..1, j3 = j3T //3..1, r = 
戸/r..lと考え， lw―引<Ll/3 -rlは分母を払った形の論理式

lwTr疇1-L1--qTw王炉LJ_I

<IL万丁正丑q1_-L丁戸w噸上が1
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を表すとする．また，絶対値記号については， 2つの自然数からその差の

絶対値を得る関数f(x,y)= lx-yl = zは計算可能であるから， fを表現する
I;l論理式を町(x,y, z)として如一qi< Ll/3 -rl tま

¥/u¥/v(町(w,q, u)八町((3,r,v)→u < Lv) 

と表すとする．上記の 3つを合わせて得られる II1論理式が略記表現のない論

理式である．

4.2 定理の仮定に関する補足

前の節において，定理3.1の理論TはPAの拡大で帰納的可算， I;l健全とい

う仮定であった．しかし，定理の証明に実質的に必要なのは，理論が帰納的

可算であること，全域的な計算可能関数が表現可能であることおよびII1健全

であることである．この条件を満たすのは，より弱い仮定でも可能である．

定理 4.2(弱い算術における計算可能関数の表現可能性）．理論Rはモストウ

スギロビンソンータルスキの体系であるとし，理論TをRの拡大で無矛盾で

あるとする.fを全域的な計算可能関数とするとき，以下は同値．

(1) fは計算可能である．

(2) f は T 上で ~1 論理式で表現可能である．

(3) fはT上で表現可能である．

この定理は，ロビンソン算術Qに不等号の公理VxVy(x< y⇔ ヨz(z+ 
S(x) = y))を加えた理論 (Qくと表す）でも証明可能である．この定理と R
の ~1 完全性などの証明は田中一之 [9] を参照．
また，次の事実がある．

補題 4.3.理論TをRの拡大で無矛盾ならば， II1健全である．

証明.cpを几文とする.T卜ゃを仮定する.Tの無矛盾性から T.J.L万っであ
る .R は ~1 完全だから N~,cp が成り立つ．ゆえに NF cp. ロ

以上より，以下を得る．

定理 4.4(Solovay還元を用いた第一不完全性定理の証明）．理論Tを理論R

(Qく）の拡大で帰納的可算かつ無矛盾であるとする.cp(x,y,z)は補足4.1で
みた論理式であるとする．このとき，以下が成り立っ．

VL > 0 3n EN Vm, t EN T .J,L cp(t扉，万）
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補足 3.2で見たように，任意の nに対してある (t,m)が存在して Np
c.p(t, m, n)となるため， Tでは真なる命題が証明できないことになり，不完
全性定理の一種の証明になっていることがわかる．しかし，ここで注意が必

要なのは定理 4.4 では ~1 健全性を仮定していないので c.p(t,m, n)について
T J,L予 (t,薦 n)となることまではいえない．つまり，意味論的に Tが不完全
であることはわかっても，それはTが構文論的な完全性を満たしていないこと

を示せたわけではない．

また定理において 1ーランダムな実数 Qを使ったが， 2つの left-c.e.実数

a,fJで， Solovay還元について aさsfJかつ fJis aが成り立つ（すなわち，
次数 (degree)が異なる）ものであれば同様の証明ができる．本質的には定

理の証明において， Qの計算不可能性を用いたわけではな<Solovay還元に

関する次数の差を利用した，ということである．

5 今後の課題

今回，ランダムネス，計算可能解析の分野で用いられるいくつかの事実を用い

て，第一不完全性定理を示した．その中の実数どうしの擬順序になる Solovay

還元はある性質をもつ Lipschitz連続関数の存在と同値になることがわかって

いる．以下に示す．

定理 5.1(M.Kumabe,T.Suzuki,K.Miyabe,Y.Mizusawa [3]Theoreml.). 

以下は同値．

• a'.Ss /3 

• ある関数f:(-oo, /3)→ (-oo, a)が存在して以下を満たす．

1. fは「計算可能」．

2. fはLipshitz連続．

3. X→ /3のとき f(x)→a. 
4. fは単調増加．

ただし，ここでいう「計算可能」とは通常の自然数上で定義される計算可

能とは異なり，実数上の関数に対して新たに定義される概念である（詳

細は省く）．

今後はこのことを利用して決定不能命題の構成を試みる．
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