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簡約グラフとは，入項の計算経路を有向グラフで表現したものである．簡約グラフは VenturiniZilli [3] 
によって包括的な研究が行われ，簡約グラフに関するいくつかの予想が示された．本研究では Venturini
Zilli [3]が提示した bottleneckとboundaryの定理と予想について検証し，反例を与えることを目的とする．

2 入項

本節では，入計算の概要を Barendregt[1]の定義に従って述べる．

2.1 入項の定義

BNF記法を用いると入項は以下のように定義できる．

定義 1(入項）

M,N,T,U ::=XI (MN) I (入x.M)

ここで xは変数を表し， M,N,T,Uは入項を表すメタ変数である. (MN)を関数適用と呼び，（入x.M)を

関数抽象と呼ぶ．

関数抽象（入x.M)の部分項M の中に変数x現れたとき， xは束縛されているという．束縛されている変数

のことを束縛変数と呼び，束縛されていない変数を自由変数と呼ぶ．入項 M に含まれる自由変数の集合を

FV(M)と表す．入項入x.Mの束縛変数xを新たな変数y(ただし yrt FV(M))に置き換えた項入y.Nを，元

の式と同一視し，これら二つは a同値であるという．入x.Mと入y.Nがa同値であることを入x.M=入y.N

と表す．

関数適用は左結合であり， (M1M2)島という入項は M1恥島のように括弧を省略できる．また関数抽

象が複数連なる入x.(入y.M)という入項は入xy.Mと省略して表記できる．さらに以下の略記を用いる.Iは

恒等関数の役割を果たす入項， 9は停止しない計算を表す代表的な入項である. 1!3は計算をするごとに，

内部にある△3の数が無限に増加していく項である．

I二入x.x,△ ＝入x.xx,△3二入x.xxx,n二△△， !13二△3△3・ 

＊木研究は京都大学数理解析研究所の助成を受けたものである．

↑本研究は JSPS科研費 JP17K05343の助成を受けたものである．
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Mn = { M (n = 1), 
(Mn-1)M (n:;;, 2). 

2.2 /3簡約

（入x.M)Nという形の項を Bレデックスと言い， M の中にあるすべての自由変数xをNに憤き換えた項

M[x:=N]に占き換えることを 9簡約と言う.MがM'に9簡約されるとき M →13M'と書く．

推論規則を用いると 9簡約を以下のように定義できる．

定義 2((3簡約）

（入x.M)N→13M[x:=N] 
Beta, 

M → 13M' 
MN→ 13M'N 

AppL, 

M 万 M'

入x.M→g入x.M'
Lam, 

N→ fJN' 
MN→ fJMN' 

AppR. 

/3 簡約の反射推移閉包を ➔/3 と表す．それ以上 f3 簡約できない形をした入項を f3 正規形という．

3 簡約グラフ

本節では Barendregt[1]に従って簡約グラフを定義する．そして VenturiniZilli [3]が導入した平面と

boundaryについて述べる．

3.1 簡約グラフの定義

入項の筋約は一通りに決まるわけではなく，一般に何通りも存在する．例えば（入x.xx)((入y.y)z)という入

項の 9簡約は，國 1に示すように複数通りの経路が存在する．

上記の式の簡約経路をグラフ化すると医 2が得られる．各頂点が図 2中の入項に対応し，有向辺が (3簡

約を表していることが確認できる．ここで青い頂点が入項（入x.xx)((入y.y)z),赤い頂点が (3正規形を表し

ている．このように入項を頂点とし 3簡約を有向辺で表したグラフを簡約グラフと言い，入項 Tの簡約グ

ラフを Q(T)と表記する．

（な xx)((Ay.y)z) 

＼ ／ 
((.ly. y)z)((,¥y. y)z) 

フー 一▽
(z)(口字）ジ

(.l.Y.xr)(z) 

zz 

図 1:筋約経路

Barendregt [1]による簡約グラフ 9(T)の定義を以下に示す．

定義 3(簡約グラフ）

1. 頂点集合 V(g(T))は {NIT今/3N}である．

図 2:9((入x.xx)((入y.y)z))

2. M,NEV(叩））とする.M→13Nならば，頂点 M から頂点 Nに有効辺を引く．異なる位置に出現す

る8レデックスを 9簡約して M →13Nとなる場合， Bレデックスの数だけ頂点 M から頂点 N に有向

辺が引かれる．

g簡約の結果が同じでも異なるレデックスの出現位漑で簡約した場合，両者を区別するために簡約グラフ

では多重辺とする．また a同値の関係にある頂点は一つの頂点に統合する．このような例を岡 3に示す．
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(-lx. x) ((.ly. y)z) 

I一(-ly.y)z (,lx,x)z 

ミ／
¢ 

z
 

(ilx. x) ((,ly. y)z) 

↓]― 
(,lx, x)z 

丁
図 3:a同値と多重辺の例

3.2 平面の定義

平面とは VenturiniZilli [3]が導入した概念で，簡約グラフの頂点集合を同値類で分割したものである．

平面の定義と，平面同士の関係を次に述べる．

入項T,U間の同値関係～を以下で定義する．

定義 4(T ~ U) 

T~U⇔ T今13U/¥U今13T

入項Tが属する同値類を T/~と表す．すなわち， T/~={UT~U}である．簡約グラフにおいて， T/~

は頂点 Tを含む強連結な頂点の集合である．同値閲係～で分割された同値類たちを平面と呼び，平而の要

素を点と呼ぶ．以降，平面を表す文字として A,Bを用いる．

平面から平面への筋約 o---+を以下に定義する．また， o---+の反射推移閉包をこャと表記する．

定義 5(平面から平面への簡約）

A a-+ B ⇔ヨMEA,ヨNEB,M→13N八M 季N

(Q(T)/~,o→）によるグラフを go(T)と表し，凝縮簡約グラフと呼ぶ．通常の簡約グラフと区別するた

め，凝縮簡約グラフでは頂点を oで表す．例として Q(△(I△））と go(△(I△））を図 4に示す．

t,.(lt,.) Jt,.(lt,.) {fl (/fl), /fl (/fl)} 

{IM} 

△△ l△△ ｛坐｝

図 4:9(△ (I△））と go(△(I△）） 

3.3 bottleneckの定義

go(T)における平面A,Bについて， BはAの bottleneckであることを以下で定義し， Bn(B,A)と書く．

定義 6(bottleneck) 

Bn(B,A)⇔すべての MEA,N E B,L E V(Q(T))に対し， M 玉Lかつ N玉Lならば， M 今13Pら
Lとなる PEBが仔在する．

特に Bn(B,T/~)であるとき， BはQ(T)の bottleneckであるという．図 5はbottleneckの定義を表した

ものである．
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汎

M 

③p N 

L 
一

図 5:bottleneckの定義

B
 

3.4 boundaryの定義

Venturini Zilliは無限個の頂点を持つ簡約グラフにおいて，無限回の簡約を繰り返した極限にあたる

boundaryを導入した [3].定義を以下に示す．

定義 7(Ch(T)上の順序関係）

1. 半順序集合 (Qo(T),o-"ャ）における無限簡約列 (w-Chain)の集合を Ch(T)と書く．

2. C, C'E Ch(T), ここで

C:A。凸 A1凸 A2吟...

C':B。ふ B1凸 B2凸．．．

ただし

A。三 B。三 T/~

である．このとき，次の関係を定義する．

C 旦 C'⇔ ¥:/nヨmふ/~H 瓦／～．

C "" C'⇔ CこC'I¥C'こC.

さらに， C/""= {C' C'"" C}. 

3. g0(T) = {C/"" CE Ch(T)}. 

go(T)に現れる新しい要素，すなわち go(T)¥ go(T)をboundaryと呼ぶ．

4 定理と予想の反例

Venturini Zilliは凝縮簡約グラフが無限個の平而を含む場合，グラフは狭まる（無限個の bottleneckがあ

るとき）か，広がる（比較不能な平而を含むとき）かのいずれかだと考えた．そこでグラフの広がり方を検

討するため， bottleneckとboundaryの個数に関する以下の定理を示した [3].

定理 8 [3] g0(T)が無限に多くの bottleneckを持つならば， go(T)の boundaryは単ーである．

以下に VenturiniZilliによる定理 8の証明 [3]を示す．

証明 9 [3] g0(T)が無限個の bottleneckを持つとする．このとき，任意の無限簡約列は全ての bottleneckを

通過する．したがって任意の boundaryの要素 Ci,C2 E Ch(T) は無限回合流し， C1~ らである．よって

boundaryは単ーである．
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しかし，この定理は一般には成り立たない．証明 9において， go(T)上の全ての無限簡約列は go(T)の

全ての bottleneckを通過すると説明していた．しかしながら， 2つの bottleneck間に無限個の平面がある場

合，全ての bottleneckを通過しない無限簡約列が存在する．

実際， T二（入x.!)!13ふふとすると反例が得られる．図 6はgo(T)を表し，白頂点に＊で bottleneckを

示しており，無限に多くの bottleneckが含まれている．一方，図 7はQD(T)を表している.Ch(T)の要素

を以下に列挙する．

C。: （入x.I)鉛ふ△3H(入x.I)鉛ふ△3H(入x.1)!13ふ△3H・・・ 

C1 : (入x.I)船ふふ凸（入x.1)(!13ふ）ふ今。二（入x.I)(!13ふ）ふふ。今．．．

C2 : (入x.1)!13ふ△3凸（入x.I)(応ふふ）ふ△3H(入x.I)(応△3ふ）ふ△3 o• ... 
C3 : (入x.1)!13ふ△3H(入x.!)(!13ふ△3ふ）ふ△3H(入x.I)(!13ふ△3ふ）ふ△3~ ャ．．．

Cぃ：（入x.1)!13ふ△3ぶ（入x.I)(応ふ）ふ△3H(入x.I)(応△3ふ）ふ△3H・・ 

Cw+i : (入x.I)n吟吟3o..'.'+ J△玲3 凸 Iふふ。➔···

Cw+2 : (入x.1)!13ふ△3凸 Iふふふ。今 I△3ふふ。今．．．

Cw+3 : (入x.1)!13ふ△3 H Iふふふ△3HI△3ふふ△3 a• ... 

Cw.2 : (入x.1)!13ふ△3 H Iふ△3 H I△3ふ△3H・・・ 

（なI)出△3△3 (な.l)(出△3)△3△ 3 (な.l)(出△3/J.3)缶△3 (な./)(出缶△3缶）△企3

! ~ 

l!J.3△3 △3△3 缶△3△3

固 6:go((入x.I)鉛ふふ）

C。f~ C1たら1~ ら1~

• • • • C叫's::: Cw+1た Cw+2た Cw+3炉 Cw.2だ
0 ● ● ● … O 

圏 7:go((入x.I)鉛ふふ）

Cw,Cw-2は無限に次の平面へと向かう簡約列であり，他の要素は一つの平面に留まり続ける簡約列であ

る．ここで Cw,Cw-2がboundaryに対応しており，図 7中では黒頂点に＊で bounda内を示している．以上

より bottleneckは無限個存在するが， boundaryは2個現れるため，定理8の反例となる．

また，以下の予想もされている．

予想 10 [3] 
定理 8の逆が成り立つ．
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この予想に対しては T=(入x.I)鉛とすることで反例が得られる. Ch(T)の要素を以下に示す．

C。: （入x.J)r!3H (入x.I)r!3H (入x.I)r!3o• ・ ・ ・ 
C1 : (入x.I)応 H(入x.I)(r!3ふ） H(入x.I)(r!3ふ）。今．．．

C2 : (入x.I)応 H(入x.J)(r!3ふふ）。二（入x.I)(応ふふ） H・・ 

C3 : (入x.J)r!3H (入x.J)(r!3△3ふふ） H(入x.I)(応△3ふふ） H・・・ 

Cw : (入x.J)r!ao-"+ (入x.J)(r!aふ） o-"+ (入x.J)(r!aふふ） o-"+ ... 

Cw+l : (入x.I)応 o-"+I o• I凸...

Cwが bounda可に対応しており，単ーとなっている（図 9). しかし bottleneckは2個であるため（図

8)' 予想 10に対する反例となる．

（な.I)fl3 （心.I)(出ら） (ilx. I)(出缶△3) (.-1.x. l)(出△3△3△3) 

ー

図 8:go((入x.I)切）

C。たら/,::, ら/,::, らI""
• • • • Cw/"" Cw+if"" 

0 • 

図 9:go((入x.1)03)

5 順序型

Venturini Zilli [3]は次に示す spectrumを用いて入項の順序型を定義した．どの順序数が入項の順序型で

表現できるか，という問穀は未解決であり lntrigilaら [4]は EQ未満の任意の順序数が表現可能であること

を示した．この節では lntrigilaら [4]に従って，順序型の構成方法について調査したことをまとめる．

5.1 spectrumの定義

定義 11(Red(T)上の順序関係）

1. 入項 Tから始まるすべての有限及び無限の簡約列の集合を Red(T)で表す．

2. D1, D2 E Red(T), ここで

割 = T四→13Tい→/3 Ti2)→ /3 ... 
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巧 =T.四→/3 rJ1l→ /3 T. 戸→，．．．

ただし

Tio) =T = Ti°) 

である．このとき，次の関係を定義する．

D1 ,,;D2 ⇔ ¥:/nヨmTt)玉Tim).

割 ~D2 ⇔割,,; D2 /¥ D2,,; 割・

3. f5 = {D'D'~D}, 恥 (T)=ゆIDERed(T)}とおく．
・. ・』

D1,,; D2⇔割,,;D2. 

定義 12(Spec(T)) 

半順序集合 (fu面T),,;;;)を Tのspectrumと言い， Spec(T)と表す．

例として％の spectrumを考える．％の簡約経路を列挙すると，以下のようになる．

Dn = {船 (n= 0) 

Dn-l→ /3 03△ 3 (n;:,: 1) 

Dw =03→ 130心→130心→/3 ... → 130心；→/3 ... 

すると面面T)= {V。,i51,・・・，瓦｝となり， Spec(T)を図 10に示す．

3
 

祝

～vl
～功

～D．．．． 
● 祝

％＝出

割＝船→p缶缶

防＝伍→/J n企3祁 缶 △t

巧＝出→p伍缶→B伍硲→8出母

叫＝％→B伍缶→p糾硲→p…

図 10:Spec(!l3) 

5.2 順序数

順序数とは自然数を拡張した概念であり，全順序集合の比較に用いられる．順序数は自分自身より小さい

順序数の集合として定義される．以下に例を示す．

゜゜1 = {O} 

2 = {0,1} 

w {O, 1, 2, ... } 

w+l {O, 1,2, ... ,w} 

Spec(T)が直線状になるとき， (Tu社(T),,:;;)は全順序集合となる．任意の全順序集合はある順序数と関係

づけられており，その順序数のことを順序型という．例えばSpec(r!砂の要素は {i5。i凡・・・ jうw}であり，

順序型は w+lである．
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5.3 順序関数

入項 Tに複数の f3レデックスが独立して視れる場合， Spec(T)に比較不能な要素が発生し，順序型を定

義できない．そのため，複数の f3レデックスが存在する場合，一方の Bレデックスの内部に他の 9レデッ

クスが存在する必要がある．このような構造を持つ入項を得るため，以下の形式を用いる [4].

定義 13(nf-representable) 

aをw以上の順序数， Nを以下の式で与えられる 9正規形N の集合とする．

N三入y.yN1・ ・ ・Nk (k 2'. 0) 

ただし N は自由変数を含まず， N1・・・Nkはf3正規形である. y は N1··•Nk に含まれる場合もある．ぁ
るNaENが存在して Spec(N:辺）の順序型がaであるとき， aはnf-representableであるという．ただし

〇二入xy.yである．

例えばNw+lー入y.ylふふである．そして順序関数を以下で定義する．

定義 14(順序関数）

Fを順序数から順序数への関数とする.Fがnf-representableであるとは，以下を満たす入項Eが存在す

ることをいう．

1. Eは自由変数を持たない 9正規形である．

2. 全ての nf-representableな順序数 aおよび入項 Naに対して， EN"→13NF(a)と0簡約される．

図 11に，順序関数と入項の対応を示す．

入項 順序数

Na a 

I 
ENa万 NF(a) F(a) 

図 11:順序関数と入項の対応

表 1に革本的な順序関数をまとめる [4].

順序関数

表 1:I順序関数と入項

入項

F(a) =a+l E三入zy.y(yizy)

F(a) = f3 +a+ 1 E三入zy.y(yINf!y)(入uvx.x(vu))yz

F(a) =a・w + 1 E =入wy.yIHHy,H=入xyz.z(y(yIwy)xxy) 

順序関数 F(a)=a・w + 1を表す Eに対し Spec(ENaO)を示したものを図 12に示す．ここで H。ニ

H[w:=ふ］である．計算中， 0レデックスが 2か所現れる箇所が存在する．内側の 8レデックスを 9簡約

し続けると順序数 aの構造が現れ，外側を g簡約すると再度Bレデックスが 2か所現れる．この構造が無

限に繰り返されるため， Eは順序関数a・w+lを表現している．

Nw+lにl輯閲数F(a)= a・w+lを適用すると Nw吐 1が得られ，複数回繰り返すことでN企 +1,N,叫 +l""'N,研 +1
が得られる．さらに，任意の順序関数Fに対して PWを

だ(a):=悶［信だ(a))
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E_NrrO→ p (Ay. y/ II≪Ila y)O→ p OlflaflaO→ p lll≪llaO 

→ p H,,HaO→ p (Ayz.z(y(y!Nay)Ha凡y))O

→ p 11z.z(O(OIN設）Ha出 0)
a『

T二→ (IN設） →p (N設） →p ... 
p ― 

11z.z(IH,.fなO)→p 11z.z(H,, 比O)

a 

→p入口 ((i!.yz己 1(y(yl N.,y)Ha出y))o)

→p泣 z(,1.z1・佑(O(OIN辺）Ha凡O))

T二 → —• 
p 

p(/N設） →p(N設） →fJ ... 

AZ. Z(AZ1. Z1 (/ H≪ 凡O))

図 12:Spec(ENaO) 

と定義する.pwはnf-representableであり [4], これを用いることにより Nww十1が得られる．

Intrigilaらは WW までの順序数の構成方法を示しており [4], 以下の定理を提示した．
ヽ

定理 15 [4] 

Eo未満の任意の順序数は nf-representableである．

ここで€。とは， a= 研を満たす最小の a のことである．さらに以下の予想が述べられている．

予想 16 [4] 
€。は nf-representable である．

5.4 g0(T)とSpec(T)の対応

3.2節で述べた go(T)と5節で述べた Spec(T)は順序同型であることが知られている [3].実際，写像

<p: Spec(T) ---+ go(T)を以下のように定義すれば同型の順序が得られる．

DE Spec(T)とおく．

l. Dが無限列の場合： D = M。→13M1→(3狛→13・・・,M。=Tとおいて

孤D)=C/"", ただし C:Mo/~凸 Mi/~ o今島／～。➔.... 

2. Dが有限列の場合： D=Mo→ 13M1→ (3 ... 万 Mn,M。二 Tとおいて

孤D)= C/"", ただし C:M,。/~凸 Mi/~ o••·· ご,M叶～凸 M叶～凸 Mn/~・・・.

そして go(T)とSpec(T)に関して，次の考察が与えられる．

go(T)において， bounda内は無限簡約列 M。/~ 0→ Mサ～。ニ島I~o今．．．である．従って，

boundaryに対応する Spec(T)の要素も無限簡約列となる．特に Spec(T)が全順序集合であるとき， Spec(T)

の要素を小さい順にう。,i51,,i52・・・と順序数を割り当てると， aが極限順序数のとき i5"はboundaryに対

応する．

以上より， Spec(T)の順序型がaならば， go(T)のboundaryはa以下の極限順序数の数だけ存在すると

推察される．
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6 まとめと今後の課題

本研究では， VenturiniZilli[3]が提示した bottleneckとbounda可の定理について，反例を与えた．定理

の逆が成り立つという予想についても反例を与えた．さらに， QD(T)とSpec(T)が同型であることに着目

し， boundaryの個数と順序型の対応について考察を与えた．

Venturini Zilli[3]が残した他の問題について， go(T)は局所有限であるという予想については Intrigila

ら [5]が否定的に解決している．入項で表現できる順序型についての問題は， lntrigilaら[4]がEo未満の順

序数の構成方法を示した．€。以上の順序数も表現可能であると予想されており，今後の課題として入項に

よる€。の構成が挙げられる．
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