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1 はじめに

様相論理 S5とK4B,及び時相論理 K14に対応したシークエント体系は全ての (cut)

は取り除くことが出来ないことが知られている．高野 [4]と丸山他 [1]はこれらの体系の

(cut)を以下に制限できることを示した．

r→ 0, C C, △→A 
う，A

- . (cuW (ただし， CESf(r U△ U 0 U A)) 

ここでは， Sf(r)は論理式の集合「の部分論理式全体の集合を表す．特に丸山は，三部分的

付値と呼ばれる特別な証明不可能な式を用いて，意味論的な手法で証明を与えている．

2018年，高野 [6]は analyticallysaturatedを用いて，推論規則と Kripkeモデルの間の

関係を解析した．これは，三部分的付値を一般化させたとみることも出来る．この結果を

用いることで， K4BとS5の (cut)を(cut)aに制限できることを意味論的な手法を用いて

示すことが出来る．

本稿の目標は，大きく二つに分けられる一つは，高野 [6]の手法を改良することで， S5

とK4Bの (cut)を (cut)aよりも強い制限に出来ることを意味論的に証明することであ

る．そのために， K4Bの推論規則は高野のものとは異なるものを用いるもう一つは，高

野の手法を時相論理 K14に対応したシークエント体系に適用させることであるここで

は，丸山の結果を基に，推論規則と Kripkeモデルの間の関係を調べる．さらに，この体系

の (cut)を(cut)aよりも強い制限に出来ることを示す．

2 Analytically saturatedについて

まず初めに，高野 [6]が導入した analyticallysaturatedについて説明するここでは論

理記号として--, つ，口のみを用い， p,q,r,・・・と ABC--・ はそれそれ命題変数と論理

式を表す．また， r,△， 0, ・・・は論理式の有限列を表す．

ここで扱う全てのシークエント体系は以下の性質を満たすものとする．

＊本稿は，著者の博士論文の一部を含むものです．
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Stipulation 1. 始式として A→ Aを持ち，推論規則として（→ w), (w→)，（→ e), 

(e→)，（→ c), (c→)を持つ．

r→O 
A, r→e 

r→O 
r→ 8, A 

(w→) 

（→ w) 

△, B, A, r→ 8 A, A, r→e 

△ A B r→9 
(e→) (c→) 

, , , A, r→e 

r→ e,B,A, A r→ 0, A, A 
（→ e) (→ c) 

r→ e,A,B, A r→ 0, A 

よってこれ以降 rや△ は有限集合として扱う．

定義 2.1.(高野 [6,Definition 1.1]) GLをStipulation1を満たすシークエント体系と

する.r→ 0が GLで analyticallysaturatedであるとは，以下を満たす場合である．

(a) r→ 0はGLで証明不可能

(b)任意の AE Sf(r U 0)に対して， A,r→ 0が GLで証明不可能ならば AEr, 

r→ 0, Aが GLで証明不可能ならば AE0.

GLのanalyticallysaturated sequent全体の集合を WaLとする．

analytically saturated sequentをu,v,w,・・・で表し， uの左辺と右辺に出現する論理

式全体の集合をそれぞれ a(u),s(u)で表す．明らかに， a(u)n s(u) = 0であるまた，各

analytically saturated sequent uに対し，几と氏を以下のように定める．

几 ={BI□B E a(U)}, Gu = { B I口BEs(u)} 

皿 alyticallysaturated sequentは証明不可能な式を茎に構築することが出来る．

補題 2.2.(高野 [6,Lemma 1.3]) GLを Stipulation1を満たすシークエント体系とす

る.r→ 0が GLで証明不可能であるとき，以下を満たすような analyticallysaturated 

sequent uが存在する．

(i) r~a(u) かつ〇 ~s(u)

(ii) a(u) U s(u)~Sf(r U 0) 

analytically saturated sequentは，その体系で admissibleな推論規則によって様々な性

質をもつ．（推論が GLで admissibleであるとは，その推論の下式が GLで証明可能か，上

式のいずれかが GLで証明不可能である場合である．）例えば，以下のようなものが挙げ

られる．

命題 2.3.(高野 [6,Proposition 3.1]) GLを Stipulation1を満たすシークエント体系

とする．このとき，以下が成り立つ．

GLで任意の r,△， 0, AとBESf(f U△ ueuA)に対して (cut)aが admissible

⇔ Sf(a(u) U s(u))こa(u)U s(u). 

analytically saturatedを導入する目的は，このような性質を用いてシークエント休系の
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Kripke completenessを示すことである．

補題 2.4.(裔野 [6,Proposition 1.4]) CLをStipulation1を満たすシークエント体系

とする.W s;; WcLとW 上の二項関係 Rからなる Kripkeframe (W, R)が任意の A,B

とuEWに対して以下の条件を満たしているとする．

(, -a) ,A E a(u)ならば， AE s(u). 

(, -s) ,A E s(u)ならば， AE a(u). 

(つ -a) AっBEa(u)ならば， AE s(u)または BEa(u). 

(つ -s) AっBEs(u)ならば， AE a(u)かつ BEs(u). 

（ロ― a)□A E a(u)ならば，任意の vEWに対して uRvならばAE a(v). 

（ロ― s)□A E s(u)ならば，ある vEWが存在して， uRvかつ AE s(v). 

このとき，ヒを uF P⇔ p E a(u)となるような (W,R)上の satisfactionrelationとす

ると，任意の論理式 CとuEWに対して以下が成り立つ．

CE a(u)⇒ UFC, かつ CEs(u)⇒ u~C 

仮に，任意の uE WcLに対して以下を満たすような Kripkeframe (W, R)が存在して

いるとする

● u E W s;; WcL・

• (W, R)は補題 2.4の条件(・-a)~(ロー s)を全て満たす．

• ニ項関係 RはLの条件を満たす．

このとき， r→ 0が CLで証明不可能であるとすると，補題 2.2よりこれを基にした

analytically saturated sequent u E WcLが存在するこの uに対し，上の条件を満たすよ

うな Kripkeframeが存在すると，補題 2.4のsatisfactionrelation Fを用いて， CEfな

らば uFC かつ CE8 ならば u~C であるような Kripke modelを構築することが出

来るすなわち， u~/\f っ ve となるしかも，このモデルが L の条件を満たしている

のであれば， CLのKripkecompletenessが得られることになる．

よって，任意の uE WcLに対して上の条件を満たす Kripkeframeを構築することが目

標となるこのような Kripkeframeが構築できるかは， CLの推論規則に依存する．

例えば，以下が成り立つ．

命題 2.5.(高野 [6,Proposition 1.6]) CLをStipulation1を満たすシークエント体系

とするこのとき，任意の A,Bに対して以下が成り立つ．

(1) CLで(,→)が任意の rと0で admissible

⇔ 任意の uEWcLに対して,,A E a(u)ならば AE s(u). 

(2) CLで（→ ,)が任意の rと0で admissible

⇔ 任意の uEWcLに対して,,A E s(u)ならば AE a(u). 
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(3) GLで（つ→）が任意の rと0で admissible

⇔ 任意の uEWcLに対して， AっBEa(u)ならば AE s(u)または BEa(u). 

(4) GLで（→つ）が任意の rと0で admissible

⇔ 任意の uEWcLに対して， AっBEs(u)ならば AE a(u)かつ BEs(u). 

r→ 8, A 

,A, r→O 
(, →） 

A, r→e 
r→ e, ,A 

（→ ,) 

r→ e, A B, r→e 
AっB,r→O 

（つ→）
A, r→ 0, B 

r→ e, AっB
（→つ）

Stipulation 2を以下のように導入する

Stipulation 2. 推論規則として，← →），（→ -.) ! (→→），（→つ）をもつ．

命題 2.5より， Stipulation1と2を満たす任意のシークエント体系 GLの analytically

saturatedで構築される Kripkeframeは，← -a),(-. — s), (コーa),(コーs)を満たすこ

とがわかる．

残りの（ロ― a)と（□-s)については推論規則だけでなく，用いる二項関係にも依存す

る高野 [6]は様相論理の各体系に対して，その体系の analyticallysaturated sequent全

体の集合を用いて Kripkeframeを構築した

次の章では， S5とK4Bの体系について，（□-a)と（□-s)を満たすために必要な

analytically saturated sequentのみを用いるという手法で有限モデルを構築する．

3 S5とK4Bについて

シークエント体系 G(S5)はLKに以下の推論規則を足すことで得られるものとする．

国 → 口0,A

ロ「→ ロe,□A 
(S5) 

A, 「→ 0

□ A, 「→ 0
(T) 

K4Bに対応したシークエント体系については，以下の推論規則を用いたものが良く知

られている

r, ロr→ロ8,□ OA  

ロr→口e,n,□A 
'(B45) 

しかし，この推論規則はこれ自身が subformulapropertyを満たさない形をしている

ため，今回の議論をするにあたって少し扱いにくい．そこで，ここではシークエント体系

G(K4B)をLKに以下の推論規則を足すことで得られるものとする

ロr→口0A 
(S5) 

A,r→O 
(T)' 

ロr→□8, □A □ A,r→Q□B 

G(S5)とG(K4B)は全ての (cut)を取り除くことが出来ない例えば以下の証明図は

G(K4B)における (cut)を取り除くことが出来ない証明図の例である
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□ ,p→□ ,p p→P 
→ □ ,p, 壬J,p

（→ ,) 
,p,p→ ←→) 

(S5) → □ P, ロ王J,p □ ,p,p→ ロ王hp
(T)' 

P→口王J,p,ロ王J,p
(cut) 

P→ □ ,□,p 
（→ c) 

ここからは， C(S5)とG(K4B)の (cut)制限について考える.C(S5)については，高野

[4]によって (cuWに制限できることが示されているが，本稿ではさらに制限できること

を示すことが目標になる．

まず初めに，特別な subformulaである boxinternal subformulaを導入する．

定義 3.1.rを空でない論理式の集合とする．論理式 Aがrの boxinternal subformula 

であるとは，ある口BEfが存在して， AE Sf({B})となる場合である.rのboxinternal 

subformula全体の集合を BSf(r)とする．

例えば， r= {p:::)ロq,ロ(rつs)}であるとき， Sf(f)とBSf(f)はそれぞれ以下のよう

になる．

Sf(r) = {pつ口q,□ q, P, q, ロ(rつs),rつs,r, s} 

BSf(r) = {rつs,r, s} 

任意の空でない集合 r に対して BSf(r)~Sf(r) かつ Sf(f) = BSf(口r)が成り立つ．また，

rs;;;eであるとき， BSf(r)s;;; BSf(e)となる．

命題 3.2.C(S5)とG(K4B)の (cut)は，以下のものに制限することが出来る．

r→ e, □B □ B, △→A 
- . - . (cutl (ただし， □BE BSf(f U△ U 0 u A)) 

C(S5)とG(K4B)の (cut)を(cut)bに制限した体系をそれぞれ C(S5)ーと G(K4B)一

とする．上の命題を示すためには，これらの体系の Kripkecompletenessを示せばよい．

命題 3.3.CLをStipulation1を満たすシークエント体系とする．このとき，以下が成

り立つ．

CLで任意の r,△， 0, Aと□BE BSf(r U△ ueuA)に対して (cut)bが admissible

⇔ 任意の uEWaLと論理式 Bに対し， □BE BSf(a(u) Us(u))ならば□BE a(u) Us(u). 

証明

（⇒）□ BE BSf(a(u) U s(u))とする．仮定より， a(u)→s(u), □Bか□B, a(u)→ s(u)の

どちらか一方は CLで証明不可能である．よって analyticallysaturatedの定義よ

り， □BE a(u) U s(u)となる．

(~) r, △ → 0,AがCLで証明不可能で， □BE  BSf(f U△ ueuA)とする．補題 2.2

より， ru△ s;;; a(u)かつ euAこs(u)を満たす analyticallysaturated sequent 

u E WaLが存在する． □BE  BSf(f U△ ueuA)こBSf(a(u)U s(u))であるので，
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□ B E a(u) U s(u)となる．よって r→e, □Bか□B, △ → Aのどちらか一方は

GLで証明不可能である． ロ

定義 3.4.GLをStipulation1を満たすシークエント体系とする.WaL上の二項関係

Rs5とRK4Bをそれぞれ以下で定義する．

uRs5V⇔ 几＝几かっ 8u= 8v 

uRK4Bv⇔ uRs5vかつ釘 i-0 

定義より，任意の空でない WC:::WcLに対し， (W,Rs5)は反射的，対称的かつ推移的な

frameであり， (W,RK4B)は対称的かつ推移的な frameである．

まず初めに，（ロー a)について考える．推論規則 (T)に対し，以下が成り立つ．

命題 3.5.(高野 [6,Proposition 2.2]) GLをStipulation1を満たすシークエント体系

とする．このとき，任意の Aに対して以下が成り立つ．

GLで任意の rと0で (T)が admissible

⇔ 任意の uEWcLに対して， □A E a(u)ならばAE a(u). 

これによって， GLが (T)を推論規則として持つ場合，任意の空でない WC:::WcLに対

して (W,Rs5)は（□-a)を満たすことがわかる．

同様に， (T)'についても以下が成り立つ．

命題 3.6.GLをStipulation1を満たすシークエント体系とする．このとき，任意の A

に対して以下が成り立つ．

GLで任意の rと0とBで (T)'が admissible

⇔ 任意の u,vE WcLに対して， □A E a(u)かつ uRK4Bvならば， AE a(v). 

証明

（⇒）□ A E a(u)かつ uRK4Bvとする．切ヂ 0であるので，ある Bが存在して □BE  s(u) 

となっていて， uRs5vより □BE  s(v)である． □A, a(v)→ s(v), □BはGLで証明

不可能なので，仮定より A,a(v)→ s(v)もGLで証明不可能よって AE a(v)と

なる．

(~)• A,r→ 8, □BがGLで証明不可能とする補題 2.2より，｛□A} u r c:::: a(u)かつ

eu{口B}こs(u)となる uE WcLが存在する．口BEs(u)であるから， uRK4Buと

なり □A E a(u)であるので仮定より AE a(u)となる．よって A,「→ 0はGLで

証明不可能． ロ

これによって， GLが (T)'を推論規則として持つ場合，任意の空でない W こWcLに対し

て (W,RK4B)も（ロー a)を満たすことがわかる．

あとは任意の uに対してそれを含むような W c::: WcLが存在して， (W,Rs5)や

(W, RK4B)が（□-s)を満たすことを示せばよい．高野 [6]はGLが推論規則として
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(S5)を持つ場合， (WcL,Rs5)が (cuWの制限のもとで（ロ― s)を満たすことを示した．

命題 3.7.(高野 [6,Proposition 3.3]) GLをStipulation1を満たし， (cuttを持つ体系

とする．このとき，任意の Aに対して以下が成り立つ．

GLで任意の r,eに対して (S5)が admissible

⇔ 任意の uE WcLに対して， □A E s(u)ならば，ある vE WcLが存在して uRs5Vかつ

A E s(v). 

これと全く同様に， (cut)aを (cut)bに制限した休系に対しても (WcL,Rs5)が（ロ― s)

を満たすことを示すことが出来る． しかし，一つのシークエント体系の analytically

saturated sequentは一般的には無限個存在するので，この Kripkeframeは無限フレーム

であるただし，与えられた証明不可能な式 r→ 0に対し，扱う analyticallysaturated 

をa(u)U s(u)こSf(ru 0)を満たすもののみに制限することで有限モデルにすることも

できる．しかし，この有限モデルの中には (¥rっveの真偽を決定するうえで必要のない

analytically saturated sequentも含まれてしまう．

そこで以下の命題で，与えられた uに対し，（□-s)を満たすために必要となる Rs5―

successorのみを集めた，無駄の少ない有限の Kripkeframeが構築できることを示した．

命題 3.8.GLをStipulation1を満たし， (cut)hを持つシークエント体系とするこの

とき，以下が成り立つ．

GLで任意の r,e,Aで (S5)が admissible

⇔ 任意の uEWcLに対して，以下を満たすような有限集合 W こWcLが存在する．

(i) u E W 

(ii) (W, Rs5)は（ロ― s)を満たす．

証明

（⇒） uE WcLとし，ふと入を以下のように定める．

ふ ={BEeu I BE s(u)} 

ふ＝釘¥Au 

もしふ =0であれば， {u}が条件を満たす集合となる．

ふ =I-0であるとき，△u = {A1,・・・,A叶とする．各 A;E△U に対し， A;Es(防）を

満たすような uのRs5-successorv; を以下の手順により構築する．

ロ几→ ロ印□A; は GLで証明不可能であるので，仮定より口几→ ロ0u,A;も

GLで証明不可能である補題 2.2より，口ruこa(v)かつ □0u U {A;}~s(v) か

つ a(v)U s(v) C:::: Sf(口几 u口切 u{A;})を満たす vE WcLが存在するこの v

がuRs5Vを満たすことを示す．明らかに ruこじかっ 0uこ0vが成り立つので，

rvこ几と仇こ釘を示すだけで十分である．
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□ BE a(v)とする．このとき，以下が成り立つ．

□ BE a(v) U s(v)こSf(口几 u□0u U {Ai}) 

＝口几 u口切 uSf(几 U気）

＝口几 u□0u U BSf(口几 U□0u) 
~a(u) U s(u) U BSf(a(u) U s(u)) 

(cut)bがあるので，命題 3.3より， □BE a(u) U s(u)となる仮に口BE s(u)とす

ると， □BE□ 0u~s(v) となり矛盾するので， □BE a(v) である．よって rv~ 几

となる同様に， 0v~ 切であるので，几＝几かつ釘=0v, すなわち uRs5vと

なる．

砧：=Vとし，同様に Aぃ...'心のそれぞれで vぃ ...'Vnを構築する．

W = {u,vぃ・ ・ ・,vn}とすれば，明らかに (W,Rs5)は（□-s)を満たす．

(~)口r → ロe,□A が GLで証明不可能とする．補題 2.2より，口rこa(u)かつ

□ eu {□ A}こs(u)かつ a(u)U s(u)~Sf(口ru □eu {□ A})となる uE WcLが

存在する．仮定より， uを含むような有限集合 W が存在し， (W,Rs5)は（□-s)を

満たす.□A E s(u)より，ある VEW が存在して， uRs5vかつ AE s(v)となる．

ロrこa(v)かつ □e~s(v) であるので，口r → □ 0,AもGLで証明不可能であ

る ．ロ

ここで構築される KripkeframeはS5frameというだけでなく，必ず普遍的な frameに

なる．

•U 

V • 
n 

岡3.1 命題 3.8で構築される frame

この命題から G(S5)一の Kripkecompletenessを示すことが出来， G(S5)の (cut)を

(cut)bに制限できることがわかる．そこから G(S5)のsubformulapropertyが得られ，さ

らに構築されるモデルは常に有限モデルであるので，有限モデル性も一挙に得られる．

また， G(K4B)一も同様に，以下の命題から Kripkecompletenessを示すことが出来

る．このことから， (cut)を (cut?に制限できることがわかり， G(K4B)の subformula



84

propertyと有限モデル性も一挙に得られる．

命題 3.9.GLをStipulation1を満たし， (cutlを推論規則としてもつシークエント体

系とするこのとき，以下が成り立つ．

GLで任意の r,e,Aで (S5)が admissible

⇔ 任意の uEWcLに対して，以下を満たすような有限集合 W こWcLが存在する．

(i) u E W 

(ii) (W, RK4B)は（ロ― s)を満たす．

証明は，命題 3.8と同様である

4 時相論理 Kt4について

時相論理は 2種類の様相演算子 [F]と[P]を用いて時間の流れを扱う論理である.[F]A 

は「どんな未来でもずっと Aが正しい」， [P]Aは「どんな過去でもずっと Aは正しかっ

た」と解釈するこの [F]Aと[P]Aの充足関係は以下の様になる．

UF[F]A⇔ 't:/v, uRvならば VFA

uF[P]A⇔ 't:/v, vRuならば VFA 

時相論理凡4は以下の論理式を全て含むような最小の正規様相論理であり，推移的な

frameに対応する．

[F](pつq)つ([F]pコ[F]q)

[P](pつq)つ([P]pつ[P]q)

pつ[F],[P],p

pつ[P],[F],p

[F]pつ[Fl[F]p

[P]pつ[Pl[P]p

Kt4に対応するシークエント体系 G(Kt4)は，直村 [2]によって導入された以下の推論

規則を LKに加えることによって得られる．

[F]r,r→ [P]E>, [P]D, A 

[F]r→ [P]E>, n, [F]A 

[P]r,r→ [F]e, [F]n, A 

[P]r→ [F]8, n, [P]A 

(Tl) 

(T2) 

この G(Kt4)も全ての (cut)は取り除くことが出来ない例えば，以下の証明図が (cut)

を取り除くことのできない例である．
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[F],p→ [F],p 
→ [F],p, ,[F],p 
→ ,p, [P],[F],p 

（→ ,) 
(T2) 

P→ [P],[F],p 

P→P 
・P,P→ ← →) 

(cut) 

しかし，丸山他 [1]はG(K心の (cut)を(cuWに， (Tl),(T2)をそれぞれ以下に制限

した体系 G(Kt4)*のKripkecompletenessを示した

[F]r,r→ [P]0, [P]rl, A 

[F]r→ [P]e, n, [F]A 
(Tl)a ([P]rl s;; Sf(fU0U{A})) 

[P]r,r→ [F]e, [F]n, A 

[P]r→ [F]0, fl, [P]A (T2)a ([F]rlこSf(ru e u {A})) 

証明には三部分的付値と呼ばれる特別な証明不可能な式を用いた．これは analytically

saturatedとよく似た性質を持っているので，まずはその証明を基に，これらの推論規則が

高野の analyticallysaturatedの手法を適用できることを示す．

G(Kt4)*のKripkecompletenessを示すためには，以下の条件を満たし，かつ推移的な

Kripke frameが存在すればよい．

([F] -a)□ A E a(u)ならば，任意の vEWに対して uRvならばAE a(v). 

([P] -a)□ A E a(u)ならば，任意の vEWに対して vRuならばAE a(v). 

([F] -s)□ A E s(u)ならば，ある vEWが存在して， uRvかつ AE s(v). 

([P] -s)□ A E s(u)ならば，ある vEWが存在して， vRuかつ AE s(v). 

丸山は以下の二項関係 Rを導人し，上の条件を満たす Kripkeframeを構築した．

uRv⇔任意の Bに対し， [F]BE a(u)ならば，B,[F]B E a(v) 

かつ [P]BE a(v)ならば，B,[P]B E a(u) 

この二項関係を用いることで， (cut)aを持つシークエント体系 GLに対し， GLが (Tl)叫

(T2)aを推論規則として持つならば， (WcL,R)が ([F]-s)と([P]-s)を満たすことを

示すことが出来る．しかしこの二項関係では，命題 3.7のように逆を示すことは出来ない．

そこで今回は，この逆も示せるように，二項関係にいくつかの条件を加えたものを用いる．

定義 4.1.GLをStipulation1を満たすシークエント体系とする.WcL上の二項関係

届， Rp,R~, R'p, 駈をそれぞれ以下で定義する．

uR匹 ⇔ VB, [F]B E a(u)ならばB,[F]B E a(v) 

uRpv⇔ VB, [P]B E a(u)ならばB,[P]B E a(v) 

uR~v • VB, [F]B E s(u)ならば [F]BE s(v) 

uR'pv⇔ VB, [P]B E s(u)ならば [P]BE s(v) 

uR匹⇔ uR匹， vRpu,vR~u かつ uR伍v
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定義より，任意の空でない W こWcLに対し， (W,駈）は推移的であり， ([F]-a)と

([P] -a)を満たす．

命題 4.2.CLをStipulation1を満たし， (cuかを推論規則としてもつシークエント体

系とする．このとき，任意の論理式 Aに対して以下が成り立つ．

(i) CL で任意の r,e と [P]n~Sf(r u e u {A})を満たす Qで (Tl)aが admissible

⇔ 任意の uE WcLに対し， [F]AE s(u)ならば，ある vE WcLが存在して uR匹

かつ AE s(v). 

(ii) CLで任意の r,eと[F]flこSf(ru e u {A})を満たす 9で (T2)aが admissible

⇔ 任意の uE WcLに対し， [P]AE s(u)ならば，ある vE WcLが存在して vR四

かつ AE s(v). 

証明 (i)のみを示す.(ii)は (i)と同様にできる．

（⇒） [F]A E s(u)とする r,e,nを以下のように定める．

r = { B I [F]B E a(叫， e= {B I [P]B E s(u)} 

〇={BE8I [P]BESf(rueu{A})} 

明らかに， [F]r→[P]e, n, [F]AはCLで証明不可能である.[P]nこSf(rueu{A}) 

であるので，仮定より r,[F]r→[P]e, [P]n, Aも証明不可能である．補題 2.2より，

ru[F]rこa(v)かつ [P]eu[P]nu {A}こs(v)かつ a(v)Us(v)こSf([F]ru [P]e u 

{A})を満たす vE WcLが存在するこの vについて，叫祈vとなることを示せばよ

い.u応 vとuR'pvは明らかなので， vRpuとvRiuのみを示す．

[P]B E a(v)とするこのとき，命題 2.3より以下が成り立つ．

B, [P]B E a(v) U s(v)~Sf([F]r U [P]8 U {A})~Sf(a(u) U s(u))~a(u) U s(u) 

仮に [P]BE s(u)とすると， [P]BE [P]8~s(v) となるため矛盾するので， [P]B E 

a(u)であるまた，仮に BEs(u)とすると， [P]B(/.[P]8より [P]BE Sf(rueu 

{A})となるので， BE fl となるこれは [P]n~s(v) となり矛盾するので， BE a(u) 

である．よって vRpuとなる．同様に， [F]BE s(v)とすると， [F]BE a(u) U s(u) 

となる仮に [F]BE a(u)とすると， [F]BE [F]fこa(v)となり矛盾するので，

[F]B E s(u)となるよって vR圧となる．

したがって， uRrvとなる．

(~) [F]r→ [P]e, n, [F]AがCLで証明不可能とする．（ただし， [P]flこSf(rueu{A})

とする）補題 2.2より， [F]rこa(u)かつ [P]eu nu {[F]A}こs(u)かつ a(u)U 

s(u)こSf([F]rU [P]8 U {[F]A})を満たす uEWcLが存在する.[F]A E s(u)より，

ある vE WcLが存在して，叫祈vかつ AE s(v)となる．この vについて， uRpvか

つ uR似であるので， r,[F]r こ a(v) かつ [P]8~s(v) である．あとは [P]n~s(v)

を示せばよい．
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BEDとするこのとき，命題 2.3より以下が成り立つ．

[P]B E Sf(r u 8 u {A}) s;; Sf([F]r u [P]8 u {A}) s;; Sf(a(v) u s(v)) s;; a(v) u s(v) 

仮に [P]BE a(v)とすると， vRpuより BEa(u)となり矛盾する．よって [P]BE 

s(v)である．

したがって， r,[F]r→ [P]8, [P]D, AはCLで証明不可能である． ロ

これによって， (Wa(K凸）., Rr)は ([F-al), ([P] -a), ([F] -s), ([P] -s)を満たすこと

がわかり，かつ推移的な frameであるので， Kripkecompletenessを得る．

さらに，先程の S5とK4Bの場合と同様に， G(Kt4)も (cut)をboxinternal subfor-

mulaを用いることで (cuWよりも強い制限のものに変更することが出来るそのために，

まずは時相論理のために boxinternal subformulaの定義を拡張する

定義 4.3.rを空でない論理式の集合であるとする.AがrのBoxinternal subformula 

であるとは，ある [F]BErが存在して AE Sf({B}), または，ある [P]BE Sf(f)が存在

して AE Sf({B})となる場合である．

このとき， {A1戸．．，ふ｝を論理式の集合とすると，各 iで口iE {[Fl, [Pl}を満たす様相

演算子の列 □1'・・・，口nに対して以下が成り立つ．

Sf({A1, .. ・, An}) = BSf({口1ふ，...'口nAn})

例えば， Sf({A,B})= BSf({[F]A, [P]B}) = BSf({[P]A, [F]B}) = BSf({[F]A, [F]B}) = 

BSf({[P]A, [P]B})である．

命題 4.4.G(K心の (cut)は，以下のものに制限することが出来る．

r→ 8, B B, △→A 
- . - . (cutl (ただし， BEBSf(f U△ U 8 U A)) 

これを示すために， G(Kt4)の (Tl),(T2)をそれぞれ (Tl)a,(T2)aに (cut)を(cut)が

に制限した休系 G(Kt4)一の Kripkecompletenessを示す．

命題 4.5. CLをStipulation1を満たすシークエント体系とする．このとき，以下の

条件は同値である

• CLで任意の r,e,△，AとBEBSf(r u e u△ u A)を満たす任意の Bに対して

(cutlがadmissible

• 任意の uEWaLに対して， BEBSf(a(u) U s(u))ならば BEa(u) U s(u) 

証明は命題 3.3と同様である．

命題 4.6.CLをStipulation1を満たし， (cutlを推論規則としてもつシークエント体

系とする．このとき，任意の論理式 Aに対して以下が成り立つ．
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(i) GL で任意の r,e と [P]!l~Sf(r u e u {A})を満たす Qで (Tl)aが admissible

⇒ 任意の uE WcLに対し， [F]AE s(u)ならば，ある vE WcLが存在して uR匹

かつ AE s(v). 

(ii) GL で任意の r,e と [F]!l~Sf(r u e u {A})を満たす Qで (T2)aが admissible

⇒ 任意の uE WcLに対し， [P]AE s(u)ならば，ある vE WcLが存在して vR四

かつ AE s(v). 

証明 (i)のみを示す.(ii)は(i)と同様に出来る

[F]A E s(u)とする. r, e, nを命題 4.2と同様に定める． 明らかに， [F]r→
[P]8, !l, [F]A は GL で証明不可能である [P]!l~Sf(r u e u {A})であるので，仮

定より r,[F]r→[P]8, [P]!l, Aも証明不可能である．補題 2.2より， ru[F]rこa(v)か

つ [P]8U[P]!lU {A}~s(v) かつ a(v) Us(v)~Sf([F]ru [P]8U{A})を満たす vE WcL 

が存在する．この vについて， uRrvとなることを示せばよい.uRFvとuR初は明らかな

ので， vRpu と vR~u のみを示す．

[P]B E a(v)とする．このとき，明らかに [P]Br/4[P]8であるから， [P]BE Sf([F]f U 

[P]8U{A})より， [P]BE Sf(rueu{A})となる．

B, [P]B E Sf(r u e u {A}) 

= BSf([F]r U [P]8 U {[F]A}) 

こBSf(a(u)U s(u)) 

よって， (cuttより B,[P]B E a(u) U s(u)となる．仮に [P]BE s(u)とすると BEG

となり矛盾であるので，よって [P]BE a(u)となる． また，仮に BE s(u)とすると，

[ P] B E Sf(r u e u {A})より BE !lとなり， [P]BE [P]!l~s(v) となるので矛盾よっ

てBEa(u)である．よって vRpuとなる．

同様に [F]BE s(v)とすると， [F]BE Sf([F]rueu{A})であるので，以下が成り立つ．

[F]B E Sf([F]r u e u {A}) 

= [F]rusf(rueu{A}) 

= [F]r u BSf([F]r u [P]8 u {[F]A}) 

こa(u)U BSf(a(u) U s(u)) 

よって [F]BE a(u) U s(u)となるが，仮に [F]BE a(u)とすると BEfとなり矛盾．よっ

て [F]BE s(u) となる．よって vR~u となる．

したがって， uRrvとなる． ロ

これによって， (Wc(Kt4)一，凡）は ([F-al), ([P] -a), ([F] -s), ([P] -s)を満たすこと

がわかり，かつ推移的な frameであるので， Kripkecompletenessを得るよって， G(Kt4)

の(cut)は(cuttに制限できることがわかる．

G(K心に対して注意すべき点が2点あるまず一点目は，命題4.6はKripkecomplete-

nessを導くことは出来るが，命題 4.2のように逆は成り立たない点である．そしてもう一
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点は， G(Kt4)ー及び G(Kt4)*では， S5や K4Bのように必要な analyticallysaturated 

のみを集めて有限フレームを構築する手段が出来るかが今のところわかっていない点であ

るこれらを解決するには，著者は二項関係の定義を変更する必要があると考えている．
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