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1 序文

高速加振系における変調不安定性

愛媛大学理学部飯塚剛

Takeshi Iizuka 

Faculty of Science, Ehime University 

高速加振によって、新たな安定状態が生じる現象はダイナミック安定化として知られ

ている [1]。代表的な例は支点を上下に振動させた振り子が、倒立状態で安定になる現象

で、これはカピッツアの振り子として知られている [2]。安定化を起こすためには加振の

振幅をある程度大きくする必要があることがダイナミック安定化の理論からわかる。と

ころが、この振幅が大きすぎると安定化が破綻（ブレーク）し、場合によってはカオス的

運動を起こすことが分かっている [3]。

本論文はダイナミック安定化のブレーキングが起こる原因が変調不安定にあることを、

数値的及び解析的に調べた。まず、 1質点の簡単な高速加振系を取り上げ、ダイナミッ

ク安定化の理論を適用して有効ポテンシャルを求める。加振の振幅が小さい範囲では理

論の予測通りに安定性の閾値が決まるが、ある程度大きくなるとブレークすることを数

値的に示す。次に安定化の破綻の起こる原囚を、ダイナミックスを変調として考えるこ

とにより解析を行った。本論文の後半では、波動系に対して高速加新を行ったときの波

動の不安定化について調べる。最終節では本論文のまとめを行う。

2 高速加振を受けた質点

1次元の自由質点に対して高速加振を与えた系を考える。位置をX(t)とすると、運動
方程式は

d双
= s-1 f(X) coss-1t, (1) 

dt2 

で与えられる。ただし c~1 であり f(X) は任意の関数とする。右辺が高速加振力であ

る。ここでダイナミック安定化の理論に従って「高速時間」を表す TをT= E: ―ltで定義
して次の様な摂動展開を導入する。

X(t) = X。(t)+ sX1(t, T) +召ふ(t,T)+・・・ (2) 

Xo(T)は「高速時間」に依存しない「ゆっくり」と変化する運動の主な成分を示す。第

2項以下のふ，X2,・・・ は高速振動を含む補正成分であり、以下のように時間平均が0で

あるとする。
1 T+21r 

〈ふ〉三云Jふ (t,T1)dT1 = 0, 〈ふ〉 =0,・・・
T 

(3) 
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これはX1,X2,・・・ には「DC成分がない」ことに相当する。このとき f(X)= f(X。)＋ 
c:f'(X。)ふ+・・・ となることに注意して (2)を運動方程式(1)へ代入する。 O(c:―1)のオー

ダーからは
陀X1
= f(Xo) cosT, . ・. X1 = -f(X。)COST, (4) 

街 2

を得る。 X1にはDC成分が含まれないので、 2回の積分する際発生する定数はいずれも

0とした。 O(c:O)のオーダーからは

d吠。 82X1 82X2 
+2 

dt2 缶at 街2
= f (Xo)ふ COST, (5) 

がわかる。 (4)よりふを消去して

d2X。 dX。, c)2ふ cos2T+ 1 
+2 f (X。)sin T + = -J'(X。)f (Xo) , (6) 

dt2 dt 8→ 2 

を得る。上式について、先に述べた時間平均が0となる「AC成分」と、 0にならない

「DC成分」に分離して考える。 AC成分はX2,sin T, cos 2Tを含む項であり、

dX。, 32ふ 1
2 f (X。)sin T + = --J'(X。)f(X。)cos2T, 
dt 街 2 2 

となる。直ちに積分が可能でふ同様、積分定数を 0とすると

dX。, 1 
ふ=2 f (X。)sinT + -J'(X。)f(X。)cos2T, 
dt 8 

を得る。残りののDC成分は

讐＝—if'(X。)f(X。)＝心。{(J(戸｝，
である。これが系の運動を決定する。 (J(Xo))2

4 
は高

速加振で生じた、有効ポテンシャルに(X。)を示

している。本研究ではf(X)= AsinX(Aは定数）
とした。このとき有効ポテンシャルはAsin2X。/4
であり、偲のようになる。ここで初期条件として

X。(0)= 0すると、初速Xo(O)を変えたときポテン
シャルの山を越えられない、つまり原点の回りに

束縛される条件は

A2/4 

(7) 

(8) 

(9) 

U心

L
2
 
o
'
 

2
 

将(0) A2 
2 
く一 △ 4'.. IXo(O)I < v'2 

(10) 

となる。これを踏まえて元の方程式(1)の数値シミュレーションを行った。ただしf(X)= 
AsinXであり、 r::= 0.01, X(O) = 0として、様々な初速X(O)と加振振幅Aを取り入れ、

X(t)が原点回りに束縛されるか否かを判定した。
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図の横軸は加振振幅Aを示し、縦軸が初速X(O)である。灰色部が束縛される（安定）領

域で白色部が束縛されない（不安定）領域である。 Aが小さい領域ではダイナミック安定

化理論の予測の通り、 X(O)< A/✓ うが安定化される領域となっていることがわかる。た
だし条件のX。をXに読み替えている。初速が大きい領域では、境界が複雑になってお

り、もはやダイナミック安定化の理論が適用できないことがわかる。また、初速が小さ

い領域でも、振幅Aが約47.6を超えると、突如として安定化が破綻する。次節ではこ

の破綻について解析する。

3 変調不安定性解析

前節の図から、運動方程式

d2X 
=s―1 A sin(X) cos c―1t, s = 0.01, X(O) = 0, (11) 

dt2 

に対し、初速X(O)が小さい（およそ 0.1以下）範囲で、 Aが約47.6を超えると原点付近
での束縛が破綻して、不安定化が起こることをみた。破綻する原因は何であろうか?47.6

という値はどこから来るのか？本節ではこの点について、変調不安定性解析の立場で考

える。 X(O)= 0.03として、破綻する「直前」である A=46のダイナミックスを示し

たのが次頁の図である。下のグラフは加振の振動 COST=COSE―ltを示しており、振動の

32周期分が描画してある。一方、上のX(t)は（搬送振動） X (包絡変調）という形に見

える。搬送振動は 16周期分となっており、これは加振振動に 2倍の周期となっている。

つまり搬送振動 rvexp(iT /2)とできる。そこでX(t)を
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X(t) A=46初速=0.03

cos(e―lt) 

不安定化「直前」の挙動

X(t) = a(t)eらr+a*(t)e―合.,.+ r:;b(t)e普.,.+ r:;b*(t)e―翌r, (12) 

と展開する。 3/2倍周期波e土祀は搬送振動と加振振動COST=
~ · • ()4---o--+ 

(eir + e―ir)/2との相互作用から生じた補正である（右図）。こ 3・ 1・ 1・ 3. 
ーが一が がが

れを方程式(11)へ代入するのだが、その前に (1)式のf(X)を

AsinXでなく、 Xの3次まで考慮したf(X) = A(X -X3 /3!) 

で同様の解析を行ったのが右下の図である。

先に示した f(X)= AsinXの図とほとんど変わりがないこと

がわかる。安定性の破綻の閾値A=47.6もほぼ同一である。

つまり変調解析を行う際、弱非線形解析でも十分であることが

示唆される。そこで (12)を

~: =E―1A (Xー心） COSE―lt, (13) 

ヘ代入して摂動解析を行う。 eiT/2の係数を比較すると 0(1)の

オーダーまでは

cos(.,-)= (e1'" + e-1T)/2 

'u  "・'... 盆...., .... "'....... 

E-2a E―1A E―lA 
ii+ ic―1a= + (a*+cb)- (が+3lal知 +3rn喩）， (14)

4 2 12 

となる。 e3iT/2の係数を比較すると O(c―1)のオーダーまでは

9 c―1A C―1 
0 = -€ ―1b + a --Alal2a, 
4 2 4 

... b= 
lal2 -2 ， aA, (15) 

を得る。これらより bを消去することにより

ii+ is―1<i= (~-竺） a+E: ―IAが― C―IA (a3 + 3lal2a*) +竺(4―lal2)lal2a,(16)
4 9 2 12 36 
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となる。次に aの実部、虚部をそれぞれx,yとして、 a=X +iyとする。 (16)の線形部

分のみを考慮して代入すると

x=+い(q-+c~ :A一f)x,
.. c-2 c―lA A2 

Y = -x+ (丁― 2 〗) Y, 

(17) 

(18) 

となる。 線形安定性を調べるために X= Xocosnt, y = YoSinDtとする。このとき Q
が実数である条件は_!_呈_(cA)2 >0であるので、

sA < sA* = 
-9+犀
4 
= 0.45416, ... A* = 45.416, (19) 

となり、数値計算で得たA*~47.6と概ね一致している。また f(X)= AXしたときの

数値計算で得た、閾値A*=45.4023とは非常に良い一致が得られている。つまり、線形

の範囲では「倍周期波を搬送振動とする変調不安定性」によって、安定性の破綻が起き

ていることがわかった。

次に非線形解析を行う。 (16)は解析的に計算するのは困難なのでa=X +iyとして、

数値解析を行った。 x,yの軌道を示したのが下の図である。

A=47.4 A=47.5 
・y 

X 

＼
 

x初速はの初速が0になるように初期条件を決めており、 2つのA(47.4,47.5)について
示してある。 Aが47.4までは、周期的な運動を示しているが、 47.5以上になると不安定

な軌道を示すことが数値的にわかった。つまり変調不安定性解析からはA=47.4~47.5 

が閾値となっていることがわかる。これは数値計算による値47.6とよく一致している。

以上まとめると安定性が破綻する前は、 X(t)は加振振動応の倍周期波8iT/2を搬送振動

の変調となっていて、加振振幅が閾値を越えると変調不安定性が起こる。これが安定性

の破綻生じさせたのである。

4 高速加振された波動系

ダイナミック安定化は質点の運動でだけではなく、波動系や鼠子系に対しても適用さ

れることが知られてている。プラズマ系におけるピンチの安定化[4]、レーザーによる量
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子粒子のトラッピング[5]、非エルミートポテンシャルにおけるダイナミック安定化[6]、

結合振動子系 [7]、ボース・アインシュタイン凝縮系 [8]などがその例でである。本研究

では問題を極カシンプルにするために、単純な波動系に対して加振を行う。モデル方程

式として
0吠四

=c―1 f(X) COSE: ―1t, (20) 
加― ox2

を考える。左辺が波動の部分を表しており、右辺が空間xに依存しない「一様な」加振

を示している。ダイナミック安定化の理論を適用し、 f(X)= Asin(X)とすると (1)に

対する解析と同様に有効方程式

82X。四。 1 A2 
- = --J'(X。)f(X。)＝―4 sin(2X。)，

[)t2 {)呼 2

を得る。これはサインゴルドン方程式であり、可積分系として様々な解を有する。

では特にブリザー解

凶 sin(Awt/⑰
X。=2 arctan 

wcosh(A辺＝戸x/v'2)

を取り上げる。 wはO<w<lをみたすパラメターである。これより初期条件を

(21) 

-,.- -,.-

‘一一 、一

(22) 

X(x, 0)~X0(x, 0) = 0, ~= 
oX(x,O) oX。(x,0) A✓ 2(1-wり

, (23) 
at at cosh(A✓ (1 —研）/2 x) 

と決めることができる。この初期条件を用いて、 c= 0.01として加振波動方程式 (20)

の数値シミュレーションを行った。右圏はブリザーの周期を T=a✓珈/(Aw)として、

T/4 < t < 3T/4に対するスナップショットである。ただし A = l,w = 0.5とした。
この振動は数 10周期以上にわたって安定的に存在した。ブリ

ザーはサインゴルドン方程式に対しては常に安定的な解となっ

ているが、もとの加振方程式 (1)に対しては必ずしも安定で

はない。特にw= 0.5では加振振幅Aが30程度になるとブリ

ザーが分散消滅したり、発散してしまうことがある。次頁の図

は、パラメターA,wの様々な値に対して、ブリザーが発散して

不安定になる領域を白色で示している。一方黒色はブリザーが

安定的に存続するか、消滅するか、分岐するかの領域である。
A=l,w=0.5ブリザー

概ね加振振幅が大きくなるとブリザーが不安定化するが、明らかな相分離とはなってい

ない。境界が複雑になっておりこれは「不安定性」の原因が複雑な分岐を通じたカオス

現象によるものであると考えられる。
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1曙

〇.2 0.5 0.8 

白••• ブリザーが不安定化（発散），黒・・・ブリザーが安定or分裂or消滅

例えばw= 0.5,A = 26.5は「境界域」の中にあるが、初期

のブリザーさざ波を放出したのちに、右図のように 3つに分岐

したプリザーが安定的に残るという興味深い現象を見受けられ

た。ただし、図のスケールは前頁の安定ブリザーの図に比べて w = 0.5,A = 26.5 

縦軸 10倍横軸3倍にズームしたものである。このような「分 ブリザーの分岐

岐したブリザー」がどのようなメカニズムで生じるか調べるのは今後の課題としたい。

5 まとめと課題

本論文では、加振振輻が大きくなり過ぎるとダイナミック安定化が破綻すること数値

的に示した。次に、破綻するパラメター領域の近くでは運動が加振振動の 2倍周期波の

変調であることを見出した。さらに、ダイナミック安定化の破綻がこの変調不安定性に

あることが、線形、及び弱非線形解析によりわかった。また、波動系に対するダイナミッ

ク安定化をブリザーを通じて調べた。「加振振幅が大きいと安定化が破綻する」という

単純な結果ではなく、不安定化に達する前にブリザーの消滅、分岐などが起こることが

わかった。これらがどのようなメカニズムで起こるかの解析は今後の課題である。
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