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1 まえおき

平面液体ジェットの安定性の問題は．微粒化．混合などの不安定化や製紙やコーティ

ングなどの安定化に関して．工業上重要であり古くから理論的・実験的に研究されてき

た [1,2, 3]. 特に安定性の解析では,Squire [4]により周囲流体による影響が線形解析によ

り示されて以来， Clark&Dombrowski[5]は最低次の非線形性によりシートの破断を説明

し，後に2次の非線形性による影響が調べられてきた [6,7]. いずれの場合も周囲流体が

シート破断に及ぼす影響が重要であることが示されているが,Mehring&Sirignano [8]は

長波近似により得られた非線形方程式を用いて，周囲流体がなくても非線形性により破断

する可能性があることを示している．また,Kan&Yoshinaga [9]は2枚の平而壁間を平而

ジェットが流れる場合のシートの挙動を数値的に調べ．シートと壁面間の距離の減少が非

線形性と不安定性を増加させることを示し，後に最低次の非線形性を考慮した解析も行わ

れている [10,11]. 最近， Fujiwara[12]は2枚の平行平板間のシートの振る舞いを，シー

卜液体部と周囲気体部に長波近似（薄膜近似）を用いた解析を行い，周囲流体を含む液体

シートの振る舞いを記述する非線形方程式を導出し比較的小さなWeber数に対するシー

トの破断を調べている．

よく知られているように．円柱ジェットによる微粒化現象では比較的大きな流速(Weber

数）による空力不安定が重要であり．第2空力不安定モードと呼ばれるジェット側面から

の微細液滴の形成が知られており，それがさらに強くなるとアトマイゼーションが引き起

こされる [13]. しかし平面ジェットにおけるそのような微細化に至る明確な振る舞いはこ
れまで報告されてい．本解析の目的は．比較的大きなWeber数で円柱ジェットの第2空力

不安定モードに対応する現象が現れるかを調べ，高Weber数領域でのシート破断による

微粒化現象の発生メカニズムを理解することである．

本解析では， Fujiwara[12]により示された2枚の平行平板間での平面ジェットの長波

方程式を用いて，シートと壁面間距離やWeber数によるシート形状の変化を数値的に調

べる．
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図 1:Schematic of a planar liquid sheet and surrounding gas between parallel solid walls. 

2 長波近似と非線形発展方程式

図2に示すような平而壁間に挟まれた2次元平而液体ジェットを考え，主流方向をx軸，厚

み方向をy軸に取る．ジェット上下界面はy=加(x,t), 厚み中央面はTJ(X,t) (三（加(x,t)+

h_(x, t))/2), rJ(x, t)士（三（土L土加）/2), シート厚みb(x,t) (三 h+(x,t) -h_(x, t)), 気相

部厚みb(x,t)土(=L -lh(x, t)士I),壁面はy=土Lで規定される．ジェット液体部，周囲
気体部での諸量をそれぞれl,gで表し，流速(u1,v1),(u9,v9), 圧力pぃPg,密度pぃPg,表面

張力 (j'粘性係数μlとする．ただし，周囲気体部の粘性は無視(μg= 0)し，圧縮性と重力
の影響は考えないものとする

基礎方程式はジェット流体部(-h_< yく加），及び周囲気体部(-L< y < h_, 加＜
y < L)に対する連続の式と運動方程式であり，境界条件としてはy=士L,y=加での運
動学的条件と， y=加での力学的条件（界面接線方向と法線方向）からなる．

解析を簡単にするため，液相，気相厚みがジェット変形波長に比べて十分小さいとし，

以下の薄膜近似を考える：

(i)液相部(h_< yく加）：

u1(x, y, t) = uw(x, t) + (y -rJ)un(x, t) + (y -rJ)2u12(x, t) +・ ・ ・, (la) 

v1(x, y, t) = vw(x, t) + (y -rJ)vn(x, t) + (y -rJ)2vl2(x, t) +・ ・ ・, (lb) 

P1(x, y, t) = Pw(x, t) + (y -TJ)Pn(x, t) + (y -TJ)2pl2(x, t) +・ ・ ・, (le) 
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(ii)気相部(-L< y < h_, 加<y < L): 

Ug士(x,y, t) = u90士(x,t) + (y -'f/司Ugl士(x,t) + (y -'f/士)2Ug2士(x,t) +• • • , (2a) 

Vg±(x, y, t) = v9。士(x,t) + (y -'f/±) Vgl士(x,t) + (y -'f/士）2Vg2士(x,t) +・ ・ ・, (2b) 

Pg土(x,y, t) = P9o土(x,t) + (y -'f/土）Pgl土(x,t) + (y -'f/土）2P92土(x,t) +• • • , (2c) 

ここで,lh-rJIさb/2~ O(b), lh±-rJ±I~ 如/2~ 0(妬）の程度であるが'f/,'f/士の大きさ
は変形波長（～入）程度~0(1)であるがb,如≪入であることに注意しよう．

このような近似を堪礎方程式と境界条件に用い，原みb,如の最低次の項を残して，無

次元化された以下の方程式系を得る：

枷枷ー＝一切o-+vw, at 釦
(3a) 

8b 8b 
b 
如 o

玩＝一切0面― 釦' (3b) 

如 o 如 o 8pw 枷＝一切0 +pa一
at 枷枷釦

＋嘉｛合—切1言舟塁+2切2 [1 + (塁）］｝， (3c) 

如o 如 oー＝一切o―-pnat 釦

+~{ a;;~o _ va ::: _ 2 a;~1 霊+2v12 [1 + (塁）］｝， (3d) 

如o土如o土18p9o土 1 8ry 1 8b 
8t = -Ugo士枷―1枷 +2-yに士2西；）Pgl土， (3e) 

如o士 8v90土 1
at 
= -Ugo士

ax 
Pgl士， (3f) 

ここで，代表速度，距離，時間，圧力はそれぞれ，撹乱がない場合の主流速度u。，ジェット
半厚みb。/2,時閻u。/(b。/2),動圧力pzf.li名を用い，無次元量としては密度比"I=pg/pz, 壁
面距離m= L/(bo/2), レイノルズ数Re=pzUo(bo/2)/μz, ウェバー数Wb= pzU5(b。/2)/a

が導入されている．ここに，

2伍＝塁士;塁+ugo土（塁土闘塁），

塁土言＝土羞[Ugo土 (m-~ 干'T/)]'
の関係があり， Pzo,Pll, un, vn, 切2,Vz2は山O,Vz。の関数である．

3 近似の有効性と適用限界

前節で得られた長波方程式系で，一様状態からの撹乱の線形時間安定性を調べ，基礎方程

式から得られる厳密な線形安定性の結果と比較する．撹乱が波数Kと角周波数wの正弦撹乱
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を仮定すると，基礎方程式系の厳密な安定性は諸置の平衡状態からの撹乱がf(y)exp[i(kx-

wt)]のように固有関数f(y)を用いて表される．境界条件より f(y)が決定されて， k-w

の分散関係は，

(i) Bulge mode: 

応 othk + ,(D + k)2 cothk(m -1) 一贔—芦(fcothk-kcothf) = 0, (4a) 
(ii) Sinuous mode: 

炉 4fk2
炉tanhk十,(D+k)2cothk(m-1)--- (ftanhk-ktanhf)=O, (4b) 

Wb Re2 

ここで， Q 三 w-k で『＝炉— iReD.. 一方，近似した方程式での線形分散関係は諸量

がexp[i(kx-wt)]に比例すると以下のように表される：

(i) Bulge mode: 

'Y(n十k)2 炉 4ik2 
炉＋
4(m -1) 

[4+炉(m-1)2]--+ 0=0, 
Wb Re 

(ii) Sinuous mode: 

'Y(O + k)2 炉
炉+ [4+炉(m-1)2]--
4炉(m-1) Wb 

= 0. 

(5a) 

(5b) 

以下では時間安定性を考えるので，これらの分散関係においてKは常に実数と仮定し，山

すなわち Qの虚数成分（切）が正であれば時間不安定となる．図2はBulge(対称）モード，

図3では Sinuous(反対称）モードにおける増幅率幻のKに対する変化を示している．図

では実線(Re=oo), 破線(Re=100)は厳密解，口 (Re= oo), 0 (Re = 100)は近似解を
示す．両図において， Wb数が大きくなるにつれて，またmが大きくなるにつれて近似解

は厳密解から離れていく．

特に， 01= 0となる臨界波数kc(#0)はReによらず， Wbにより変わることから，厳
密解と近似解の違いの指標として用いることができる．そこで以下では，厳密解との比較

でKCの相対誤差が5%以内となるような場合を近似が有効とみなす．さらに， mが大きく

なるにつれて壁面の影響は小さくなり， mに対する KCの変化は小さくなる．そこで， m

に対して厳密解のKCの相対誤差が5%以内となるようなmを壁面の影響がなくなる壁面

距離とする．このようにして得られた2種類のmでのWbに対する変化が図4に示されて

いる．図よりわかるように Bulge(対称）モード ((a)図）も Sinuou(反対称）モード ((b)図）

のいずれの場合も， Wbの増加とともに，近似が有効なm(実線）が減少し，またそれより

も小さい値で墜而の影響がなくなるm(破線）も減少している．したがって，実線と破線の

間のmでは近似が有効でかつ壁面の影暢が無視できる mがあることに注意すべきである．
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図 2:Variations of the temporal growth rate in the bulge mode with k for different Wb 

when 1 = 0.001 where the solid lines denote the exact solutions for Re = oo, broken lines 

denote the exact solutions for Re = 100, while open squares denote the approximation 

for Re= oo and open circles the approximation for Re= 100; (a) m = 2 and (b) m = 4. 
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図3:Variations of the temporal growth rate in the sinuous mode with k for different Wb 

when 1 = 0.001, where solid lines denote the exact solutions for Re = oo, broken lines 

denote the exact solutions for Re = 100, while open squares denote the approximation 

for Re= oo and open circles the approximation for Re= 100; (a) m = 2 and (b) m = 4. 
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図 4:Validity and limitation of the approximation and influence of the wall in the pa-

rameter region of Wb and m when p = 0.001, where the wall does not affect when mis 

above the broken lines, while the approximation is valid when m is below the solid lines 

and, so that, the influence of the wall can be neglected for min between the broken and 

solid lines; the bulge mode in (a), the sinuous mode in (b). 

4 破断近傍での振る舞い

長波近似で得られた非線形方程式系を周期境界条件の下で数値解析をおこなう．特に，

平面シートの場合，破断はBulge(対称）モードでおこる (Sinuousモードの場合非線形性に

より Bulgeモードが誘起される）ため，以下では Bulge(対称）モードの破断について述べ

る．初期条件はb= 2 + 0.4coskx, 切0= 1, T/ = vzo = v90土=Ugo土 =Po=Pgo士 =0とす
る．このとき， Kは最大増輻率を与える k=kmを用いている．

図5はWb= 100のときの厚みの最大値bmaxと最小値bminの時間発屎と典型的な破断

形状を異なる mについて示している. (a)図よりわかるように mが大きくなるほどbmax

とbminの増幅と滅少が同程度であるのに対し， mが小さくなると， bmaェの増加がより急

激になることがわかる．このことは，図 (b)の破断形状からもわかるように mが小さい

ときには鋭い山の部分と緩やかな谷の部分からなる．一方，図(c)で見るようにmが大き

くなると破断がおこるまで山谷両方とも緩やかに変形する．

一方，図6にはWb= 500の場合の厚みの時間発展と典型的な破断形状が示されている．

(a)からわかるようにいずれのmに対しても bmaxの増加率がbminの減少率よりおおき<,

bminは最終段階で急激に滅少しシートは破断する．そのため，山の部分が常に鋭<.谷の

部分も破断直前までは緩やかに変動することが予想される．

このように， Wbが大きくなるにつれてbmaxがbminにくらべてより早く増加し鋭い山

と緩やかな谷からなる形状を示すが，谷の部分の厚みは最終的には急激に減少し破断す

る．このような特徴はWbが小さくても， mが小さい場合（平面壁がよりジェット界面に

接近している場合）でも見られる．この鋭い山の形成は，円形ジェットの空力不安定性で

の第2空力不安定モードによる界面のカスプ形状と似ている．円柱ジェットの場合この鋭
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図 5:Evolutions of the maximum and minimum thickness bmax (solid lines) and bmin 

(broken lines) in (a) when Wb = 100, "Y = 0.001 and Re = oo, while typical breakup 

profiles for different m where m = 3 for km = 0.162 at t = 736 in (b) and m = 10 for 

km= 0.0847 at t = 3905 in (c). 
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図 6:Evolutions of the maximum and minimum thickness bmax (solid lines) and bmin 

(broken lines) in (a) when Wb = 500, , = 0.001 and Re = oo, while typical breakup 

profiles for different m where m = 3 for km = 0.408 at t = 257 in (b) and m = 5 for 

km= 0.353 at t = 506 in (c). 
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い山の部分より細かい液滴が形成されるため，平面ジェットでもWbが大きい場合やmの

小さい場合同様な液滴形成がおこる可能性があると考えられる．なお， Wbの小さい場合

の破断形状は円柱ジェットにおける第 1空力不安定モードに対応すると考えられる．

5 結論

2枚の平行平板壁間を流れる平面ジェットの振る舞いを，薄膜近似により導出した方程

式を用いて調べた結果，以下のことがわかった：

• 薄膜近似の有効性を線形解析により調べ， Wbが大きくなるにつれて近似の有効な
mの領域がが急激に減少することがわかった．壁面の影響も同様に減少することが

示された．

• Wbが小さい場合，線形不安定な対称モード撹乱に対して，最大厚みの増加と最小

厚みの減少は同程度になり破断に至る．

• Wbが大きいときは，破断直前まで最大厚みの増加は最小厚みの減少より大きくな

り，緩やかな谷部分と鋭い山部分の形状を示し，その後最小厚み部が急激に減少し

破断に至る．同様な現象はWbが小さくても mが小さければみられる．

• このWbが大きいかもしくはmの小さい場合の破断現象は円柱ジェットにみられる
第2空力不安定モードと類似しており，鋭い山尖端部より微小液滴が形成されるこ

とが予想される．
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