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有限変形を考慮したはりの中を伝播する弾性波の弱非線形理論

菊地勇成 (YuseiKIKUCHI) 内山祐介 (YusukeUCHIYAMA) 

筑波大学システム情報系筑波大学大学院システム情報研究群

1 はじめに

金川哲也 (TetsuyaKANAGAWA) 

筑波大学システム情報系

近年，省エネルギー化や省資源化の観点から，各種部材の軽量化が望まれている．軽量化は，利点と引き換え

に，剛性の低下による大変形といった欠点を招く．大変形すなわち有限の変形とは，たわみが微小ではなく，曲

率が非線形となることを意昧する．それゆえ，軽量化の促進に伴い，部材の非線形変形に対する精確な理解が，

強く望まれる現状にある

はりの非線形振動は，ひずみが小さいにもかかわらず，回転などによって引き起こされるこのとき，曲率に

よる幾何学的非線形性による影響が無視できないが，これは，よく用いられる Hooke弾性体（線形弾性体）の仮

定を逸脱している．そこで，幾何学的に正確な Cosserat理論 [1]を用いた研究が行われつつある．しかしなが

ら， Cosserat理論に基づく基礎方程式系は，一般性の高さやその強い非線形性から，解析的に解くことが困難

であるそのため， Lacarbonara[2]らに代表されるように， Bernoulli-Eulerの仮定などの力学的制約を加え

た特殊 Cosserat理論が用いられてきた．

はりは構造物を構成する最も甚本的な要素であり，その詳細な振動解析は複雑な形状の弾性体の動的挙動を

知る上で重要である．これまでに，はりに発生する座屈現象 [3]や，強制加振 [4],係数励振下での応答 [5]など

に関する研究が多くの研究者によって行われてきた．しかしながら，これらの先行研究の多くは，時間依存のみ

を論じており，空間的な発展すなわち波動としての理解は未だ未解明にある．

本研究では，波動の挙動の解明に向けて，はりの非線形振動を，時空間を論ずる波動として扱い，変位の 3次

まで近似された運動方程式に逓減摂動法 [6]を適用した．その結果，長波と短波の 2種類の非線形波動方程式

を導き出した

2 問題設定と基礎方程式

2.1 問題設定

図 1に示すような一様なはりの平面運動を考える．有限回転を考慮する．簡単のため，せん断ひずみ，減衰，

外力を無視する.a;(i=l,2,3)ば慣性座標系の正規直交基底であり， mは変形前のはりの中心軸と平行に，

a2は直交するようにとる．このとき，はりの中心軸上の点 Pにおける断面中心の初期空間座標 X を以下のよ

うに表す．

X =xa1 (1) 
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図 1 Mechanical model of the be皿

点Pが，変形により， P'に変位した時の空間座標尤を以下のように表す：

叫x,t) = X(x) + u(x, t) 

ここで， uは座標 xと時刻 tにおける変位をあらわすベクトルである：

u(x, t) = u(x, t)b1 + v(x, t)b2 

x
 

(2) 

(3) 

ここに， bは点 Pにおける正規直交基底であり， a1とb1,a2とb2はそれぞれ平行であり， b3=b1Xb2を満

たす．はりの中心軸上のある点における断面中心を起点とする正規直交基底 d;(i= 1, 2, 3)はディレクターと

よばれ，断面の方向を表す．これを考慮することによって，微小要素の回転を考えることができる.b1とb2が

張る平面内での回転を表す.d; とb;との関係は，回転行列 Rを用いて表される：

d;=Rb; 

ここで Rは，剛体回転の角度 0を用いて表される：

cos0 -sin0 0 

R=  [ si~0 co;e 『l
曲率テンソル K はRを用いて定義される：

K=RTR' 

ここで，丁は転置を，ダッシュは初期位置で xに関する微分を表す．式 (6)に式 (5)を代入する：

K=  [~1k n 
ここで，曲率を 80/枷 =kとした．このとき，ディレクター d;の微分 od;/oxは，式 (4)と(6)から，

ad; 

OX 
=Kd; 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

もとの微小要素 PQがP'Q'へ変位，変形によって移動したとする．純粋な変形は，剛休並進変位 uおよび

角度 0の剛体回転による変位 du(R)をu+duから差し引きし，剛体回転分の角度 0を戻したものである

ひずみ eは，純粋な変形を変形と変位前の大きさ ldXIで割ったもので定義される：

RT (du -du(Rl) 
e三

ldXI 
(9) 
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図 2 Deformation from PQ to P'Q': u is the displacement, du is the increment of displacement, 

and dx(R) is the displacement due to the rotation with the angle 0. 

—• , 
PP'= u, QQ'= u + duとすると，剛体並進変位を除いた変位（見かけ上の変形）duは，

du=dxー dX

並進変位と変形なしの時は，剛体回転テンソル Rについて次式が成り立つ：

dx(R) =RdX 

このとき，剛体回転による変位 du(R)は，

du(R) = dx(R) -dX 

とかけるが，右辺第 1項に式 (11)を代入すると，

du(R) = RdX -dX 

式 (9)に式 (10)と(13)を代入する：

e = RT x'-X'= cb1戸 b2

ここで，ひずみ eを垂置ひずみ cとせん断ひずみ Tに分解すると，

c:(x, t) = (1 + u') cos 0 + v'sin 0 -1 

,-,(x, t) = -(1 + u') sin0 + v'cos0 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 
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せん断ひずみァを無視できると仮定する，すなわち 1三 0とおくと，式 (16)から回転角 0が決まる：

0 = arctan ( 
v' 

1 +u') 

式 (17)を式 (16)と(6)に代入すると，結局，垂直ひずみeと曲率 Kは以下のように表現できる：

c: = ✓(1 + u')2 + v'2 -1 

k=0'= 
v" + u'v" -u"v' 

(1 + c:)2 

2.2 運動方程式

Cosserat理論 [1]において，直線と回転の運動方程式を善き下す：

n'+f =pAx 

M'+ x'x n + c = pl絋

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

ここで， nは面積力， M は曲げモーメント， fは単位体積あたりの体積力， cは単位長さあたりの偶応力であ

り，記号 X は外稜を，記号ドットは時間 tによる微分を表す．本研究では，先行研究 [5]同様，簡単のため体積

力fと偶応力 cを無視する一方で，先行研究では無視されている回転慣性 plを考慮する．

nとM を断面中心を起点とする正規直交基底 diで表す：

運動方程式を (b1,b叫で表す：

n=Nd戸 Hd2

M=Md3 

(22) 

(23) 

pA字—［誓 +1:誓+1 :/-pl言）]cos0-[羞（竺/~x)'- kN +羞（―pila~;at2)] sin0 = o 

(24) 

82v 8N k 8M k 四
pA at2 -[—+—+ (-pl-

8 8M/8x 8 -pl四 /8t2一釦 1 十€ ぬ 1+ E 8t2) ] sin 0 +に (1+ E)-kN十面 (l+E)]cos0=0

方程式系を閉じるために軸力とモーメントについて線形の構成則を使用する：

N(x, t) = EAc:(x, t) 

M(x, t) = Elk(x, t) 

(25) 

(26) 

(27) 
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式 (24)と(25)に式 (18)(19) (22) (23)を代入し，運動方程式を縦変位 uと横変位 vのみで表す：

pAu -{ EA [ y'(戸巧二lI+EI v" + u'v" -u"v'[ v" + u'v" -u"v']' 
[(1 +咋+v'2]3/2 [(1 + u')2 + v'2]1/2 

v" + u'v" -u"v'82 が

-pl [(1 +四+v'2]3/2 [茄arctan(1 + u')] } cos [ arctanしこ）］
EI v" + u'v" -u"v'' 心+u1)2 + v'2 -1 -[~ 戸[(1 +咋+v'2 ] -EA (1 + u叩+v'2

pl [~]']''" [ "~'"''(1: u')]~0 (28) 

pAv -{ EA [ y\l+可二可 +EI[~~'::,;~'~-vグ；；~;2 [責:,: u~;~,~-v~:;~;]r 
-pl 「~:/~~:ご'.~~::~;? [二arctan(1二，）]} sin [ arctan (1こ）］
-[ EI [v"+u'v"-u"v''~-1 
~(1 +咋+v'2 ] 

-EA 
(1 + u')2 + v'2 

μT [船m<=(土）]'] = [""'"" C二）l~o (29) 
心+u')2 + v'2 

3 特異摂動解析

3.1 無次元化

まず，独立変数 tとx,未知変数 uとvを無次元化する：

t X U 
t* =ーが＝ー u*= -

T'Ji,'Ji,' ;:, 
I'-' ――

 ＊
 ＞

 
(30) 
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ここで， tは代表長さであり， T2= pALり(EI)を満たす．以降，簡単のためアスタリスク＊は省略する．式

(28)(29)を変位の 3次までで近似し無次元化する：

AL2 
ii,十 (2u'v'v"+ 2u"v'2 -u'-v'v" -2u'2u") 

I 

+ (3u'v"v"'+ 4u"'v'v" + 2u"v"2 -v"v"'-v'v"" + 3u'v'v"" + 4u"v'v"'+ u""v'2) 

+ I (v"り・'-3u'v"り・'-2如 v"+u"v屯+2がv1v・11+ 2u"v'が＋仙v'2-v'り;,-4u'v⑫) = 0 (31) 
AL2 
AL2 3 

ii+ (-v'2v" -u'v" -u"v'-2u'u"v') + (v"" + 31u'2v"" -6v'2v"" -2u'v"" -4u"v"' 
I 2 

+ 12u'u"v"'-u""v'+ 3u'u""v'-3u"'v" + 9u'u"'v" + 7u"u'"v'+ 8u"2v" -2v"3 -8v'v"v"') 

I 2・・,2・・ . 2 

AL2 
+ (-lOu'v" + 8v v" -22u'u'v" -22u'u"v'-llu'u"v'-22u'u"v'+ 5u'v" + 2u'v" 

. 2 
-2v"v'+4がu"v'-2がv"+6u"がり1-2u"が-4v'がV011-u'v" -ui1v'+り;,-2u"位

-2v'v"り・'+3u"がv')= 0 (32) 

3.2 mKdV方程式

逓減摂動法 [6]を使用し， Gardner-Morikawa変換を導入する：

T=占，<;= E1(x —入t) (33) 

ここで，€ は小さな無次元パラメータ (Q< E≪1), 入は位相速度である．縦振動は横振動に比べ小さいという

仮定から，

1 0 
U =Eu, V =EV 

と定めて，式 (33)(34) を式 (31)(32) に代入して€のオーダで整理すると，次の結果を得る：

0(召）： 入2
的

疇
=0 

0(召）：
84v 82v 3AL2 (8v) 2 82v I 入284v= 0 
疋―2入8咽+2J 函疋十 AL2 函

さて，式 (36)に変数変換 W=枷／淡を用いると， mKdV方程式が導かれた：

如 3AL2 2 fJw 1 I 83w 
否― 4入Iw玩―云 (1+入2AL2) a終 =0

左辺第 2項は 3次の非線形項，第 3項は分散項である．分散項と非線形項の符号はいずれも負となる．

広FRの直接法 [7]を用いて 1-'.ノリトン解を求めた．

8/3 exp(p~+ f3p3T + c) 
W=  

8/3 + a exp 2(p~+ f3p3T + c) 

ここで，

Aび 1十炉I/(Aび）
a= 

8入I' /3= 
2入

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 
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変位 vに直しておく：

V=~ 喜arctan[凸exp(p~+:応 +c)] 

3.3 NLS方程式

一般化された逓減摂動法 [6]を使用するべく式 (31)(32)をベクトル表記に直す：

誓+A塁＋［汀（疇+ K暑）l U=O 

ここで， A,Ht, Ktは4x4の正方行列であり，次式で与えられる Uに依存する：

―

―

 

.
u
,
U
 ,;;:, 
f
>
 

―

―

 

一＿u
 

ここで，時間と空間の微分ともにを含む 2階導関数項は以下のように変換した：

a2u 1 a au a au 
麟=2 [面に）＋面に）］

線形分散関係は，

detW1 = 0 

(= c(x —入t), T =凸

ここで，入は群速度 8w/8kである．式 (41)の解を以下のように仮定する：

00 

U=U(O)+ Lぎ u(a)

a=l 
00 

uい）＝区 U炉（炉，T)eif(kx-wt)

£=-oo 

(40) 

(41) 

(42) 

(43) 

(44) 

とかけるただし， wは角周波数， Kは波数である．

We = -iR.wl + iR.kA。-i心 (K})o+i炒K知(H})o-iR.3と (Hf)o (45) 

ここで，下付き添え字の 0は， U=Oを代入されていることを示す．また，独立変数を以下のように定義する．

(46) 

(47) 

(48) 

とするここで， u(a)は実数であるから， Uj")=U竺）＊を満たす（アスタリスクは共役な複素数を表す）．周

波数w,波数 Kの平面波（搬送波）の変調を考えているので，£ヂ土1に対しては， Uド=0とする．

計の項

00 

L Wt• 砂 exp[ii!(kx-wt)] = 0 
£=-00 

(49) 
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exp[i£(kx -wt)] # 0から，各£ について，

Wバ炉 =0 (50) 

が成り立つ.W1の右固有ベクトルを
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(51) 

(52) 

(53) 

となる.E2の項は， exp[iC(kx―叫）l = Zgとすると，

= 五{Wg-[l戸＋［—入I+A。＋佐(2kw + k切(Hi)o-3庄 (K枷ー炉（研 +2wk入） (H?)o]• 0~t} Zt 
（（  

+ n~=m~ こiZn+m叩・{mkU~1)·(• uA)。＋記kU炉.[団 (-k困 +kwHtー研H?)]。

-ma炒U~l). (▽ uKr) 。 ·(K訊＋記(n+m)kU炉• ［豆（一炉K芸+kwH芸ー研Hi+kwKi)]。
+m2(n+m)kU~1)·{• u [-k2 (Kr)。K含+kw(H『)。 -K;—研 (Hn 。 -K芸+kw (Ki)。・Ki-w2 (Kt0) 。 •Hio

+ kw (KF)。-HJl-研 (K円。 -H判}} = 0 (54) 

ここで， exp[iC(kx―叫）］ヂ 0から，各£について， exp[iC(kx-wt)]の係数がゼロとなる.£-=/士1に対しては，

u}1l = Oとしたので，幼=exp[iC(kx-wt)]は， exp[i(n+m)(kx-wt)]を， Zn+m= exp[i(n+m)(kx-wt)] 

は， exp(O)または exp[2i(kx-wt)]を考える必要がある．

exp[i(kxー叫）］の項は，

W1・u? + [->.I +A。+(2kw + k勾(Hi)o-3炉(Ki)o-(足 +2wk入）(Hi)o]・誓l)= 0 (55) 

式と (44)から， W1の左固有ベクトル Lをもちいて，

L-[-〉,I+A。+(2kw+k2入）(H})o -3k2(Ki)o -(w2 + 2wk入）(Hflo]・R = 0 (56) 

となる必要がある．

RはW1の右固有ベクトルから，

W1・R=O (57) 
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Kで微分すると，

W1・
{JR . 

8k 
— +i [-〉,I+A。+(2kw + k2入）(Ht)o -3k2(Kt)o -(w2 + 2wk〉,)(Hf)o]・R= 0 (58) 

このとき，

u?l=乃(2)R→（ご）（誓） (59) 

exp(O)の項は， n= 1, m = -1または， n= -1, m = 1のときであるが， W。=0となるので， U炉は任意

ただし，

uり{• (▽ uA)。・u?l-u?l・(v'uA)。.u~i{ -k2u~1{ . (豆Kf)。・(K含）。 -u?l+炉uい（豆Kn。・(Kg)U~1{ = 0 
(60) 

を満たす.exp[2i(kx -wt)]の項は， n=1, m=  1のときであり，

W2 . uJ2l + ikuPl・（▽uA)。 uP) いkuPl• [v'u (一炉Kt+ kwHt -w2 H『)］。.uP) 

-ik亙upl.(▽ uKf)。・(K含） ・Uい+2ikuPl. [豆（一炉K芸+kwH芸ー研Hi+kwKi)]。.uP) 

+ 2ikuPl. {▽ u [-k2 (Kf)。-Kg+kw(H『)。 -Ki-w2 (Hn。・Kg+kw (Ki)。・Ki-w2 (Kt0)。-HJD

+ kw(Kり。 •Hil -況 (K門）。 ・H判}= 0 (61) 

よって,1w: 叶=J0から，

U炉＝— w2-1 {ikR・（豆A)。・R+ikR・［団 (-k困 +kwHt-w叩）］。 ・R

-ik3R・（▽uKf)。・(Kg)・R+2ikR・[豆（ー炉K芸+kwH芸―w2Hi+ kwKi)]。・R

+2ikR・{v'u [-k2 (Kf)。・硲+kw (Hi) 。 ·Ki —記 (Hf) 。· 幻+kw (Ki) 。 ·Ki —研 (Kt0) 。 ·Hio

+kw(Kり。• 的—足 (Kド）。 -H判｝叫｛臼｝
2 

=R2いr (62) 

E3の項

文{Wt•U?J+ [一入l+A。＋炉(2kw+い)(Ht)o -3庄(Kt)。—炉（研 +2wk入）(Hf)o]・ aup! 

淡
£=-00 

罰 1) 8切1)

+[I+£ 叩 (Hi)o+ 2佐wk(H『)o]・OT + iR [-2(k入+w)(Hi)o + 3k(Ki)o -2w(Hf)o]・ae } Zt 

:f-.. 喜J砂（立A)。°誓） +imk砂 (¥7sA)。U炉+imkU炉（▽sA)。U幻}z,~:,1 
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左から Lをかけ， (52)と(59)を代入すると，

如 (1)

L・[I+ k2(HJ)o + 2wk(Hf)o]・R― +iL-[-2(k〉＼十 w)(HJ)o+ 3k(KJ)o -2w(Hflo]・R 
82<p(l) 

街洸2

+iL·[—入l+A。+ (2kw + k2入）(HJ)o -3k2(KJ)o -(w2 + 2wk〉,)(Hf)o]
8R82<p(l) 

8k aざ
+ iPl<p(l) 2<p(l) = 0 (64) 

ここで， P は l'P(l)12'P(l)の係数である．

最終的に， ¢(1)についての nonlinearSchrodinger (NLS)方程式が得られた．

枷(1) fJ2cp(l) 
i OT + p ae + q c/>(1)2 c/>(1) = 0 (65) 

ここに， pとqは実定数係数であり，その様な形は次報で報告する．

4 おわりに

一様なはりの中を伝播する非線形波動を有限変形を考慮し，長波と短波領域において幾何学的に正確である

Cosserat理論を用いて，理論的に調べた．長波においては， mKdV方程式を，準単色の短い搬送波においては，

NLS方程式を導出した.mKdV方程式では，非線形項と分散項はともに負の値を持ち，非線形性は軸方向の剛

性によるものであり，分散項は曲げ剛性と回転慣性によって決定される.NLS方程式では，非線形性は，軸方向

剛性と曲げ剛性によって，分散は，回転慣性および軸方向剛性によって決まることが分かった．今後は， mKdV

方程式の変数が，変位ではなく変位の空間 1階微分となる原因の解明を目指す．
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