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多分散気泡流中の弱非線形圧力波を記述する

KdV-Burgers方程式

石塚怜央奈(ReonaISHITSUKA) 

筑波大学大学院システム情報工学研究群

1 はじめに

金川哲也 (TetsuyaKANAGAWA) 

筑波大学システム情報系

小さな気泡をたくさん含む水（気泡流）の中を伝わる圧力波の問題は，マイクロバブルによる超音

波造影剤や薬剤入りカプセル気泡を利用したドラッグデリバリーシステムをはじめとした，様々の

技術の甚礎となる問題であるこれらの技術の発展のためには気泡流中の圧力波の理解が軍要であ

るが，人体を用いた実験や血管の状態の異なる患者一人一人について数値解析を実行するのは困難

であるため，理論的な予測への期待が高まりつつある．

著者らのグループ[1]では，気泡流中における圧力波の中でも，弱い非線形効果を伴う長距離伝播

の結果として，いかなる波形が形成されるのかを予測可能な弱非線形波動方程式に着目してきた．

しかし，この先行研究 [1]では，気泡の大きさが一様であるという仮定がなされており，これは実現

象としてありえない状況である．そこで本研究では，この仮定を取り払い，気泡の大きさの分布を

考慮にいれた弱非線形波動方程式を導くことを目的とする．

2 問題の定式化

2.1 問題設定

多数の微細な球形気泡を含む水（気泡流）の中において，音源から入射される平面圧力波の伝播を

理論的に調べる．初期において，気泡流は静止しているとする気泡間の直接的相互作用は存在し

ないと仮定する．気泡の合体，分裂，生成，消滅は考慮しない．熱伝導性，気液界而以外における粘

性，気液界面における相変化は無視する．

気泡の数密度は初期一様であるが，気泡の初期半径が空間座標によって変化する場合，すなわち，

気泡の大きさに分布を有する場合を扱う．気泡径は，音源近傍では初期に一様であるが，音源から

遠く離れた場では初期に非一様であるとするここが本研究の新規性である．
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2.2 基礎方程式系

二流体モデルに基づいた，気泡流の 1次元の質星保存と運動星保存の式 [2]を用いる．

a a 
-(apら）＋ー(apもuも） =0 
ot* ox* 

(1) 

a a 
- [(1 -a)pi,] +ー [(1-a)pi,ui,] = 0 
ot* ox* 

(2) 

~(apらUら）十~(.. 2 opも
ot* ox* 

叩 GUG)+a = F* 
ox* 

(3) 

a a 
- [(1-a)pi,ui,] + - (1-a)pi,ui,2] + (1-a)°Pi. + P* oa = -F* (4) 
ot* ox* [ ox* ox* 

ここに， t*は時刻， x*は位懺座標， p*は密度， u*は流速， p*は圧力， P*は界面圧力であり，添字G

は気相において体積平均された量を， Lは液相において体積平均された量をそれぞれ表す．界面で

の運動量輸送を表す仮想質量力 F*として， Yanoら[3,4]の付加質量力のモデルを用いる．

F* = -f31api, (D噂＿恥ui,)-(3叫（叱ー叫）恥a-(3四 (uもーui,)恥 pi,
Dt* Dt* Dt* Dt* 

(5) 

ここに，球形気泡においては，係数/3j(j = 1, 2, 3)はいずれも 1/2となる．
次に，圧縮性の液体中にある代表気泡の球形振動を記述する， Kellerの方程式 [5]を以下に示す．

(1-上D訊*)R*D紐.+~(1 ー 1 D研＊）（恥R* 2 
CL。Dt* Dt*2 2 3cL。Dt* Dt*) 

= (1十上恥R* P* R* De 
咤。 Dt*)元＋尻o咤。戸(PL+P*) (6) 

ここに， R*(x*,t*)は代表気泡の半径， CL。は単相水中の音速である.Lagrange微分は次式で定義

される

DG a a DL a a 
—二— +uも――二—+ut-
Dt* 8t* 8x*'Dt* 8t* 8x* 

(7) 

以上の方程式系 (1)-(6)に，以下の 4つの構成方程式を加えて数学的に閉じるそれぞれ，気相

についてのポリトロープ状態方程式，液相についての Taitの状態方程式，気泡内気体の質量保存の

式，気液界面での圧力の釣り合い式である

畠＝信）"/'p[=p[。＋尻~砂i[ (え）n ー 1]'
Pも Ra 3 加* 4μ* D訊＊ぷ＝に）， pも―(PL+P*) = R* + R* Dt* 

(8) 

ここに，ァはポリトロープ指数， nは物性定数，ゲは表面張力，μ*は液体の粘性である．添字の O

は初期静止状態における物理量であることを表しており，いずれも定数である．

2.3 多重尺度解析

波の代表伝播速度 U*と代表波長 L*の間に U*= L*w*という閲係があるとし， w*(三 l/T*)は

入射した音波の代表周波数， T*は代表周期であるここで， 3つの無次元数の大きさを，先行研究

[1]に従って決定する．

U* R0 
- = O(VE) = VVE, ―=O(VE)=△ VE, ~= o(VE) = nVE (9) 
咤。 L* W13 
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ここに， E(≪1)は弱非線形波動の代表振幅を表す無次元量であり，また， WBは単一気泡の固有周

波数である．定数V,△， 9はいずれも 0(1)とする．式 (9)は，気泡流中音速は単相水中音速に比

べてとても小さい，気泡径は波長に比べてとても小さい，入射音波の周波数は気泡の固有周波数に

比べてとても小さい，ということをそれぞれ表している．

時刻t*と位濫x*をt= t* /T*とX=x*/L*のように，それぞれ無次元化する．そして，音源近

傍場に対して添字0の，音源遠方場に対して添字 1の，新しい独立変数を導入する [6].

t。=t, Xo = X, t1 = ft, X1 = EX (10) 

従属変数は，無次元化をして€のべき級数で展測する代表例として pi,, PL ui, の摂動展開を以

下に与える．

PU(PLol戸） =PLO+ EPLl + E2PL2 + O(c3) 

uLfU* =叫1+ E2UL2 + 0(召）

PUPL。=1 + E2PL1 + E3PL2 + 0(叶）

摂動展開は， pi,を除き，全て 0(E1)から始められる．

(11) 

(12) 

(13) 

初期静止状態における気相と液相に対する圧力pも。と pi,。，液相部の粘性μ*について，それらを

特徴付ける無次元量を，以下の式でそれぞれ導入する．

Pco Pr,。μ*
= 0(1) = PGo, = 0(1) = PLO, = 0(E) =μE (14) 

pi,。 u•2 pi,。 u•2 尻。いL*

ここに， PGo,PLO,μ はいずれも 0(1)の定数である．この研究では，液体の粘性は気液間の界面上

でのみ働くとする．

2.4 気泡径の多分散性

気泡径の非一様性を考慮した展閲として， R*は次式の形で展開する．

R* / R~=I+ c[凡＋知(x1)]+ E2的+O(c3) (15) 

この式における録は，初期静止状態における気泡径の代表値からの差を表す．式 (15)と同様にボ

イド率 aを次式の形で展開する．

a/a。=1 + E[a1十似(x1)]+ E2a2 + 0(性） (16) 

この式における知は，初期静止状態におけるボイド率の代表値からの差を表す．ここで，録と似

は， X1のみに依存して遠方場のみでの非一様効果を記述する，既知の閲数である．

3 結果

3.1 近傍場での解析結果

式 (9)-(16)を式 (1)-(8)に代入して，得られた方程式をバこついて整理し，線形化した方程式を

以下に示す．
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(i)気相における質鼠保存の式

(ii)液相における質量保存の式

(iii)気相における運動量保存の式

如 1 8R1 8叩 1
-3 + =0 at。 at。 ax。

a。知枷Ll
如
-(1 -ao) = 0 

釦。

f3i a;t~l -/31~ ご— 3"(PGO!:~= 0 
(iv)液相における運動量保存の式

如 1 8R1 8uc1 —-3—+— =0 at。 at。 ax。
(v) Kellerの方程式

n2 
R1 + L12PL1 = 0 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

式 (17)-(21)から，変数a1,UQl叫 Ll,pぃを取り除くことで，気泡径に対する線形波動方程式を

得る．

ただし， Vpは次式で与えられる．

8国阿R1
言―VP詞 =0

3ao(l -a。+f31hPao + /31 (1 -ao)△町伊
Vp = ¥/ 

3(310:o(l -ao) 

以降， Vp三 1を簡単化のために用いる．

よって，近傍場における結果は，単分散を仮定した場合の結果と完全に同ーである [1].

3.2 遠方場での解析結果

2次のオーダについての方程式を以下に示す．

(i)液相における質量保存の式

8a2 8R2 ouG2 -
-3 + =K1 at。 at。 OX。

(ii)液相における質量保存の式

a。Oct2 0UL2 
at。-(1 -ao) 釦。 ＝応

(iii)気相における運動量保存の式

枷 G2 0UL2 8R2 ~ 
f3i―-/31―- -at。 at。3,Pco = K3 ox。

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 
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(iv)気相における運動量保存の式

如 2 8R2 8叩 2
-3 + 
at。 at。枷。

＝応

(v) Kellerの方程式

伊
恥十 :32PL2=応

ただし，上式の非同次項凡 (l;;;;i;;;;5)は次式で与えられる．

伽
凡＝氏 +3知 +3妬

暉 1 8R1 蜘 1 a如 1
at。 at。-12知— -0

at。 a― +3oR― 釦。釦。

応 =K2-a。似
枷 Ll

如

応＝応— f3心 (a如＿如1) +3加PGOOaBRi -30R"f(3"f + l)PGo aRi 
叫 at。 ax。 ax。

応＝応+/31ー（三ー~)+a。似二虹o似~- ~ 
at。 at。 at。 ax。

疇
如

応＝応+[l+ 3"((3"f;l)PGo (塁）］知(2凡ー録）
ここに，凡 (1;;;; i ;;;; 司とは単分散を仮定した場合に得られる非同次項である [l].

式 (24)-(28)を結合することで次式が導かれる

峠 2 a国 1成 1 8K2 

帽閲
- = k(f;t立 1,cpo = xo -to)= - --

3如o 3a。如o

+ 1 -ao + /31 8K3 1 8K4 △ 2 a吠 5
十 一

訊 (1-ao)如o 3ao(l -ao)如o 3a。伊如i
上式 (34)の可解条件 [1]により次式が得られる．

8f 8f [ 8f 8f 町町
可＋西戸 (II。＋三＋叩8x+II戸十Il3戸]= 0 

そして，最終的に次の KdVB方程式が導出される．

aJ aJ a勺 8サ aJ
西十II1信 +II汎2十II況 3+ II湛 =0

ここに，独立変数は以下のように変換した．

T = Et, l = x -(1 + Ell。)t

(27) 

(28) 
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ノ

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

先行研究 [1]の結果と比べると，移流項の係数として Il4が新たに加わった．一方で，非線形項の

係数II1,散逸項の係数II2,分散項の係数Il3は単分散を仮定した先行研究 [1]の結果と同一である．

したがって，式 (36)は，止を含む新たな移流項の出現を除いたら，先行研究の KdVB方程式 [1]と

同一である．

ここで，移流項の係数は次式で与えられる．

山＝紐[!-3叩+l)PGo―△  2 _ 1(31ー l)PGo
2 3→ 2a。]
[3f3is2 -f3is + 18('YpGo -/31)(1-a。+/31) -(3凶雇＿亨— (6/31 -5a。+6)s 

+ 8"'6/31  (1 -ao) 6(1 -a0)2 ] 

(38) 
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ただし

とおいた

(1-CTo)[3/31CTo + (1 -CTo)ぶ／伊］
S三

CTo(l -CTo十針）
(39) 

本研究結果において，単分散への極限，すなわち，知(x1)=似(x1)= Il4 = 0を考えると先行研

究の KdVB方程式 [1]に帰着する．

4 おわりに

微細な球形気泡を多数含む水の中における平面圧力波の弱非線形伝播を理論的に調べた．特に初

期静止状態における気泡径の多分散性（気泡の大きさの非一様性）に焦点を当てた．ただし気泡径の

数密度は一様とした．その結果，遠方場での気泡径の多分散性を含むKdVB方程式の導出に成功し

た本研究結果の単分散極限を取ったものと，単分散を仮定した先行研究結果[1]は一致することが

確認でき，本研究結果は先行研究結果 [1]をより一般的な結果へと拡張したものである．得られた

KdVB方程式には，新しい項として波の移流を表す項が視れ，移流項の係数は変数係数の形となっ

た．一方で，非線形，散逸，分散を表す項には変化はなかった．
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