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実解析関数に対するモティヴイック・ゼータ関数と
ブロー解析同程度特異性問題への応用

兵庫教育大学学校教育学部 小池敏司 (Satoshi Koike)
Faculty of School Education, Hyogo University of Teacher Education
アンジェ大学数学教室 アダム・パルシンスキー (Adam Parusi油 $\mathrm{k}\mathrm{i}$ )

D\’epartement de Math\’ematiques, Universit\’e d’Angers

表題に出て来る 「ブロー解析性」 とは、 シドニー大学の Tzoe-Char Kuo にょって、
実解析関数芽の同程度特異性問題に関連して導入された概念てある。ブロー解析同値の
定義ならびにその性質のいくつかは次節で述べることにして、 表題にあるもうーっの
「実解析関数に対するモティヴイック・ゼータ関数」とも絡めて、 ここては、 その歴史
的な流れについて簡単に書くことにする。
この方面における Kuo の最初の論文は [40] て、 初期斉次形式が孤立特異点を持っ実

解析関数芽族が、原点ブローアップという改変を通して $\mathrm{t}$ パラメータ不変な解析同型写
像から導入される位相同型写像によって位相自明になることが示された。これは、単に
関数族が位相自明になるよりも強い概念てある。その後、非退化なニュートン境界の条
件のもとや初期擬斉次形式の孤立特異点の条件のもとにブロー解析自明性定理が成り
立つことが、それぞれ、福井一吉永 [21] と福井一 Paunescu [24] にょって示された。 こ

れらの自明性定理は、実解析関数芽がブロー解析的な意味で、 どのようなときに同じに
なるかを知る上て非常に役立つ。
また、 Kuo は孤立特異点を持つ実解析関数芽族に対し、 パラメータ空間の連結な解

析多様体への局所有限な分割て、 同じ多様体上にパラメータ値を取る任意の 2 っの関数
芽はブロー解析同値になるものが存在することを示した ([39, 41])。 このことは、 実解
析関数芽の空間のなかて一般的 (generic) なものである孤立特異点を持っ関数芽に対し
ては、 ブロー解析性に関してモデュライが現れないことを示してぃる。従って、実解析
関数芽族に対する同値関係として、 ブロー解析同値が望ましいものてあることが保証さ
れている。
一方、 ブロー解析的な意味て異なることを示す上て必要になる不変量につぃては、埼

玉大学の福井敏純氏によって導入された福井不変量 ([22]) が唯一知られたものてあった。
次節のいくつかの例ても見るように、 福井不変量は 2 変数関数に対する不変量として
は、 なかなか優れものてある。 しかし、 3変数以上の関数に対しては、変数のなかの 2
つてその関数の福井不変量が定まるものも多くあり、 2 変数関数のときのように優れて
いるとは言えない。そのことが、我々が新たなブロー解析不変量を模索した理由てあ

数理解析研究所講究録 1374巻 2004年 52-78



53

る. 我々は小池 -
$\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{i}\acute{\mathrm{n}}\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}$ [32] のなかて、 Denef-Loeser のモテイヴイック・ゼータ関

数 ([14, 15, 16, 17, 18]) を参考にして、 実解析関数に対するモティヴイック・ゼータ関
数を導入し、その計算公式やそれがプロー解析不変量になることの証明、福井不変量や
我々の不変量を用いたある種の実解析的特異点のブロー解析分類などを与えた。本稿で
は、 それらの結果ならひに関連する結果を、多くの例と共に紹介する。結果の証明は必
すしも述べていないのて、関心を持たれた方は、元の論文を見られたい。
尚、本研究は、 アンジェ大学補助金、 日本文部科学省科学研究費 (No. 13640070)、 日

本学術振興会外国人招へい研究者 (短期) の助成を受けている。

\S 1. ブロー解析同値と福井不変量

最初にブロー解析同値の定義を述べる。

定義 $(1,1)$ (y 写像 $\mu:Marrow N$ を実解析多様体 $M$ から実解析多様体 $N$ の上への固有
解析写像とする。 $\mu$ は正則写像 $\mu^{*}:$ $\mathcal{U}(M)arrow \mathcal{U}(N)$ への拡張を持っ。 ただし、 $\mathcal{U}(M)_{\text{、}}$

$\mathcal{U}(N)$ は、 それぞれ、 $M_{\text{、}}N$ の各複素化のなかての開近傍てある。 このとき、 $\mu^{*}$ が
$\mathcal{U}(M)$ の狭い集合 (次元の下がった解析的部分集合) を除いて同型てあるときに、 $\mu$ を
実改変 (real modffication) と呼ぶことにする。

(2) 2 つの実解析関数芽 $f,g$ : $(\mathbb{R}^{d}, 0)arrow(\mathbb{R}, 0)$ がブロー解析同値 (blow-an\tilde 逸 ically
equivalent) てあるとは、 局所同相写像 $(\mathbb{R}^{d}, 0)arrow$ ($\mathbb{R}^{d}$ ,o)、 実改変 $\mu$ : (M, $\mu^{-1}(0)$) $arrow$

$(\mathbb{R}^{d},0)_{\text{、}}\mu$
’ : (M’, $\mu^{\prime-1}(0)$ ) $arrow(\mathbb{R}‘, 0)$ と、実解析同型写像 $\Phi:$ (M, $\mu^{-1}(\mathrm{O})$ ) $arrow(M^{\prime\prime-1}, \mu(0))$

が存在して、 次の図式が可換になるときにいう :
$\Phi$ : 解析同型写像

$(M, \mu^{-1}(0))$ $(M’, \mu^{\prime-1}(0))$

$\mu$ : 実改変 $\downarrow$

$\phi$ : 同相写像

$\mu’$ : $\text{実改変}\downarrow$

$(\mathbb{R}^{d}, 0)$ $-(\mathbb{R}^{d}, 0)$

更に、 $\mu$ (または、 $\mu’$) の臨界値集合は、 $f^{-1}(0)$ (または、 $g^{-1}(0)$ ) に含まれるいう仮定
も設ける。

解析関数芽 $f$ : $(\mathbb{R}^{d}, 0)arrow(\mathbb{R},0)$ に対し、 $f$ の特異点集合 $S$ (f) は局所的には $f$ の零
点集合 $f^{-1}(0)$ に含まれる。一方、滑らかな中心を持っ有限回のブローアップの合成 $\mu$

によって. $f\mathrm{o}\mu$ は正規交叉になる (広中の定理 $[29]_{\text{、}}$ Bierstone-Milman [10])。 このと
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き、 $\mu$ の臨界値集合は $S$(f) に含まれている。従って、上の定義において設けた付随的
な仮定は、 それほど不自然なものではないことが理解できるであろう。
次に福井不変量を思い起こす。 そのために、すこし用語を準備する。 $f$ : (Rd, $0$) $arrow$

$(\mathbb{R}, 0)$ を解析関数芽とするとき、解析写像芽 $\lambda:($R, $0)arrow(\mathbb{R}^{d}, 0)$ が $f$ に対する非負解
析弧 (または、 非正解析弧) てあるとは、 ある正数 $\delta>0$ が存在して、任意の $t\in[0, \delta)$

に対し $f\circ\delta(t)\geq 0$ (または、 $f\mathrm{o}\delta(t)\leq 0$ ) が成り立つときにいう。

定理 $(1,2)$ (福井 [22]) 解析関数芽 $f$ : $(\mathbb{R}^{d}, 0)arrow(\mathbb{R}, 0)$ に対し、

$A(f)=$ { $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}(f\circ\lambda)|\lambda$ : 解析弧}

$A_{+}(f)=$ { $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}($f $\mathrm{o}\lambda)|\lambda$ : $f$ に対する非負解析弧}
$A_{-}(f)=$ { $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}(f\circ\lambda)|\lambda$ : $f$ に対する非正解析弧}

とおく。 このとき、 $A(f)_{\text{、}}A_{+}(f)_{\text{、}}A$-(f) は、 ブロー解析不変量てある。

$A$ (f) のことを単に福井不変量 (Fuku垣 n� riant) といい、 $A_{\pm}(f)$ のことを符号付き福
井不変量 (Fukui in� iants with sign) と呼ぶことにする。それらを総称して福井不変
量 (抗止 $\mathrm{u}\mathrm{i}$ invariants) と呼ぶこともある。複素解析関数に対しても、 同様に福井不変量
$A$ (f) が定義される。 ここで、 この福井不変量を用いて、 2 変数実関数をプロー解析的
な意味で区別してみよう。

例 $(1,3)$ (1) $f$:(x, $y$) $=x^{3}-y^{2}|$
.

$(i=2,3, \cdot. .)$ とする。 このとき、

$A(f:)=\{3,6, \cdot\cdot \mathrm{t} , 3(2i-1)\}\cup\{2i,4i\}\cup\{6i, 6i+1,6i+2, \cdots\}\cup\{\infty\}$

である。従って、 $i\neq j$ のとき、 $f_{:}$ と $f_{j}$ は位相同値であるが、 $A(f_{1}.)\neq A$ (fj) より、 ブ
ロー解析同値てはない。
更に、 これらの関数は、複素関数としては位相同値でないことに注意しておく。
(2) $f$ (x, $y$) $=x^{3}-y_{\text{、}^{}8}g$(x, $y$) $=x^{3}+y^{8}$ とする。 このときの福井不変量は上のよう

に計算され、 $A(f)=A$(g) てあることがわかる。 明らかに、 $f$ と $g$ は位相同値てある
が. $8\not\in A_{+}(f)_{\text{、}}8\in A_{+}(g)$ より、 ブロー解析同値てない。
この場合には、 $f$ と $g$ は複素関数として線形同値てある。

例 $(1,3)$ (2) て見たように、実関数に対するある同値関係に対し、何らかの不変量を導
入しようとするとき、符号付きのものも考える方が、 より細かい分類を与えるであろう
ことが推察される。 このことが、次節の実解析関数に対するモティヴイック・ゼータ関
数についても、符号付きのものも考える動機付けになっている。

例 $(1,4)$ $\mathrm{K}=\mathbb{R}$ または $\mathbb{C}$ とし、 $f:($K2, $\mathrm{O})arrow(\mathrm{K},0)$ を $f$ (x, $y$) $=x^{4}+y^{6}$ とする。
(1) $\mathrm{K}=\mathbb{R}$ のとき、

$A(f)=\{4,6,8,12,16,18,20,24,28,30,32, \cdots\}\cup\{\infty\}$
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(2) $\mathrm{K}=\mathbb{C}$ のとき、

$A(f)=\{4,6,8,12,13,14,15, \cdots\}\cup\{\infty\}$

上の例において、複素の場合の $A$ (f) の構成数は、 12 以上の数として等間隔に出
て来る。 このように、 ある数以上が等間隔に現れる福井不変量を安定的区間状 (stably
interval-like) と呼ぷことにする。実の場合には、 いくら大きくなっても前後の数の間隔
が 2 となったり、 4 となったりするので、 その福井不変量は安定的区間状てはない。
著者の一人は Nash の論文 [50] からヒントを得て、 この福井不変量の安定的区間状
に関する次の問題に対し、 ブローアップを用いて答えが与えられるのてはないかという
印象を持った。

問題 $(1,5)$ 福井不変量の安定的区間状の性質を特徴付けよ。それを用いて、福井不変
量が安定的区間状でない複素関数を構成せよ。

上の問題は、 泉 - 小池 -Kuo[30] のなかて解決された。 この節ては、 この後しばら
くは、 それに関する結果を述べる。
解析関数芽 $f$ : (Kd, $0$ ) $arrow(\mathbb{K}, 0)$ ($\mathbb{K}=\mathbb{R}$ または $\mathbb{C}$) に対し、 $\sigma$ : $Marrow \mathrm{K}^{d}$ を $f^{-1}(0)$

の簡約化 (simplffication) とする。即ち、 $\sigma$ は有限個のブローアップの合成、 $M$ は滑らか
で、 $f\circ\sigma$ は正規交叉とする。 $E_{\dot{l}}(i\in J)$ を $\sigma^{-1}$ (B�における $(f\mathrm{o}\sigma)^{-1}(0)$ の既約成分、
ただし、 $B_{\epsilon}$ は $0\in \mathrm{K}^{d}$ を中心とする $\epsilon$-開球とする。各 $i\in J$ に対し、 $N_{\dot{l}}=multE:f\mathrm{o}\sigma$

とおく。 $I\subset J$ に対し、 $B_{I}= \bigcap_{i\in I}E$i とし、 $[mathring]_{I}_{E}=E_{I} \backslash \bigcup_{j\in J\backslash I}E$j とする。 ここて、

$C=\{I|\mathit{1}_{I}\cap\sigma^{-1}(0)\neq\emptyset\}$

とおく。必要ならブローアップを続けることにょり、 $\sigma^{-1}(0)$ はいくっかの $E_{\dot{\iota}}$ の和てあ
ると仮定してもよいことに注意する。そのとき、 $C=\{I|E_{I}\subset\sigma^{-1}(0)\}$ てある。
集合 $A,$ $B\subset \mathrm{N}\cup\{\infty\}$ に対し、

$A+B=\{a+b\in \mathrm{N}\cup\{\infty\}|a\in A, b\in B\}$

と定義する。ただし、 $a=\infty$ または $b=\infty$ のときは、 $a+b=\infty$ と約束する。 この記
法を用いて、 $I=(i_{1}, \cdots, i_{p})\in C$ に対し、

$\Omega_{I}(f)=(N_{\dot{\iota}_{1}}\mathrm{N}+\cdots+N_{\dot{\iota}_{\mathrm{p}}}\mathrm{N})\cup\{\infty\}$

とおく。そのとき、福井不変量 $A$ (f) は $\Omega_{I}$ (f) を用いて、 次のように表される。

定理 $(1,6)$ (泉 .. 小池 -Kuo [30])

$A(f)=\cup\Omega_{I}I\in \mathrm{C}$
(f)

公式は単純に見えるが、実際に計算するのは一般には面倒てある。 2 変数のときは、
$f$ の既約分解を用いて、 より具体的に計算しゃすい公式に書き下すことがてきる。
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更に、 実数の場合には、 記号

$C^{+}=\{I\in C|[mathring]_{I}_{E}\cap\sigma^{-1}(0)\cap\overline{P(f)}\neq\phi\}$ , $P(f)=\{x\in M|f\circ\sigma(x)>0\},$

$C^{-}=\{I\in C|E_{I}^{\mathrm{o}}\cap\sigma^{-1}(0)\cap\overline{N(f)}\neq\phi\}$, $N(f)=$ {$x\in M|f\mathrm{o}\sigma(x)<$ O},

を準備すると、次の公式が成り立つ。

定理 $(1,7)$ (泉.. 小池 -Kuo[30])

$A_{+}(f)=\cup\Omega_{I}I\in c+$
(f),

$A_{-}(f)= \bigcup_{c-}\Omega_{I}I\in$
(f)

再ひ、 $\mathrm{K}=\mathbb{R}$ または $\mathbb{C}$ の場合に戻って、 $I=$ $(i_{1}, \cdot\cdot \mathrm{r},i_{p})\in C$ に対し、

$M_{I}=\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(N_{1}.1 , \cdots, N_{\dot{4}})$

とおく。 そのとき、福井不変量の安定的区間状という性質は、次のように特徴付けら
れる。

定理 $(1,8)$ (泉 - 小池 -Kuo[30]) 福井不変量 $A$ (f) が安定的区間状てあるための必要
十分条件は、

$\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}\{M_{I}|I\in C\}\in\{M_{I}|I\in C\}$

てある。

例 $(1,9)$ $f$ : $(\mathrm{K}^{2},0)arrow(\mathrm{K}, 0)$ を

$f(x,y)=(x-y)^{2}(x-2y)^{3}(x-3y)^{3}(x-4y)^{4}$

とする。

2 3 3 4

このとき、 $\mathrm{C}=\{(1,5), (2,5), (3,5), (4,5),5\}$ てある $\text{。}$ $M_{(1,6)}=2_{\text{、}}M_{(2,5)}=M_{(\,5)}=3_{\text{、}}$

$M_{(4,5)}=4_{\text{、}}M_{5}=12$ より、

$\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}\{2,3,4,12\}=1\not\in\{2,3,4,12\}$
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である。定理 $(1,8)$ より、 福井不変量は実関数としても複素関数としても安定的区間状
でないことがわかる。

次に、実解析関数に対するモティヴイック・ゼータ関数に関する仕事 [32] を始める動
機付けとなった例を述べる。その $f$ は、 実ジェットと考えて、 6-ジェットとしてはぴ
級関数に対して $\sigma$-十分だが、 7-ジェットとしては $C^{7}$ 級関数に対して Co-十分てはな
い興味深い例として、W. Kucharz [35] によって構成されたものてある。

例 $(1,10)$ $f$ (x, $y,$ $z$ ) $=x^{3}+xy^{5}+z^{3_{\text{、}}}g$ (x, $y,$ $z$) $=x^{3}+y^{7}+z^{3}$ とする。 このとき、 $f$

と $g$ の福井不変量は、 2変数多項式一 +\nearrow の部分で次のように決まってしまう。

$A(f)=A(g)=A(x^{3}+z^{3})=A\pm(f)=A_{\pm}(g)=A\pm(x^{3}+z^{3})=\{3,4,5, \cdot\cdot\iota\}\cup\{\infty\}$

従って、 福井不変量ては、 $f$ と 9 のプロー解析タイプを区別することはできない。
特異点を研究している人には、式の形から推察がつく各レベル曲面の形状から、 こ

れらの $f$ と $g$ は大域的に位相同値 (更に、 半代数的同値) てあることが直観的に明らか
てあろう。更に、 ブロー解析性の研究に従事したことのある人は、 $f$ と $g$ は局所的に
もブロー解析タイプは異なるはすだと直感するものと思われる。 この直感が正しいもの
として、 これらを局所ブロー解析的な意味て何とか区別したい。そのことが、新しいブ
ロー解析不変量を模索することになった出発点てある。
これらの関数 $f_{\text{、}}g$ は、実関数としても、複素関数としても、孤立特異点を持つ擬斉次

多項式関数である。複素関数としては、Milnor-Orlik 公式 [49] を用いて、 $\mu(f)=26_{\text{、}}$

$\mu(g)=24$ とミルナー数が計算される。従って、ひ DUng R\’ang [45] または B. Teissier
[60] より、 それらの $\mathbb{C}^{3}$ のなかての零点集合芽は位相同値てない。

序文ても述べたように、 プロー解析性の研究はシドニー大学の $\mathrm{T}.\mathrm{C}$ . Kuo によって
始められたものである。 シドニーでは、 かっての弟子で現同僚の L. Paunescu ととも
に、現在も活発に研究が続けられている。一方、 日本におけるこの分野の研究も盛んて
ある。その先駆けとなったのが、 1985年に出版された福井 - 吉永 [21] の研究てある。
その直後、 Kuo の最初の論文 [40] 並ひにこの福井 -吉永の結果に対応する複素の場合
の位相的な結果 (J. Damon $\cdot$ . T. Gaffney $[13]_{\text{、}}\mathrm{A}.\mathrm{G}$ . Kouchnirenko [34]、 岡 [52]) の存在
や、本人自身の両分野における解析をもとに、 日本大学の鈴木正彦氏は両者の間に類似
性があることを観察した。

観察 $(1,11)$ (鈴木) 実解析関数芽のブロー解析的性質と複素解析関数芽または複素解
析的集合芽の位相的性質は、 かなり似ている。

この観察における類似性は、「かなり」 てあり 「非常に」てはない。例 $(1,3)$ (1) から
は、 それら 2 つの性質がかなり似ていることが読み取れるが、例 $(1,3)$ (2) より、 その対
応が完全には一致していないこともわかる。

1980年代後半から 1990年代前半の特異点研究集会において、鈴木氏は観察 $(1,11)$ を
強調し、そこから自然派生する問題の解決を提唱した。実際、鈴木氏は、ミルナー数一
定の複素 2変数解析関数族のニュートン境界の安定性に関する岡の定理 [53] に対応す
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るブロー解析自明な実 2 変数解析関数族のニュートン境界の安定性定理 [58] を示した
り、 複素超曲面の重複度に関する Zariski 予想 ([68]) に対応して、実解析関数の重複度
(初期形式の次数) のブロー解析不変の証明を試みたりした ([59])。 また、 初期擬斉次多
項式が孤立特異点を持つ実解析関数芽族はブロー解析自明てあるという福井 -Paunescu
定理も、 同じ条件を持つ複素解析関数芽の零点集合族や関数族自身が位相自明であるい
う結果 ( $\mathrm{V}.\mathrm{I}$ . Arnold $[3]_{\text{、}}$ J. Damon $[12]_{\text{、}}$ H. King [31]) tこ対応している。 このように、
複素における位相的な結果から、対応する実のブロー解析的な事柄が問題になる流れが
多かった。そんななか、福井氏は、実解析関数の重複度を最小数のメンバーとして含む
集合の一つとして福井不変量を導入し、それがブロー解析不変量であることを示した。
このことから、観察 $(1,11)$ を通して、福井不変量は複素解析関数芽の位相不変量になる
かということが自然に問題になる。 これは、 ある種の意味で Zariski 予想の一般化にも
なっている良間である。福井不変量は、実の場合の結果が先行し、複素の場合に問題を
提供した最初のものとしても、 きわめて有意義なものてある。
例 $(1,10)$ において、 $f_{\text{、}}g$ を複素関数として、それらの零点集合は位相同値てはなかっ

た。 従って、 観察 $(1,11)$ が、 $f_{\text{、}}g$ を実関数としてブロー解析同値でないてあろうとい
う直感の根拠になっている。更に、孤立特異点を持つ 2 変数、 3変数複素擬斉次多項式
関数の零点集合の位相は、それらの関数の重みを決定することが知られている (吉永 -

鈴木 [67]、 西村 [51]、佐伯 $[57]_{\text{、}}$ S.S.T. Yau [66] $)$
。 この性質を観察 $(1,11)$ に当てはめて

みると、孤立特異点を持つ $\mathrm{n}$変数実擬斉次多項式関数芽のブロー解析タイプは、それら
の関数の重みを決定するかということが問題がなる。 3変数の場合にこの問題が正しけ
れば、例 $(1,10)$ の 2 つの関数はブロー解析同値てはない。ちなみに、 2 変数の場合の問
題は、 最近、埼玉大学の 0. M. Abderrahmane Yacoub 氏によって、福井不変量と次節
に述べるモティヴイック型不変量を用いることにより、 肯定的に解決された ([2])。
この節では、おもにブロー解析同値の定義とその不変量のーっである福井不変量の諸

性質を述べた。ブロー解析性については、序でも述べたブロー解析自明性定理、局所有
限分類定理や本節の福井不変量以外にも、逆関数定理 ([26])、弧解析性 (arc-analyticity)
との関係 $([9]_{\text{、}} [43])$、ブロー解析同相写像の構成、ブロー解析単元 (blow-analytic unit)、
リプシッツ同程度特異性との関係など、多くの研究がある。 1997年まてのブロー解析
性分野の概要について知りたい方は、福井 - 小池 -Kuo[23] をご覧下さい。 また、 そ
れ以後も、 この分野の研究は盛んに続いている。そのあたりの最新のことを知りたい方
には. 福井 -Paunescu[25] をお勧めする。

\S 2. 実解析関数に対するモティヴイック・ゼータ関数

[2.1] ゼータ関数の定義

最初に、 $0\in \mathbb{R}^{d}$ ての解析弧の集合とその $n$ 次まての切断弧の集合を考える。

$\mathcal{L}=\mathcal{L}(\mathbb{R}^{d}, 0)=$ {$\gamma:($R, $0)arrow(\mathbb{R}^{d},$ $0)|\gamma$ : 解析写像}
$\mathcal{L}_{n}=\{\gamma\in \mathcal{L}|\gamma(t)=\mathrm{a}_{1}t+\mathrm{a}_{2}t^{2}+\cdots+’ ", \mathrm{a}_{i}\in \mathbb{R}^{d}\}$



58

$f$ : $(\mathbb{R}^{d}, 0)arrow(\mathbb{R}, 0)$ を解析関数芽とする。 $n\geq 1$ に対し、

$\mathcal{X}_{n},+(f)$ $=\{\gamma\in \mathcal{L}_{n}|f\mathrm{o}\gamma=ct^{n}+\cdots, c>0\}$

$\mathcal{X}$n,-(f) $=\{\gamma\in \mathcal{L}_{n}|f\circ\gamma=ct^{n}+\cdots, c<0\}$

$\mathcal{X}$i $(f)=$ $\{\gamma\in \mathcal{L}_{n}|f\mathrm{o}\gamma=ct^{n}+\cdots, c\neq 0\}$

とする。 そのとき、 $f$ に対する正ゼータ関数 (positive zeta function) 、負ゼータ関数
(negative zeta function)、 全ゼータ関数 (total zeta function) を、 それそれ ‘

$Z_{f,+}(T)= \sum_{n\geq 1}(-1)^{-nd}\chi^{\mathrm{C}}(\mathcal{X}_{n},+)$ I

$Z_{f,-}(T)=$
$\sum_{n\geq 1}(-1)^{-nd}\chi^{c}(\mathcal{X}_{n,-})T^{n}$

$Z_{f}(T)=$
$\sum_{n\geq 1}(-1)^{-nd}\chi^{c}(h)T^{n}=Z_{f,+}(T)+Z_{f,-}(T)$

と定義する。 ただし、 $\chi^{c}$ はコンパクトな台を持っオイラー標数 (Euler characteristic
with compact supports) を表す。 以後、 $f$ が定まっているときには、 $f$ を省略して、 単
に $\mathcal{X}_{n,+}(f)$ を $\mathcal{X}_{n,+}$

、 $Z_{f,+}$ を $Z_{+}$ などと表すこともある。

ここて、後の計算に必要になる、コンパクトな台を持っオイラー標数の性質といくっ
かの計算の具体例を述べておく。 $A_{\text{、}}B$ を局所コンパクトな半代数的集合とする。

(I) $\chi^{c}(A)=\chi^{c}(A\backslash B)+\chi^{c}(B)$ (ただし、 $B$ は $A$ のながて閉とする)
$\chi^{c}(\mathbb{R}_{\geq}0)=\chi^{c}(\mapsto)-\chi^{\epsilon}(0)=0$

$\chi^{c}(\mathbb{R})=\chi^{c}(\mathbb{R},0)=\chi^{c}(\mathbb{R}_{<0})=-1$

$\chi^{c}(\mathbb{R}^{*})=\chi^{c}$ ($\mapsto$ U\sim$\mapsto$) $=-2$

$\chi^{c}(\mathrm{P}^{1})=\chi^{c}$ (S$1$ ) $=0$

(II) $\chi^{c}(A\cross B)$ $=\chi^{c}$(A). $\chi^{e}(B)$

$\chi^{c}(\mathbb{R}^{m})=(-1)^{m}$

$\chi^{\mathrm{c}}(\mathbb{R}_{\geq 0}\cross B)=\chi^{\mathrm{c}}(\mathbb{R}_{\geq 0})\cdot\chi^{c}(B)=0$

[2.2] Denef-Loeser 公式

解析関数芽 $f$ : $(\mathbb{R}^{d},0)arrow(\mathbb{R}, 0)$ に対し、 $\sigma$ : $Marrow \mathbb{R}^{d}$ を $f^{-1}$ (0) の簡約化て. $f\circ\sigma$

と $\sigma$ のヤコビ行列式 $jac\sigma$ は正規交叉とする。前節のように、 $E_{\dot{l}}(i\in J)$ を $\sigma^{-1}(B_{\epsilon})$

における $(f\circ\sigma)^{-1}$ (0) の既約成分て、 $\sigma^{-1}$ (0) はいくっかの $E_{1}$. の和てあると仮定して
よい。 各 $i\in J$ に対し、 $N.\cdot=mult_{E_{l}}f\circ\sigma$

、 $\nu_{1}$
. $=mult_{E_{t}}jac\sigma$ +1 と粘く. $I\subset J$. に

対し、 $E_{I}= \bigcap_{i\in I}E_{1}$. とし、 $E_{I}=E_{I} \text{。}\backslash \bigcup_{j\in J\backslash I}E$j とする。 このとき、 モティヴイック積
分に関する変数変換公式 (change of variables formula) の議論 (M. Kontsevich $[33]_{\text{、}}$ J.
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Denef- $\mathrm{F}.$ Loeser $[15]_{\text{、}}\mathrm{E}$ . Looijenga [47] $)$ を用いることにより、全ゼータ関数に対する
Denef-Loeaer 型公式を得る.

定理 $(2,1)$ ([32])

$Z(T)= \sum_{I\neq\emptyset}(-2)^{1I|}\chi^{\mathrm{c}}$
( $E_{I}^{\mathrm{o}}$ 寡 $\sigma^{-1}(0)$ ) $. \prod_{1\in I}\frac{(-1)^{\nu}\cdot T^{N}-}{1-(-1)^{\nu}T^{N_{t}}}.$

‘

次に、 $E_{I,k}^{\epsilon}$ を $E_{I}\text{。}$ の連結成分とし、 $x\in E_{I}^{\text{。}}$

,k とする。そのとき、 $x$ の近くにおいて、
$f\mathrm{o}\sigma\neq 0$ の領域は、 $(f\mathrm{o}\sigma)^{-1}$ (0) によって 217[の部屋に区切られる。 $\alpha_{+}(E_{I,k})\text{。}$ (また
は、 $\alpha_{-}(E_{I,k}^{\mathrm{e}}))$ て、 $f\mathrm{o}\sigma$ が正 (または、 負) の部屋の個数を表すことにする。再ひ、 変
数変換公式の議論を用いることにより、 符号付きゼータ関数に対する公式を得る。

定理 $(2,2)$ ([32])

$Z_{\pm}(T)= \sum_{I\ovalbox{\tt\small REJECT}}$

(-l)lI1 $( \sum_{k}\alpha_{\pm}$ ( $j\text{。_{}I}$ ,k) $\chi^{c}$ (ji$I$ ,$k\cap\sigma^{-1}(0)$ ) $):\in$J $\frac{(-1)^{\nu}T^{N_{t}}}{1-(-1)^{\nu}\cdot T^{N}}‘.$

‘

単純に式だけを眺めると、ゼータ関数の定義式の方が簡単て、計算公式のほうが複雑
である。 しかし、 関数 $f$ の定義式がよほど簡単な場合を除いて、 一般には、 \sim 、 Xn,ヤ
や $\mathcal{X}_{n,-}$ の正体を把握することは難しく、それらのコンパクトな台を持っオイラー標数
を計算するのは困難て $\text{あ}$ る。 \epsilon れに比べると公式の方は、 頑張って $f^{-1}(0)$ の簡約化が
できてしまえば、後の $E_{I}^{\mathrm{Q}}$ や $E_{I}^{\mathrm{Q}}$

,k のコンパクトな台を持っオイラー標数の計算は容易
てある。 このことを踏まえて、 次に、 公式を用いたゼータ関数の計算例を述べる。

例 $(2,3)$ $f(x)=x^{m}$ とする。 $\sigma=id$ と思うことにしょう。そのとき、N=m、
$\nu=0+1=1$ てある。従って、

$Z(T)=(-2) \frac{-T^{m}}{1+T^{m}}=2(T^{m}-T^{2m}+T^{3m}-\cdots)$

$m$ 力埼数のとき、 $Z_{+}(T)=Z_{-}(T)= \frac{1}{2}Z(T)=T^{m}$ -Tゝ十 $T^{3m}-\cdots$

$m$ が偶数のとき. $Z_{+}(T)=Z(T)=2(T^{m}-T^{2m}+T^{3m}-\cdots)_{\text{、}}Z_{-}(T)=0$

この例ては、 $f$ は一変数の単項式からのみなるのて、その定義に戻ってゼータ関数
を計算するのも、それほど面倒てはない。時間のある方は、 試してみて下さい。

例 $(2,4)$ $f$ (x, $y$) $=x^{3}+xy^{5}=x(x^{2}+y^{5})$ とする。 このとき、 $f$ のトーリック特異点
解消を用いるか、 または、 一点ブローアップを何度か施すことにょり、次の特異点解消
ツリー (resolution tree) を得ることがてきる
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$(N_{2}$

$(N_{1}=8, \nu_{1}=4)$

このツリーから得られた情報より、 ゼータ関数は、公式を用いて次のように求まる。

$Z(T)=4 \frac{T^{8}}{1-T^{8}}-6\frac{T^{15}}{1+T^{15}}\exists\frac{T^{6}}{1+T^{6}}+2\frac{T^{3}}{1-T^{3}}-4\frac{p}{1-T^{8}}\frac{T^{15}}{1+T^{15}}$

$+4 \frac{T^{15}}{1+T^{15}}\frac{T^{6}}{1+T^{6}}-4\frac{T^{6}}{1+T^{6}}\frac{T^{3}}{1-T^{3}}-4\frac{T^{8}}{1-T^{8}}\frac{T}{1+T}+4\frac{T^{15}}{1+T^{15}}\frac{T}{1+T}$

$Z_{+}(T)=Z_{-}(T)= \frac{1}{2}Z(T)$

[2.3] Thom-Sebastiani 公式

小節 $[2,2]$ ては、 ゼータ関数を計算する一般の公式を述べたが、 ここては具体的な計
算て役立つ Thom-Sebastiani 公式を述べる。それは、変数が独立の二つの関数の和と
して定義される関数のゼータ関数を、元の関数のゼータ関数の情報て表すものてある。
解析関数芽 $f$ : $($R‘1, $0)arrow(\mathbb{R}, 0)_{\text{、}}g:(\mathbb{R}^{d_{2}},0)arrow(\mathbb{R}, 0)$ に対し、 $f*g$ :(Rdl+自, $0$) $arrow$

$(\mathbb{R}, 0)$ を

$(f*g)(x,y)=f(x)+g(y)$

と定義する。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\pm},(T)=\sum a_{1}^{\pm}$. 架, $Z_{g,\pm}(T)= \sum b_{\dot{l}}^{\pm}$架, $Z_{f*g,\pm}(T)= \sum c$
.

$\dot{l}\pm$架

(複号同順) と表すと、 そのとき、

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(T)=\sum$果架, $Z_{g}(T)= \sum b_{1}.\mathrm{I}^{\dot{n}}$ , $Z_{f*g}(T)= \sum \mathrm{q}.\dot{T}$
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となる。ただし、果 $=a_{i}^{+}+a^{-}\dot{.}$ 他である。更に、 $A_{n}=1- \sum_{1}^{n}a_{i}(n\geq 1)_{\text{、}}A_{0}=1$ とお

くと、 $\sum_{i>0-}A_{i}T^{i}=\frac{1-}{1}\lrcorner_{\frac{(T)}{T}}\mathrm{z}$ となる。 同様に、 $B_{n}(n\geq 0)$ も定義しておく。 このとき、
次の関係式を得る。

定理 $(2,5)$ ([32])

$c_{n}^{+}=a_{n}^{+}b_{n}^{+}+a_{n}^{+}B_{n}+A_{n}b_{n}^{+}+ \sum_{\tilde{\iota}=1}^{t\mathrm{t}}(-1)^{n-:}(a_{1}^{+}. b_{\dot{l}}^{-}+a_{1}^{-}. b_{i}^{+})$

$c_{n}^{-}=a_{n}^{-}b_{n}^{-}+a_{n}^{-}B_{n}+An$b$n-+ \sum_{\dot{\iota}=1}^{n}(-1\gamma^{-:}(a_{i}^{+}b_{1}^{-}. +a\dot{l}-b_{\dot{\iota}}^{+})$

ら
$=a_{n}^{+}b_{n}^{+}+a_{n}^{-}b_{n}^{-}+a_{n}B_{n}+A_{n}b_{n}+2 \sum^{n}(-1)^{n-:}(a_{1}^{+}$. $b^{-}.\cdot+a_{i}^{-}b_{\dot{l}}^{+})$

$i=1$

上の符号付きゼータ関数を改造して、新たな符号付きゼータ関数を次のように定義
する。

$\tilde{Z}_{f,+}(T)=\sum_{n\geq 1}\tilde{A}_{n}^{+}T^{n}$
,

$\tilde{Z}_{f,-}(T)=\sum_{n\geq 1}\tilde{A}_{n}^{-}T^{n}$

ここて、 $\tilde{A}_{n}^{+}=A_{n}+a_{n}^{+}\text{、}\tilde{A}_{\mathrm{n}}^{-}=$丸 $+a_{n}^{-}$ てある。そのとき、 もとの符号付きゼータ関
数と新たな符号付きゼータ関数の間には、

$\tilde{Z}_{\pm}(T)$ $= \frac{1-Z(T)}{1-T}-1+Z_{\pm}(T)$

(複号同順) の関係が成り立つ。 また、 新たな全ゼータ関数を
$\tilde{Z}(T)=\tilde{Z}_{-}(T)+\tilde{Z}_{+}(T)$

と定義すれば, 二つの全ゼータ関数の間には、

$\frac{1-Z(T)}{1-T}=\frac{1+\tilde{Z}(T)}{1+T}$

の関係が成り立つ。次に、

$\tilde{Z}_{f,\pm}(T)=.\sum_{1\geq 1}$ A\tilde 7架 $\rangle$

$\tilde{Z}_{g,\pm}(T)=\sum_{\dot{\iota}\geq 1}\tilde{B}_{\dot{l}}^{\pm}\dot{T}$
,

$\tilde{Z}_{f*g,\pm}(T)=.\sum_{1\geq 1}\tilde{C}_{\dot{l}}^{\pm}T^{:}$

(複号同順) とおく。 そのとき、新たな符号付きゼータ関数に関して、定理 $(2,5)$ のもの
と比ぺてすっきりとした Thom-Sebastiani 公式が成り立っ。

定理 $(2,6)$ ([32])
$\tilde{C}_{n}^{+}=\tilde{A}_{n}^{+}\tilde{B}_{n}^{+},\tilde{C}_{n}^{-}=\tilde{A}_{n}^{-}\tilde{B}_{n}^{-}$

定理 $(2,5)$ と定理 $(2,6)$ の Thom-Sebastiani 公式は、 現れた形が異なるだけて、実際
は、 同値な公式てある。定理 $(2,5)$ と定理 $(2,6)$ は、 同様の論法て示されるが、後者は
定理の主張だけてなくその証明も前者より簡単てある。そうぃう訳て、論文 [32] ては、
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後者の証明のみを詳しく述べ、前者はその概形のみ記した。 この小節の最後て、そこで
述べなかった定理 $(2,5)$ の詳細な証明を与える。ひとたび、定理 $(2,5)$ が正しいことが認
められてしまうと、定理 $(2,5)$ から定理 $(2,6)$ を導くのは、次の形式的な級数の和に関す
る計算問題に帰着てきる。

練習問題 1 $\{a_{n}\}+\text{、}$ {an-}、 $\{b_{n}^{+}\}_{\text{、}}\{\mathrm{f}b_{\mathrm{l}}\}$ を実数 $\mathrm{F}^{1}\mathrm{J}$

、 {an}、 $\{b_{n}\}$ を $a_{n=}a_{n}++a_{\overline{n}},$ $b_{n}=$

$b_{n}^{+}+b_{\overline{n}}$ で定義される数列とし、 $A_{n}=1- \sum_{\dot{|}=1}^{n}a$i, $B_{n}=1- \sum_{i=1}^{n}b$: とおく。 さらに、
{cn+}、 {cn-}、 $\{c_{n}\}$ を

$c_{n}^{+}=a_{n}^{+}b_{n}^{+}+a_{n}^{+}B_{n}+A_{n}b_{n}^{+}+ \sum_{i=1}^{n}(-1)^{n-:}(a_{\dot{l}}^{+}b_{\dot{l}}^{-}+a_{i}^{-}b_{\dot{l}}^{+})$,

$c_{nnn}^{-}=a^{-}b^{-}+a_{n}^{-}B_{n}+A_{n}b_{n}^{-}+ \sum_{\dot{l}=1}^{n}(-1)^{n-\dot{l}}(a_{1}^{+}. b_{1}^{-}. +a^{-}.\cdot b_{\dot{*}}^{+})$ ,

$c\text{、}=a_{n}^{+}b_{n}^{+}$
$+a_{n}^{-}b_{n}^{-}+a_{n}B_{n}+A_{n}b_{n}+2 \sum_{i=1}^{n}(-1)^{n-:}(a_{1}^{+}. b_{\dot{l}}^{-}+a_{1}^{-}. b_{1}^{+}. )$

て定義された数列とする。 このとき、

$C_{n}=1- \sum_{i=1}^{n}$果, $\tilde{A}_{n}^{\pm}=A_{n}+a_{n}^{\pm}$ , $\tilde{B}_{n}^{\pm}=B_{n}+b_{n}^{\pm}$ , $\tilde{C}_{n}^{\pm}=C_{n}+c_{n}^{\pm}$

(複号同順) とおくと、 C\tilde n\pm =A\tilde n\pm B\tilde n\pm (複号同順) が成り立っことを示せ。

ここて、 ゼータ関数に関する Thom-Sebastiani 公式の系をーっ述べる。

系 $(2,7)$ ([32]) $f(x)=x^{m}$ (m は偶数) とする。 このとき、 $Z_{g,\pm}(T)$ は $Z_{f*g},\pm(T)$ から
求まる。

(証明) 定理 $(2,5)$ より、

$c_{n}^{\pm}=(A_{n-1}-a_{n}^{\pm})b_{n}^{\pm}+a_{n}^{\pm}B_{n-1}+ \dot{.}\sum_{=1}^{n-1}(-1)^{n-:}(a_{\dot{l}}^{\pm}b_{\dot{l}}^{\mp}+a_{1}^{\mp}. b^{\pm}\dot{.})$

(複号同順) である。一方、 例 $(2,3)$ より、 $n>0$ に対し、 $A_{n-1}-a_{n}^{\pm}\neq 0$ てあることが
わかる。従って、 $b_{n}^{\pm}$ は c|\pm .、 $a_{1}^{\pm}$. $(i\leq n)$ を用いて帰納的に求まる。

上の系より、 $f(x)=x^{m}$ (m は偶数) のとき、解析関数芽 $g_{1},$ $g_{2}$ : $(\mathbb{R}^{d_{2}} , 0)arrow(\mathbb{R}, 0)$ に
対し、

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1\prime}\pm(T)\neq Z_{g_{2},\pm}(T)\Rightarrow Z_{f1}*g,\pm(T)\neq Z_{J*g_{2},\pm}(T)$

てあることがわかる。
本小節ては、ゼータ関数に関する Thom-Sebastiani 公式つぃて述べてきたが、福井不

変量についても Thom-Sebastiani 公式が成り立つ。それも述べておこう。そのために、解
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析関数芽 $f$ : $(\mathbb{R}^{d_{1}},0)arrow(\mathbb{R}, 0)_{\text{、}}g$ : (Rd2, $0$ ) $arrow(\mathbb{R},0)$ に対し、 $f*g$ : $(\mathbb{R}^{d_{1}+d_{2}},0)arrow(\mathbb{R},0)$

を上と同様に定義しておく。

定理 $(2,8)$ ([32]) $M_{1}= \min(A_{+}(f)\cap A_{-}(g))_{\text{、}}M_{2}=\min(A_{-}(f)\cap A_{+}(g))$ とおく。そ
のとき、 次が成り立つ。

(1) $A(f*g)=A(f)\cup A(g)\cup(M_{1}+\mathrm{N})\cup(M_{2}+\mathrm{N})$

(2) $A_{+}(f*g)=A_{+}(f)\cup A_{+}(g)\cup(M_{1}+\mathrm{N})\cup(M_{2}+\mathrm{N})$

$(3)$ $A_{-}(f*g)=A_{-}(f)\cup A_{-}(g)\cup(M_{1}+\mathrm{N})\cup(M_{2}+\mathrm{N})$

上の定理の (2)、 (3) は、 (1) と同様に証明てきる。 (1) の証明において、 $\subset$ の部分は初
等整数論を用いた集合論的議論て容易に示される。一方、 $\supset$ の部分において、 $A(f*g)\supset$

A(f)、 $A$ (g) は明らかてある。従って、 A(f*g)\supset Ml+N、 $M_{2}+\mathrm{N}$ を示せばよい。そ
の証明の核となるアイデアは、次の級数の変換問題として要約される。

練習問題 2 $\mathrm{t}$ 一変数実係数多項式て次の形のもの

$H(T)=c_{1}T+c_{2}T^{2}+\cdots+c_{\mathrm{p}}$ \sim , $c_{1}\neq 0$

を (原点ての) 多項式変換とよぶことにする。
$n$ を自然数とし、実数 $a:\text{、}b_{:}$ ($i=n$, n+l, $\cdot$ . .)、 ただし、 へ、 bn\neq 0、 を係数に持っ

2 つの無限級数

$A(T)=a_{n}T^{\mathrm{n}}+$へ $1T^{n+1}+\cdot\cdot \mathrm{c}$ , $B(T)=b_{n}T^{n}+b_{n+1}T^{n+1}+\cdot\cdot$ $[$

を考える。 $n$ が偶数の場合、 $a_{n}$ と $b_{n}$ は異符号とする。
$m$ を $n$ より大きい自然数とするとき、

$B(H(T))=-a_{n}T^{n}-\cdots-u_{-1}T^{m-1}+\hat{b}_{m}\mathrm{I}^{m}+b_{m+1}’T^{m+1}+\cdots$ , $u+\hat{b}_{m}\neq 0$

となる多項式変換 $H$(T) が存在することを示せ。

再ひ、 ゼータ関数の Thom-Sebastiani 公式の話しに戻る。 ます、 定理 $(2,5)$ の証明の
ために必要になる二つの補題を準備する。

補題 $(2,9)$ 定理 $(2,5)$ に関する記号のもと、

$A\text{、}=(-1)^{nd_{1}}\chi^{c}(\{\gamma\in \mathcal{L}_{n}|\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathrm{t}}f\mathrm{o}\gamma>n\})$

てある。

(証明) $\pi_{n},$: : $\mathcal{L}_{n}arrow \mathcal{L}_{:}$ を $i$ 次の切断にょる自然な射影とすると、それは、 $\mathbb{R}^{(n-\dot{*})d_{1}}$ に
同型なファイバーを持つ自明なファイプレーションてある。 このとき、

$\mathcal{L}_{n}=$ $\pi_{n,1}^{-1}(\mathcal{X}_{1})\cup\pi_{n,2}^{-1}(\mathcal{X}_{2})\cup\cdots\cup\pi_{n,n-1}^{-1}(l_{-1})\cup \mathcal{X}_{n}\cup$ {$\gamma\in \mathcal{L}_{n}|$ or屯 $f\mathrm{o}\gamma>n$}
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である。その両辺のコンパクトな台を持つオイラー標数をとり、式変形すると、

$\chi^{c}(\{\gamma\in \mathcal{L}_{n}|\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathrm{t}}f\mathrm{o}\gamma>n\})=\chi^{c}(\mathcal{L}_{n})-\sum_{i=1}^{n}(-1)^{(n-0^{d_{1}}}\chi^{c}(\mathcal{X}_{i})=(-1)^{nd_{1}}-\sum_{i=1}^{n}(-1)^{nd_{1}}a_{\mathrm{i}}$

となり、 補題が言える。

4 節て与える練習問題 2 の解答における帰納法の第 2 段階と同様の議論を用いるこ
とにより、 次の補題が示される。

補ffi $(2,10)$ $\varphi_{\dot{l}}$ : $\{\gamma\in \mathcal{L}_{n}|\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathrm{t}}f\circ\gamma=i\}arrow \mathbb{R}$ を $\gamma$ {こ対し、

$(f\circ\gamma)(t)=d:t:+\phi_{+1}.t^{:+1}+\cdot\cdot 1$

の係数 4 を対応させる写像とする。そのとき、 $i<n$ に対し、 $\varphi$: は白明なファイブ
レーションである。

さて、 定理 $(2,5)$ の証明を始めよう。他も同様なので、 (1) のみ示す。 $d=d_{1}+d_{2}$ と
すると、

(OJ) $c_{n}^{+}=(-1)^{nd}\chi^{c}((\mathcal{L}_{n}(f)\cross \mathcal{L}_{n}(g))\cap \mathcal{X}_{n,+}(f*g))$

となる。 ただし、

(C、(f) $\cross$ Ln(g))\cap \lambda i,+(f*g) $=\{(\gamma_{1},\gamma_{2})|f(\gamma_{1}(t))+g(\gamma_{2}(t))=ct^{n}+\cdots,c>0\}$

てある $\text{。}$ もし、 $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathrm{t}}(f(\gamma_{1}(t))+g(\gamma_{2}(t)))=n$ てあるならば、

$\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathrm{t}}f(\gamma_{1}(t))=\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathrm{t}}g(\gamma_{2}(t))<n$ であるか、 $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathrm{t}}f(\gamma_{1}(t))\geq n$ がつ $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathrm{t}}g(\gamma_{2}(t))\geq n$

てある。従って、

$Z=\{(\gamma_{1},\gamma 2)|\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathrm{t}}f(\gamma_{1}(t))\geq n, \mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathrm{t}}g(\gamma_{2}(t))\geq n\}$

$Z_{i}=\{(\gamma_{1},\gamma 2)|\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathrm{t}}f(\gamma_{1}(t))=\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathrm{t}}g(\gamma_{2}(t))=i\}$

とおくと、

(0.2) $(\mathcal{L}_{n}(f)\cross \mathcal{L}_{n}(g))\cap \mathcal{X}_{n,+}(f *g)$ $=(Z \cap \mathcal{X}_{n,+}(f*g))\cup.\bigcup_{1}(Z_{i}\cap \mathcal{X}_{n,+}(f*g))n-1|=$

となる。
写像 $\Phi:Zarrow \mathbb{R}_{(\varphi,*)}^{2}$ を $(\gamma_{1}, \gamma 2)$ に対し、 $f$ ($\gamma_{1}$ (t))、 $g(\gamma_{2}(t))$ の $t^{n}$ の係数を対応させる
ものと定義する。そのとき、 $\Phi(Z)\subset \mathbb{R}^{2}$ の次の滑層集合上、 $\Phi$ は自明てある :

$\{\varphi>0,\psi> 0\}$ , $\{\varphi+\psi>0,\psi< 0\}$ , { $\varphi+\psi>0,$ $\varphi<$ O},
$\{\varphi>0,\psi=0\},$ $\{\varphi=0,\psi> 0\}$
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これらの $\Phi$ による逆像のコンパクトな台を持つオイラー標数は、容易に求まる。例えは

$\Phi^{-1}(\varphi>0, \psi> 0)=\mathcal{X}_{n},+(f)$ $\cross \mathcal{X}_{n},+(g)$

より、
$\chi^{c}(\Phi^{-1}(\varphi>0, \psi>0))=(-1)^{nd}a_{n}^{+}b_{n}^{+}$

となる。 また、

$\Phi^{-1}(\varphi=0,\psi> 0)=\{\gamma_{1}|\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathrm{t}}f\circ\gamma 1>n\}$ $\cross X_{\iota,+}$ (g)

より、 補題 $(2,9)$ から、

$\chi^{\mathrm{c}}(\Phi^{-1}(\varphi=0,\psi>\mathit{0}))$ =(-l)ndA、b
となる。 他も同様に計算される。従って、

(0.3) $(-1)^{nd}\chi^{c}(Z\cap\{\varphi+\psi>0\})=a_{n}^{+}b_{n}^{+}+a_{n}^{+}b_{n}^{-}+a_{n}^{-}b_{n}^{+}+A_{n}b_{n}^{+}+a_{n}^{+}B_{n}$

を得る。
$0<i<n$ に対し、 $\pi_{n,:}$ : L、$arrow \mathcal{L}_{i}$ を上と同様に自然な射影、 $(\gamma_{1},\mathit{7}\mathit{2})$ \in Zl.寡搗,+(f*g)

とする。

(0.4) $f(\gamma_{1}(t))=d_{\dot{*}}t^{:}+\cdots+dntn+\cdot$ . . , $g(\gamma_{2}(t))=e:t^{:}+\cdots+en$t$n+\cdot$ . $1$

と書く。 ただし、 $d_{:}$ \neq 0、 $e_{i}\neq 0_{\text{、}}l$. $+e_{\dot{\iota}}$ =0、っまり、 $d_{i}$ と $e$: は異符号とする。従っ
て、 $Z_{i}\cap \mathcal{X}_{n,+}(f*g)$ は、 次の互いに索なニフの集合

$Z_{i}^{\pm}=(\pi_{n,l}^{-!(\mathcal{X}_{\dot{l}},(f))\cross\pi_{n,l}^{-!(\mathcal{X}_{\dot{\iota},\mp}(g)))\cap x_{\iota,+}(f*g)}}\pm$

(複号同順) の和てある。写像
$\Psi$ : $\pi_{n,}^{-}$l $(x_{+}.,(f))\mathrm{x}\pi_{n,i}^{-1}(X,^{-}\cdot(g))arrow \mathbb{R}^{2(n-\dot{l})+2}$

を、 $(\gamma_{1}, \gamma 2)$ に対し、 (0.4) の係数 $(d_{j}, e_{j})_{j=\dot{\iota},\ldots,n}$ を対応させるものと定義する。補題 $(2,10)$

より、 $\Psi$ は $\{l$. $> 0,e_{i}<0\}$ 上、 自明なファイブレーションて、

$\chi^{c}(\Psi^{-1}(\{d_{\dot{l}}>0, e_{\dot{*}}<0\}))=\chi^{c}$ ($\pi_{n}^{-}$J $(\mathcal{X}_{i,+}(f))\mathrm{x}\pi_{n,1}^{-!}(\mathcal{X}_{1-}.,(g))$ ) $=(-1)^{nd}a_{1}^{+}$. $b_{1}^{-}$.
となる。 また、 $Z_{\dot{l}}^{+}=\Psi^{-1}$ ($\{d_{j}+e_{j}=0,j<n,$ $d_{n}+$ ら $>0\}$ ) より、

$\chi^{c}(Z_{1}^{+}$. $)=(-1)^{n-:}\chi^{c}$ ( $\Psi^{-1}$ ( $\{d_{i}>0$ , 果 $<0\}$))
となる。 同様に、 $\chi^{c}(Z_{1}^{-}.)$ も求まる。従って、

(0.5) $(-1)^{nd}\chi^{e}(\mathit{2}:\cap h,+(f *g))$ $=(-1)^{n-:}(a_{\dot{l}}^{+}b_{1}^{-}. +a_{\dot{l}}^{-}b_{1}^{+}. )$

を得る。
定理 $(2,5)$ の (1) は、 (0.1)、 (0.2)、 $(0.3)_{\text{、}}$ (0.5) より従う。

[2.4] ゼータ関数はブロー解析不変量

$\sigma$ : (M, $E_{0}$) $arrow$ ($\mathbb{R}^{d}$ , o)、 $E_{0}=\sigma^{-1}(0)$ を実改変とする。解析弧の集合
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$\mathcal{L}(M, E_{0})=$ { $\gamma:($R, $\mathrm{O})arrow(M,$ $E_{0})|\gamma$ : 解析写像}

に対し、 その切断弧の集合を次のように定義する。

$\mathcal{L}_{n}(M, E_{0})=\mathcal{L}$(M, $E_{0}$)/\sim
ただし、 $\gamma_{1}(0)=\gamma_{2}(0)$ で、 その点での局所座標系で $\gamma_{1}(t)-\gamma_{2}(t)=O(t^{n+1})$ のときに、
$\gamma_{1}(t)\sim\gamma_{2}(t)$ とする。そのとき、 $\mathcal{L}_{n}(M, \cdot E_{0})$ は、 同様に定義された解析多様体 $\mathcal{L}_{n}(M)$

のなかの解析的集合である。 自然な射影 $\mathcal{L}_{n}$(M, $E_{0}$ ) $arrow E_{0}$ は、 ファイパー $\mathbb{R}^{nd}$ を持っ
局所自明なファイブレーションである。
次に. $\pi_{n}$ : $\mathcal{L}$ (M, $E_{0}$ ) $arrow \mathcal{L}_{n}(M, E_{0})_{\text{、}}\pi$n: $\mathcal{L}(\mathbb{R}^{d}, 0)arrow \mathcal{L}_{n}$ (Rd, 0) を切断による自然な

射影とする。そのとき、実改変 $\sigma$ : (M, $E_{0}$ ) $arrow(\mathbb{R}^{d}, 0)$ は、 合成 $\sigma_{*}(\gamma)(t)=\sigma(\gamma(t))$ に
より、 写像

$\sigma_{*}:$ $\mathcal{L}(M, E_{0})arrow \mathcal{L}(\mathbb{R}^{d}, 0)$

を誘導する。それは、 切断弧上の写像

$\sigma_{*n}$ : $\mathcal{L}$n(M, $E_{0}$) $arrow \mathcal{L}_{n}(\mathbb{R}^{d},0)$ .
も導く。 明らかに、 $\pi_{n}\circ\sigma_{\mathrm{r}}=\sigma_{*n}\circ\pi_{n}$ が成り立っ。
ここて、 [32] のなかて最も重要な役割を果たす補題を述べるために、用語を準備する。

定義 $(2,11)$ $X$ を解析多様体、 $A\subset X$ とする。 そのとき、 $A$ が大域的に部分解析的
(globally subanalytic) とは、解析多様体 $\tilde{X}$、解析埋め込み $i:Xarrow\tilde{X}$ が存在して、 $i(A)$

が $\tilde{X}$ のなかで相対コンパクトかっ部分解析的のときにいう.

自然数 $e$ に対し. $\Delta_{\mathrm{e}}=$ { $\gamma\in \mathcal{L}(M,$ $E_{0})|\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathrm{t}}ja\mathrm{c}$ \sigma (\gamma (t))=e}、 $\Delta_{\mathrm{e},n}=\pi_{n}(\Delta_{\mathrm{e}})$ と
お $\text{く}$

。

補題 $(2,12)$ $e\geq 1_{\text{、}}n$ \geq 2e とする。 このとき、 次が成り立っ。
(1) $\gamma_{1},$ $\gamma_{2}\in \mathcal{L}(M, E0)$ とするとき, $\gamma_{1}\in\Delta_{e}$ かっ $\sigma(\gamma_{1})\equiv\sigma(\gamma_{2})\mathrm{m}$od $t^{n+1}$ ならば、

$\gamma_{1}\equiv\gamma_{2}\mathrm{m}$od $t^{n+1-\mathrm{e}}$ で $\gamma_{2}\in\Delta_{\mathrm{e}}$ てある。

(2) $\sigma_{*n}(\Delta_{\mathrm{e},n})$ は $\mathcal{L}_{7\}}(\mathbb{R}^{d},0)$ の大域的に部分解析的な部分集合て、 $\sigma_{*n}(\Delta_{\mathrm{e},n})$ の部分解析
的滑層分割が存在し、各滑層上 $\sigma_{*n}$ はファイバー $\mathbb{R}^{\mathrm{e}}$ を持っ自明なファ $’$( ブレーション
てある。

$A\subset \mathcal{L}(M, E_{0})$ (または、 $\mathcal{L}$ ( $\mathbb{R}^{d},$ $0$)) とする。 このとき、 $A$ が部分解析的てあるとは、
$\mathcal{L}_{n}$(M, $E_{0}$) (または、 $\mathcal{L}_{n}$ (R‘, 0)) のある大域的に部分解析的な部分集合 $C$ に対し、 $A=$
$\pi_{\overline{n}}^{1}(C)$ と書けるときにいう。 $A$ が $n$-安定 ($n$-stable) とは、 $A$ が部分解析的て、 $A=$
$\pi_{n}^{-1}$ ($\pi_{n}$(A)) となるときにいう。補題 $(2,12)$ より、 $\sigma_{*}(\Delta_{\mathrm{e}})$ は、 2e-安定てあることがゎ
かる。

定義より、各部分解析的な集合 $A\subset \mathcal{L}(M, E_{0})$ (または、 $\mathcal{L}$ ($\mathbb{R}^{d},$ $0$)) は、十分大きな $n$ に
対し、n-#定てある。各 $n$-安定な $A$ に対し、そのモティヴイック測度 (motivic neasure)
を次のように与える :

$\chi^{e}(A)=(-1)^{-(n+1)d}\chi^{c}(\pi_{n}(A))$
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整数値関数 $\varphi$ : $Aarrow \mathbb{Z}$ が構成可能 $(\infty \mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e})$ であるとは、 $\varphi$ の像が有限で、各
$m\in \mathbb{Z}$ に対し、 $\varphi^{-1}(m)$ が部分解析的のときにいう。 そのとき、

$\int_{A}\varphi d\chi=\sum_{m\in \mathrm{Z}}cm\chi^{c}(\varphi^{-1}(m))$

と定義すると、実解析的な範噴ての変数変換公式を得る。

定理 $(2,13)$ ([32]) $\sigma:$ (M, $E_{0}$) $arrow(\mathbb{R}^{d}, 0)$ を実改変とする。 $A\subset \mathcal{L}(\mathbb{R}^{d}, 0)$ は部分解析
的て、 $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathrm{t}}jac(\sigma)$ は $\sigma_{*}^{-1}(A)$ の上て有界と仮定する。そのとき、

$\chi^{c}(A)=\int_{\sigma^{-1}(A)}.(-1)^{-\alpha \mathrm{d}jac(\sigma)c}‘ d\chi$

てある。

[補題 (2,12)]\Rightarrow [変数変換公式]\Rightarrow [Denef-Loeser 型公式]
という順て. Denef-Loeser [15] と同じ流れのなかて、上記の結果が示される。 ここて
は詳しく述べない。

Denef-Loeser のモティヴイック・ゼータ関数は、複素解析的集合芽の位相不変量てな
いことが. E. Artal BartolO- P. Cassou-Nogu\‘es $\cdot$ . I. Luengo $\cdot$ . A. Melle Herntndez [4] $\}$こ

よって知られている。 もし、 観察 $(1,11)$ に従うなら、実解析関数に対するモティヴイッ
ク・ゼータ関数はプロー解析不変量てないのてはと思われる人もいるかもしれない。 し
かし、 Denef-Loeser のモティヴイック・ゼータ関数の計算公式は改変の取り方に依らな
いこと、 ブロー解析同値は関数の位相同値が上の解析同値より導かれること、実改変 $\sigma$

においてその例外集合 $E$ の像 $\sigma(E)$ が実関数の定義域のなかて余次元 2 以上であるこ
となどから、実の場合は、ゼータ関数はブロー解析不変量であることが期待されてぃ
た。実際、我々は� $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{f}$-Loeser 型公式より、そのことを示した。

定理 $(2,14)$ ([32]) $f,g$ : (Rd, $\mathrm{O}$) $arrow(\mathbb{R}, 0)$ をブロー解析同値な実解析関数芽とする。
そのとき、 Zf=Zg、 $Zf,+=Z_{g,+}$ 、 $Z_{f,-}=Z_{g,-}$ である。

[2.5] 2 変数 Brieskorn 多項式の分類

$f$ : $($R2, $0)arrow(\mathbb{R}, 0)$ を $f$ (x, $y$) $=\pm x^{p}\pm y_{\text{、}^{}q}2\leq p\leq q$ て定義される Brieskorn 多項
式とする。 $p=1$ のときの $f$ の解析的なタイプは陰関数定理て決まるのて、 $0\in \mathbb{R}^{2}$ が
$f$ の特異点の場合を考えている。 $\mathrm{N}_{e}$ (または、 $\mathrm{N}_{o}$) を偶数 (または、 奇数) の集合とし、

$\mathfrak{M}=\{(p,q)\in \mathrm{N}_{\geq}2 \cross \mathrm{N}_{\geq}2 | p\leq q\}$

$\mathfrak{R}=\mathfrak{M}-$ { $(p,mp)\in \mathfrak{M}|p\in \mathrm{N}_{o}$ , m\in N。}
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とおく。 ( $\pm x,$ $\pm\emptyset$ で、 次の $\mathbb{R}^{2}$ の 4 っの変換からなる Klein 群 $G=\mathbb{Z}_{2}\oplus \mathbb{Z}_{2}$ を表すこ
とにする :

$(x, y)arrow(x,y),$ $(x,y)arrow(-x,y),$ $(x, y)arrow(x, -y),$ $(x,y)arrow(-x, -y)$

{ $f$ (x, $y)=\pm x^{p}\pm y^{q}|(p,$ $q)\in \mathfrak{M}$} の部分集合 $A$ に対し、 $A/b.a.e$ (または、 $A/(\pm x,$ $\pm y)$ )
で、 $A$ のブロー解析同値 (または、 Klein $G$-同値) にょる商集合を表す。そのとき、 次
の 2変数 Brieskorn 多項式のプロー解析分類を得る。

定理 $(2,15)$ ([32]) $\{f(x,y)=\pm x^{p}\pm y^{q}|(p, q)\in \mathfrak{M}\}/b.a.e$ .
$=\{f(x,y)=\pm x^{p}\pm y^{q}|(p, q)\in\Re\}/(\pm x, \pm y)\cup\{x^{p}+y^{mp}|p\in \mathrm{N}_{o}\cap \mathrm{N}_{\geq 2}, m\in \mathrm{N}_{\mathrm{e}}\}$

2 変数 Brieskorn 多項式の福井不変量の計算は容易てある。定理 $(2,15)$ の証明に入る
前に、 そのリストを述べる。

$p$ , q\in N、 ただし、 $(p,q)=d$ とする。そのとき、 $p_{1},$ $q_{1}\in \mathrm{N}$ で $p=p_{1}d,$ $q$ =q1d かっ
$(p_{1},q_{1})=1$ となるものが存在する。 $[\mathrm{p},q]=LCM$(p, $q$) $=p_{1}q_{1}d=m_{1}=p_{1}q$ とおく。
これらの記号を用いて、福井不変量のリストは、 次のように述べられる。

注意 $(2,16)$ $f_{1}$ (x,y)=\pm xp+yq、 $f_{2}(x,y)=\pm x^{p}$ -yq、ただし、 $p$ は奇数 $q$ は偶数と
する。

$q$ が $p$ て割り切れるとき、 $[p,q]=q=q_{1}p$ てある。従って、 $A.(f_{1})=A_{\pm}(f_{1})=$

$A(f_{2})=A_{\pm}(f_{2})$ となる。
$q$ が $p$て割り切れないとき、 $|p,$ $q$] $>q$ である。従って、A+(fl)\neq A+(f2)、 $A_{-}(f_{1})\neq$

$A_{-}(f_{2})$ となる。
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上記の福井不変量のリストより、以下の二つの場合を除いて、 2 変数 Brieskorn 多項
式のプロー解析タイプは Klein G-タイプと一致することがわかる。
場合 (1) : $x^{p}+y^{mp}$ (固定された偶数 $p,$ $m=1,2$,3, $\cdot$ . .)、

または、 $-x^{p}-y^{mp}$ (固定された偶数 p、 $m=1,2$ , $3,$ $\cdots$ )
場合 (2) : $\pm x^{p}+y^{mp}$ と $\pm x^{p}-y^{m\mathrm{p}}$ (固定された奇数 $p\geq 3$ と偶数 $m$)
最初に、 場合 (1) を考える。 固定された偶数 $p$ に対し、

$f_{m}$ (x, $y$) $=x^{p}+y^{mp},$ $g_{m}(y)=y^{mp}(m=1,2,3, \cdots)$

とおく。 このとき、

$A(f_{m})=A_{+}(f_{m})=\{p,2p,3p, \cdots\}\cup\{\infty\},$ $A_{-}(f_{m})=\{\infty\}(m=1,2,3, \cdots)$

て、 確かに、福井不変量てそれらのブロー解析タイプは区別てきない。一方、 $p$ は偶数
なのて、 系 $(2,7)$ から、 $Z_{g_{m}}(T)\neq Z_{g_{\hslash}}(T)$ なら $Z_{x^{\mathrm{p}_{*gm}}}(T)\neq Z_{x^{p}*g_{n}}$ (T) てある。例 $(2,3)$

より、 $m\neq n$ のとき Zゎ $(T)\neq Z_{\mathit{9}n}$ (T) てある。従って、 $m\neq n$ のとき、 $f_{m}$ と $f_{n}$ がブ
ロー解析同値てないことは定理 $(2,14)$ から従う。関数一 $x^{p}-y^{mp}$ のときも同様てある。
次に、場合 (2) を考える。 このとき、 $x^{p}+y^{mp}$ (または、 $x^{p}-y^{mp}$) は、 $-x^{p}+y^{mp}$ (ま

たは、 -xp-ymりに変換 $(x,y)arrow(-x,y)$ を通して同値てある。従って、 固定された
奇数 $p\geq 3$ と偶数 $m$ に対し、 $f$ (x, $y$) $=x^{p}+y^{mp}$ と $g(x, y)=x^{p}-y^{mp}$ のみにつぃて考
えることにする。今、 福井不変量 A(f)、 $A_{\pm}(f)$ とゼータ関数 $Z_{f}(T)_{\text{、}}Z_{f,\pm}(T)$ は、 そ
れぞれ、 A(g)、 A\pm (g)、 Zg(T)、 $Z_{g,\pm}(T)$ に一致してぃることに注意しておこう。
ここで、 もう一度、孤立特異点を持っ擬斉次多項式関数芽族に関する福井 -Paunescu

定理を思い起こそう。

補題 $(2,17)$ ([24]) $\alpha=$ ( $\alpha_{1},$ $\cdots,$
$\alpha$d) を重みの組とし、 $f_{s}$ : $(\mathbb{R}^{d}, \mathrm{O})arrow(\mathbb{R}, 0)(s\in I=$

$[a, b])$ を実解析関数芽の解析族とする。各 $s\in I$ }こ対し、 $\alpha$ に関する重み付き初期形式は
同じ重み付き次数で、 $0\in \mathbb{R}^{d}$ て孤立特異点を持ってぃると仮定する。そのとき $\{f_{\epsilon}\}_{\epsilon\in I}$

は、 $I$ 上ブロー解析自明である。

$\{f_{t}\}$ を次の式て定義される多項式関数族とする :
$f_{\epsilon}(x,y)=x^{p}+pxy^{m(p-1)}+sy^{mp},$ $s\in[-1, 1]$

そのとき、 補題 $(2,17)$ より、 $x^{p}+pxy^{m(p-1)}+y^{mp}$ と $x^{p}+pxy^{m(p-1)}-y^{mp}$ はブロー解
析同値てある。
次に、 $\{g_{\delta}\}$ と $\{h_{\theta}\}$ を次の式て定義される多項式関数族とする :

$g_{\epsilon}(x,y)=x^{p}+psxy^{m(p-1)}+y^{mp},$ $s\in[0,1]$

$h_{\epsilon}(x,y)=x^{p}+psxy^{m(p-1)}-y^{mp},$ $s\in[0,1]$

そのとき、 同様に、 $x^{\mathrm{p}}+pxy^{m(p-1)}+y^{mp}$ (または、 $x^{p}+pxy^{m\{p-1)}-y^{mp}$) は、 $x^{p}+y^{mp}$

(または、 $x^{p}-y^{mp}$) にブロー解析同値てある。従って、
$x^{p}+y^{mp}$、xp+p。ym(p-y+ymp\sim xp+pxym(p-y-ymp\sim xp-ymp
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と $\mathrm{X}$る。

注意 $(2,18)$ 我々のゼータ関数は、上の場合 (2) と下の場合 (3) を除いて、 Brieskorn
多項式を Klein $G$-同値て区別する:

場合 (3) : $\pm(x^{p}+y^{\mathrm{p}})$ (p は偶数)
このとき、 $f=\pm(x^{p}+y^{p})$ とすると $Z_{f}(T)=Z_{f,\pm}(T)=0$ てある。従って、 これら

の関数をゼータ関数では区別てきない。 しかし、それらの福井不変量は異なる。言い換
えると、 ブロー解析分類定理の証明において、福井不変量とゼータ関数は相互補完的で
ある。
福井不変量もゼータ関数も、 ある自然数を定める弧の集合についての条件て、前者は

その集合が空てあるかどうかを、後者はその集合のコンパクトな台を持っオイラー標数
を問題にしている。上て見たように、実の場合は、その集合が空てなくても、そのコン
パクトな台を持つオイラー標数が 0 になることがあり、福井不変量はゼータ関数に含
まれない。 しかし、複素の場合には、 このようなことが起きす, 福井不変量はゼータ関
数に関する不変量の特別な場合てある。

注意 $(2,19)$ 福井不変量、 ゼータ関数や上の議論などを用いて、 以下の場合を除く 3
変数 Brieskorn 多項式のブロー解析分類が与えられる :

$\{x^{p}+y^{kp}+z^{kp}|k\in \mathrm{N}\}$ , $\{-(x^{p}+ykp+zkp) |k\in \mathrm{N}\}$

ただし、 $p$ は偶数とする。

[2.6] $f=x^{3}+xy^{5}+z^{3}$ と $x^{3}+y^{7}+z^{3}$ はブロー解析同値てない

定理 $(2,5)$ より、 次の関係式を得る。

(0.6) $1+c:$ $=(1+a_{n}^{+})(1+b_{n}^{+})$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2$

(1) $f$ の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2$ 正ゼータ関数

例 $(2,4)$ より、

$Z_{l^{3}+xy^{5},+}(T)= \frac{T^{15}}{1-T^{15}}+\frac{T^{3}}{1+T^{3}}$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2$

てある。従って、

$Z_{l^{S}+x}$
t$6,+(T)$ $= \sum a_{i}^{+}T"$ $\mathrm{m}$od2 $(a_{\dot{l}}^{+}=0,1)$

と表される。一方 ‘

$Z_{z^{3},+}=T^{3}-P+$架一 $T^{12}-\cdots=\Sigma$ $b_{\dot{\iota}}^{+}T$
$:

$\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2$ $(b_{1}^{+}. =1)$

と表される。
$n$ が 3 の倍数てないとき、 $1+a_{n}^{+}=1+b_{n}^{+}=1\mathrm{m}$od2 てある。 (0.6) より、 $1+c_{n}^{+}=1$

$\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2$ となり、 $c_{n}^{+}=0\mathrm{m}$od2 となる。
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$n$ が 3 の倍数のとき、 $1+b_{\mathrm{n}}^{+}=0\mathrm{m}$od2 より、 $c_{n}^{+}=1\mathrm{m}$od2 となる。
ここで、 $Z_{f,+}= \sum c_{n}^{+}(f)T^{n}$ とおくと、 $n$ が 3 の倍数であるときは $c_{n}^{+}(f)=1\mathrm{m}$od2

で、 $n$ が 3 の倍数でないときは $c_{n}^{+}(f)=0\mathrm{m}$od2 である。

(2) $g$ の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2$ 正ゼータ関数

$g$ の各単項式の正ゼータ関数は、 以下のものてある。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{3},+(T)=Z_{z^{8},+}(T)=T^{3}-T^{6}+$架一. . .
$Z_{y^{7},+}(T)=T^{7}-T^{14}+T^{21}-\cdot\cdot\tau$

$Z_{x^{3}+z^{3},+}(T)= \sum a_{n}^{+}T^{\mathrm{n}}$ とおくと、 (0.6) の関係式を用いて、 $n$ が 3 の倍数てあると
きは $a_{n}^{+}=1\mathrm{m}$od2 で、 $n$ が 3 の倍数てな $\mathrm{A}_{1}$ときは $a_{n}^{+}=0\mathrm{m}$od2 てあることがわ
かる。
また. $Z_{y^{7},+}(T)= \sum b_{n}^{+}T^{n}$ とおくと、 $n$ が 7 の倍数てあるときは $b_{n}^{+}=1\mathrm{m}$od2 て、

$n$ が 7 の倍数てないときは $b_{n}^{+}=0\mathrm{m}$od2 てある。
ここて、 $Z_{g,+}= \sum c_{n}^{+}(g)$ ” とおくと、 (0.6) より、 $n$ が 3 または 7 の倍数てあると

きは $c_{n}^{+}(g)=1\mathrm{m}$od2 て、 他のときは $c_{n}^{+}(g)=0\mathrm{m}$od2 てある。
以上のことより、定理 $(2,14)$ から、 $f$ と \sim よブロー解析同値てはない。

この節の終わりに、モティヴイック積分やモティヴイック・ゼータ関数に関する文献をい
くつか述べる。モティヴイック積分の概念は、よく知られてぃるように、M. Kontsevich
[33] による双有理同値な Calabi-Yau 多様体は同じ Hodge 数を持っことの証明のなかて
創り出されたものてある。その仕事は、その後、 J. Denef-F. Loeser [14, 15, 16, 18, 19]
により、 発展されている。 また、 V. Batyrev は、 ミラー対称性の仕事と関連して、 モ
ティヴイック積分の手法を用いて新たな不変量を導入してぃる ([6, 7, 8])。 この方面の
優れた概説としては、 J. Denef-F. Loeser 自身にょる [17] や E. Looijenga にょる [47]
があり、 A. Craw による入門的な [11] もある。 また、 昨年 9 月の札幌ての特異点論国
際研究集会て、W. Veys が非常に明快な連続講義 [63] を行った。そこては、 ?進数理
論との類似性からのこの分野の発展の経緯や主要問題のーっであるモノドロミー予想
の謂れなども解説された。
モティヴイック積分やモティヴイック・ゼータ関数に関する仕事は、一般には、標数

0 の体上の話しとして展開されるが、複素数体上に限定された仕事も多くあり、 ここ
ては、 そのあたりを厳密に区別して書いていない。 この分野の研究はヨーロッパて非
常に盛んになっており、 上記の仕事以外にも、 B. Rodrigues $\cdot$ . W. Veys $[54, 55]_{\text{、}}$ W.
Veys [61,62, 64, 65] や、 E. Artal Bartolo - P. Cassou-Nogu\‘es - I. Luengo - A. Melle
$\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n}4\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{z}$ $[4,5]$ といったスペインの\Psi )レープによる仕事などもある。
一方、 実の場合にも、 この分野に関する仕事が出始めて来てぃる。我々の仕事 [32]

よりも前に、 半代数的集合のコンパクトな台を持っオイラー標数に関する R. Quarez
[56] の仕事があり、以後にも、実モティヴイック・ゼータ関数に関連する上述の 0. M.
Abderrahmane Yacoub[2] や次節て触れる G. Fichou[20] 他がある.
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\S 3. これからの問題

[3.1] 新たなプロー解析不変量の導入

問題 $(3,1)$ 福井不変量、我々のゼータ関数を含み、 更に、 注意 $(2,19)$ の関数を区別す
るブロー解析不変量を導入せよ。

(1) 福井不変量、我々のゼータ関数を含み、注意 $(2,19)$ の関数を区別する不変量とし
て、最近、G. Fichou [20] $\cdot$ によって、弧の集合の仮想ベツチ数 (virtual Betti number) を
係数とするゼータ関数が導入された。 しかし、 このゼータ関数がブロー解析不変量てあ
るかどうかはわかっていない。

(2) 5 年前に行われた数理解析研究所研究集会「特異点論と微分方程式」 において、
L. Paunescu は、 福井不変量を含むブロー解析不変量てとして、弧の対に関する一般化
された福井不変量をアナウンスした。 これも注意 $(2,19)$ の関数を区別するが、 ブロー解
析不変量であることの証明に不備な点があり、 今もその難点は乗り越えられていない。

[3.2] 不変量に潜む性質の発見

問題 $(3,2)$ 福井不変量、 モティヴイック・ゼータ関数や Fichou のゼータ関数に潜む
(初等整) 数論的性質や新たな計算公式を見っけよ。

(1) 福井不変量に関し、定理 $(1,8)$ のような初等整数論的性質が成り立っている。我々
が気付かないだけで、 このような性質が、福井不変量のみならす、モティヴイック・ゼー
タ関数や Fichou のゼータ関数にも潜んているものと思われる。

(2) 不変量に対する一般的な計算公式としては、福井不変量に対しては定理 $(1,6)_{\text{、}}$

$(1,7)$ 、 種々のゼータ関数に対しては Denef]あ eser 型公式が知られてぃる。 また、 個々
の限定された特殊な場合について、 いくっかの計算し易い公式も得られてぃる。特殊化
による奇麗な公式の発見は、 これからも期待される。

[3.3] 不変量の応用

問題 $(3,3)$ 不変量を用いて、 より多くの特異点を分類せよ。

(1) 孤立特異点を持つ $\mathrm{n}$ 変数実擬斉次多項式関数芽のブロー解析タイプは、それらの
関数の重みを決定するかという問題は、 1 節て述べたように、 2 変数の場合には O. M.
Abderrahmane $\mathrm{Y}\mathrm{a}\omega \mathrm{u}\mathrm{b}$ 氏によって、福井不変量やゼータ関数を用いて肯定的に解決さ
れている。 ては、 3 変数以上のときはどうてあろうか。

(2) $n$ 変数 Brieskorn 多項式 $(n\geq 3)$ や擬斉次多項式などの実解析的特異点をそれら
の不変量を用いて分類せよ。

\S 4. 練習問題の解答
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練習問題 1 の解答

最初に、 次の式が成り立つことに注意しておこう。

$\sum_{k=1}^{n}(-1)^{n-k}(a_{k}^{+}b_{k}^{-}+a_{k}^{-}b_{k}^{+})+\sum_{k=1}^{n}(a_{k}^{+}b_{k}^{-}+a_{k}^{-}b_{k}^{+})$

$=2 \sum(a_{n-2:}^{+}b_{n-2\dot{\iota}}^{-}+a_{n-2i}^{-}b_{n-2\dot{*}}^{+})=2\sum^{n}(\sum^{k}(-\mathfrak{y}^{k-\ovalbox{\tt\small REJECT}}(a\ovalbox{\tt\small REJECT} b_{\dot{l}}^{-}+1^{n}-\overline{\tau}^{1}1a\dot{l}\dot{l}-b^{+}))$

$|.=\mathrm{f}\mathrm{l}$ $k=1\dot{\iota}=1$

「C\tilde n+ $=\tilde{A}_{n}^{+}l$ n+」 のみを示す。 \lceil $\tilde{C}_{n}^{-}=\tilde{A}_{n}^{-}\tilde{B}$;」も同様に示される。計算の便宜上、
我々は $\lceil 1-\tilde{C}_{n}^{+}=1-\tilde{A}_{n}^{+}\tilde{B}_{n}^{+}\rfloor$ を示すことにする。

$1-\tilde{C}_{n}^{+}$

$= \sum_{k=1}^{n}c_{k}-c_{n}^{+}$

$= \sum_{k=1}^{n}(a_{k}^{+}b_{k}^{+}+a_{k}^{-}b_{k}^{-})+\sum_{k=1}^{n}a_{k}B_{k}+\sum_{k=1}^{n}A_{k}b_{k}+2\sum_{k=1}^{n}(\sum_{=1}^{k}(-1)^{k-:}(a_{\dot{*}}^{+}b_{\dot{l}}^{-}+a|.-b\mathit{7}))$

-a$n+bn+-an+Bn-An$b$n+- \sum_{k=1}^{n}(-1)^{n-k}(a_{k}^{+}b_{k}^{-}+a_{k}^{-}b_{k}^{+})$

$= \sum_{k=1}^{n}a_{k}B_{k}+\sum_{k=1}^{n}A_{k}b_{k}-a_{n}^{+}b_{n}^{+}-an+Bn-A_{n}b_{n}^{+}+\sum_{k=1}^{n}a_{k}b_{k}$

$- \sum_{k=1}^{n}(a_{k}^{+}b_{k}^{-}+a_{k}^{-}b_{k}^{+})+2\sum_{k=1}^{n}(\sum_{\dot{\iota}=1}^{k}(-1)^{k-:}(a_{\dot{l}}^{+}b_{\dot{l}}^{-}+ai-b\dot{l}+))-\sum_{k=1}^{n}(-1)^{n-k}(a_{ki+a\mathrm{i}^{b_{k}^{+})}}^{+_{b}}$

$= \sum_{k=1}^{n}a_{k}(1-\sum_{\dot{*}=1}^{k}b_{1}.)+\sum_{k=1}^{n}b_{k}(1-\sum_{\dot{l}=1}^{k}a_{i})-a_{n}^{+}b_{n}^{+}-a_{n}^{+}B_{n}-A_{n}b_{n}^{+}+\sum_{k=1}^{n}a_{k}b_{k}$

$= \sum_{k=1}^{n}a_{k}+\sum_{k=1}^{n}b_{k}-(\sum_{k=1}^{n}a_{k}\sum_{\dot{\iota}=1}^{k}b:+\sum_{k=1}^{n}b_{k}.\sum_{1=1}^{k}\mathit{0}\cdot)-a_{n}^{+}b_{n}^{+}-a_{n}^{+}B_{n}-A_{n}b_{n}^{+}+\sum_{k=1}^{n}a_{k}b_{k}$

$= \sum_{k=1}^{n}a_{k}+\sum_{k=1}^{n}b_{k}-\sum_{k=1}^{n}a_{k}\sum_{k=1}^{n}b_{k}-(a_{n}^{+}b_{n}^{+}+a_{n}^{+}B_{n}+A_{n}b_{n}^{+})$

$=1-(1- \sum_{k=1}^{n}a_{k})(1-\sum_{k=1}^{n}b_{k})-$ (a$n+bn++an+B,$ $+An$b$n+$ )

$=1-(A_{n}B_{n}+a_{n}^{+}b_{n}^{+}+a_{n}^{+}B_{n}+A_{n}b_{n}^{+})$

$=1-(A_{n}+a_{n}^{+})(B_{n}+bn+)$

$=1-\tilde{A}_{n}^{+}\tilde{B}_{n}^{+}$
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練習問題 2 の解答

最初に、 $j$ に関する帰納法で $j=0,1$ , $2,$ $\cdots$ に対し、

$B(H_{j}(T))=- Tn-\cdot..-an+j$T$n+j+bn+j+1$’ I $+j+1+bn+j+$’ $2Tn+j+2+\cdot$ ..
となる多項式変換 $H_{j}$ (T) が存在することを示す。

$n$ が偶数のとき、 $a_{n}$ と $b_{n}$ の符号は異なることより、 $- \frac{a_{n}}{b_{n}}>0$ てある。従って、偶奇
にかかわらす、 $\alpha=\varpi_{b_{n}}^{-\mathrm{r}}$ とし $H(T)=\alpha T$ とおくと、 $B$ ( $H$(T)) の $T^{n}$ の係数は $-a_{n}$

となる。従って、 $j=0$ の場合は示された。
次に、 $j=k\geq 0$ の場合に正しいことが示されていると仮定する。即ち、多項式変換

$H_{k}(T)$ て

$B(H_{k}(T))=-a_{n}T^{n}-\cdots-a_{n+k}r\mathit{7}^{n+k}+b_{n- t^{-_{j}l}c+1}’T^{n+k+1}+b/+k+2\mathit{7}^{+k- \mathit{1}- 2}$$+\cdot..$

となるものが存在するとする。簡単のため、 $F(T)=B$ ( $H_{k}$ (T)) とおく。 $H[\beta](T)=$

$T+\beta T^{k+2}$ とすると、

$F(H[\beta](T))=-anT^{\mathrm{n}}-\cdot..-an+kP+k+(-a n\beta+b_{n+’+}’,)T^{+k+1}+\hat{b}_{n+k+2}\mathrm{P}^{+k+2}+\cdots$

となる。 $\beta$ が実数全体を動くとき、 $T^{n+k+1}$ の係数一 $a_{n}n\beta+b_{n+k+1}’$ も実数全体を動く。
この係数がーヘ。$k+1$ となるように $\beta$ を定めた $H|\beta$] $(T)$ を $H$(T) とおき、 $H_{k+1}(T)=$

$H_{k}$ ( $H$ (T)) とおく。 このとき、多項式変換の合成も多項式変換より、 $H_{k+1}(T)$ も多項式
変換で、 $B$ ( $H_{k+1}$ (T)) は求められた形式である。従って、 $j=k+1$ の場合も求められ
た形の多項式変換の存在が言えたので、 任意の $j$ に対し示された。
最後に、 問題を示す。 上のことより、 多項式変換 $H_{m-n-1}$ (T) て

$B(H_{m-n-1}(T))=-an$T$n-\cdot$ . . $-am-1r-1+bm$”T$m+bm+$l’T$m+1+\cdot$ . $\tau$

となるものが存在する。 上と同様に、 $H[\beta](T)=T+\beta T^{m-n+1}$ とすると、

$B(H_{m-n-1}(H[\beta](T)))=-an$T$n-\cdot..-am-1$T$m-1+$ (-ann\beta +b ’)r+b$m+1$
’ $r+1+\cdot\cdot 1$

となる。 ここて、 $a_{m}+(-a_{n}n\beta+b_{m}" )\neq 0$ となるように $\beta$ を選んだ H同 (T) に対し、
$H(T)=H_{m-n-1}$ (H同 (T)) とおくと、 $B$ ($H($T)) が求める形式になる。
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