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可微分軌道体上のベクトル場の構造と多項式写像の特異点

信州大学理学部 阿部孝順 (Kojun Abe)
Department of Mathematical Sciences,

Shinshu University

50. $\#$

コンパクトリー群の表現空間 $V$ に対して、 $V$ の $G$-不変多項式環の Hilbert
基底を用いて与えられる多項式写像 $p$ の像により、 $V$ の軌道空間 $V/G$ を表す
ことできる。 また $p$ により $V/G$ }こ smooth functional structure を導入するこ
とて $V/G$ の微分同相群 $Diff(V/G)$ また $V/G$ の可微分ベクトル場のなすリー
環 $\mathcal{X}(V/G)$ を考察することができる。 $Diff(V/G)$ および $\mathcal{X}(V/G)$ については

Bierstone [BI1], Schwarz [SC1] に研究の端緒があり、 それぞれ $V$ の同変微分
同相群、 G-不変ベクトル場から引き起こされることが知られている。

$G$ が有限群の場合は、 Strub [ST] が $V/G$ の微分構造が表現 $V$ の構造を完
全に決定することを証明した。また Abe [AB1] の結果を用いると $\mathcal{X}(V/G)$ の

リー環の構造から表現 $V$ の構造が完全に決定されることが分かる。従って上
の多項式写像 $p$ の像の特異点の構造が表現 $V$ の構造を決定していることにな
る。 それ故に $\mathcal{X}(V/G)$ の構造と $p$ の像の特異点の構造の関連を調べることは、
興味深い問題である。 表現 $V$ を与えるとき $\mathcal{X}(V/G)$ の生成元を具体的に求め
ることもできる。従って生成元の間の括弧積の関係から多項式写像 $p$ の特異点
の構造や表現 $V$ の性質を具体的に記述できることが期待できる。
このような問題は必ずしも表現の関連しない一般の多項式写像 $p:\mathrm{R}^{m}arrow \mathrm{R}^{n}$

の像ついても同様に考察することで、 $Diff$($p$ (Rm)) およひ $\mathcal{X}(p(\mathrm{R}^{m}))$ を定義
することができる。従って $p(\mathrm{R}^{m})$ の特異点の構造に $\mathcal{X}(p(\mathrm{R}^{m}))$ のリー環の構
造がどのように関連しているかを調べることは興味があることである。特に
$\mathcal{X}(p(\mathrm{R}^{m}))$ のリー環の構造が $p(\mathrm{R}^{m})$ の特異点の構造を完全に決めていること
が予想される。 更に $Diff$(p(Rm)) についてその 1 次元ホモロジー群が $p(\mathrm{R}^{m})$

の特異点のどのような構造に関連しているかが次の問題となる。
ここでは上で述べたことに関連してこれまでに知られている結果について報

告する。
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\S 1. 微分同相群

$M$ : 連結 C\infty -可微分多様体

$Diff$(M): $M$ の微分同相全体のなす群で C0-位相を入れる
$\psi$ : $Garrow Diff$(M) 連続な群準同型
$\psi$ は $M$ 上のの可微分な作用

$\Psi$ : $G\cross Marrow M$ $\Psi(g, x)=\psi(g)(x)$

と同一視できる。 このような $\psi$ または $\Psi$ を $M$上の可微分 $G$-作用、また $M$ は

可微分 G-多様体であるといわれる。
$G$ の $n$ 次元線形表現は、 $\mathrm{R}^{n}$ 上の可微分作用てある。

$M$ の可微分 $G$-作用 $\psi_{1}$ と $\psi_{2}$ が同値 $\Leftrightarrow$

$\exists f\in Diff(M)\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .
$f\mathrm{o}\psi_{1}(g)\circ f^{-1}=\psi_{2}(g)$ for $g\in G$

このとき $f1\mathrm{h}G$-多様体 $(M, \psi_{1})$ と $(M, \psi_{2})$ の G-微分同相または同変微分同相
であるという。

Proposition Ll リー群 $G$ の 2 つの $n$ 次元線形作用 $\phi_{1},$ $\phi_{2}$ が同値である必
要十分条件は $(\mathrm{R}^{n}, \phi_{1})$ と $(\mathrm{R}^{n}, \phi_{2})$ が同変微分同相となることである。

$D$ (M): コンパクトな台をもつイソトピーにより $M$ の恒等写像とイソトピッ
クな $M$ の微分同相全体のなす群
$D$ (M) は $Diff$(M) の恒等写像の連結成分 $Diff$(M)0 と一致する。

$\mathcal{X}(M)$ : コンパクトな台をもつ $M$ 上の可微分ベクトル場全体のなすリー環

Theorem 1.2 (Purse垣-Shanks $[\mathrm{P}\mathrm{S}]$ ) 2 つの可微分多様体 $M_{1},$ $M_{2}$ が微分
同相てある必要十分条件は $\mathcal{X}(M_{1})$ と $\mathcal{X}(M_{2})$ がリー環として同型となることて
ある。

Theorem 1.3 (Filipkiewicz [FI]) 2 つの可微分多様体 $M_{1},$ $M_{2}$ が微分同
相である必要十分条件は $D$ (M,) と $D$ (M2) が群として同型となることである。



87

\S 2. 軌道空間の可微分構造

$G$ : コンパクトリー群
$\Psi$ : $G\cross Marrow M:G$の可微分多様体 $M$ への可微分作用

$g\in G,$ $x\in M$ $g\cdot x=\Psi(g, x)$

$G(x)=\{g. x|g\in G\}$ : $x$ の軌道
$M/G=$ { $G$ (x)| $x\in M$} : $x$ の軌道空間
$G_{x}=\{g\in G|g. x=x\}$ : $x$ における $G$ の等方部分群

{ $(G_{x})$ : $G$x の $G$ における共役類 ; $x\in M$}: $M$ の軌道型
$G$の部分群 $H$ に対して $(M/G)(H)=\{G(x)|(G_{x})=(H)\}$ の連結戒分を stratum
として $M/G$ に軌道型による stratffication が導入される。

$\pi$ : $Marrow M/G$: 自然な射影
$M$ が唯 1 つの軌道型 (H) をもつとき、 $\pi$ : $Marrow M/G$ は $G/H$ をファイバー
とするファイバー束となる。特に $H=\{1\}$ のときは、 $\Psi$ は自由作用であると
いって、 $\pi$ : $Marrow M/G$ は主束となる。

一般に軌道型が 2 以上の場合は軌道空間 $M/G$ は可微分多様体の構造をもた
ない。 Bredon [BR], M. Davis [DA], Bierstone [BI1] and Schwartz [SC1] tま、
以下のような軌道空間に the smooth structure を導入した。

$\overline{M}=M/G,$ $\pi$ : $Marrow\overline{M}$

$f$ : $\overline{M}arrow \mathrm{R}\underline{\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}}\Leftrightarrow d\mathrm{e}$f
$f\circ\pi$ : $Marrow \mathrm{R}$ が smooth.

$C^{\infty}(\overline{M}):M$

-

上の smooth な実数関数全体
$\mathcal{M}_{p}=\{f\in C^{\infty}(\overline{M})|f(p)=0\}$ $(p\in\overline{M})$

Tp(M-)=(Mp/Me戸 : $p$ における接空問

可微分スライス定理により軌道空間は局所的に表現空間の軌道空間とみな
せる。

$V$ : コンパクトリー群 $G$ の表現空間
$\mathrm{R}[V]_{0}^{G}:V$ 上の定数項が 0 の G-不変多項式
$\{p_{1}, \ldots,p_{k}\}:\mathrm{R}[V]_{0}^{G}$ の環としての生成元 (Hilbert basis という)
このとき $\dim T_{0}(V/G)=k$ となる。

$p=(p_{1}, \ldots,p_{n})$ : $Varrow\overline{V}=V/G$
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$f$ : $p(V)arrow \mathrm{R}$ smooth $\Leftrightarrow d\mathrm{e}$

}

$\exists$F: $\mathrm{R}^{k}arrow$ Rsmooth $|F|p(V)=f$ .

$C^{\infty}(p(V)):p$ (V) 上の smooth funciton 全体
$\overline{p}:\overline{V}arrow \mathrm{R}^{k}\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\pi\circ\overline{p}=p$ .

Theorem 2.1 (Bierstone, Schwarz [BI1], [SC1])
$\overline{p}^{*}:$ $C$“ $(p(V))arrow C^{\infty}(\overline{V})$ は同型写像。

Theorem 2.1 により $\overline{V}$ と $p(V)$ は同じ可微分構造をもつと考えられる。

Example 2.2 (1) $G=\mathrm{Z}_{2}$ ,
$V=\tilde{\mathrm{R}}$ : 自明でない 1 次元 Z2 表現

$\mathrm{R}[V]^{G}=\mathrm{R}[x^{2}]$ ,
$\dim T_{p}(\overline{V})=1$ for any $p\in\overline{V}$

(2) $G=$ Z2, $V=\tilde{\mathrm{R}}^{2}$ , $\mathrm{R}[V]^{G}=\mathrm{R}[x^{2}, y^{2}, xy]$ ,
$\dim T_{p}(\overline{V})=2$ for $p\in\overline{V}-$ {p(0)},
$\dim T_{p}$(0) $(\overline{V})=3$ .

$H$ : コンパクトリー群
$\overline{N}$ : 可微分 $H$-多様体 $N$ の軌道空間

$h$ : $\overline{M}arrow\overline{N}$ が $\underline{\mathrm{s}\mathrm{m}o\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}}\Leftrightarrow f\circ hdef\in C^{\infty}(\overline{M})$ (for $\forall f\in C^{\infty}(\overline{N})$ ).

同相写像 $h$ : $\overline{M}arrow\overline{N}$が微分同相 $\Leftrightarrow hdef$ , $h^{-1}$ が smooth.
$D(\overline{M})$ : コンパクトな台をもつイソトピーにより $\overline{M}$ の恒等写像とイソトピッ

クな $M$ の微分同相全体のなす群

$D(\overline{M})$ : コンパクトな台をもつ $C^{\infty}(\overline{M})$ の微分全体のリー環
$D(\overline{M})$ の元は $\overline{M}$ 上のベクトル場と考えられる
$M/G$ の stratum $S$ に対して
$I(S)=\{f\in C^{\infty}(M/G)|f|s=0\}$

$D\in \mathcal{X}(\overline{M})$ が $M/G$ の各 stratum $\mathrm{S}$ に対して $D(f)\in I(S)$ ( $f\in I$(S)) $\}$ をみ
たすとき、 $D$ は $M/G$ の strata を保つという。
$\mathcal{X}(\overline{M}):M$/G の strata を保つ微分からなる $D(\overline{M})$ の部分リー環
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Dげ$f_{G}(M)$ : $M$ の同変微分同相全体のなす群
$D_{G}(M)=Diff_{G}(M)0$

$P$ : $D_{G}(M)arrow D(\overline{M})$ :
$P(h)(\pi(x))=\pi$( $h($x))for $x\in M$.

$\pi_{*}$ : $\mathcal{X}_{G}(M)arrow \mathcal{X}(\overline{M})$ ;
$(\pi_{*}(X)(f))0\pi=X(f\mathrm{o}\pi)$ for $f\in C^{\infty}(\overline{M})$ .

Theorem 2.3 (Bierstone, Schwarz [BI1], [SC1])
(1) $\pi_{*}$ は上へのリー環の準同型である。
(2) $P$ は上への群準同型である。

Theorem 2.4 ( Strub [ST])
$V_{i}$ : 有限群 $G_{i}$ の表現空間 $(i=1,2)$ .

$V_{1}/G_{1}$ と $V_{2}/G_{2}$ が微分同相ならば $G_{1}$ と $G_{2}$ は同型な群で、 $V_{1}$ と $V_{2}$ は同値な
表現である。

Theorem 2.5 (Abe[AB2])
$G_{i}$ : コンパクトリー群 $(i=1,2)$
$M_{i}$ : 可微分 Gi-多様体
次の (1), (2), (3) は同値である。
(1) $M_{1}/G_{1}$ と $M_{2}/G_{2}$ は微分同相である。
(2) $\mathcal{X}(M_{1}/G_{1})$ が $\mathcal{X}(M_{2}/G_{2})$ とリー環として同型である。
(3) $D(M_{1}/G_{1})$ が $D(M_{2}/G_{2})$ とリー環として同型である。

Theorem 2.6 $V_{i}$ : 有限群 $G_{i}$ の表現空間 $(i=1,2)$ .
$\mathcal{X}(V_{1}/G_{1})$ と $\mathcal{X}(V_{2}/G_{2})$ がリー環として同型ならば $G_{1}$ と $G_{2}$ は同型な群で、
かつ $V_{1}$ と $V_{2}$ は同値な表現空間である。

Remark 2.7 (1) $V$ が有限群 $G$ の表現の場合は、 Corollary 2.6 によって
リー環 $\mathcal{X}(V/G)$ の構造が $V$ をの同値類を決定する。 また Theorem 2.1 により

$\mathrm{R}[V]_{0}^{G}$ の Hilbert basis から決められる多項式 $p$ : $Varrow \mathrm{R}^{k}$ の像 $p(V)$ は $V/G$

と微分同相となっている。 このことから $\mathcal{X}(V/G)$ の構造を具体的に計算するこ
とが可能となる。

(2) 可微分スライス定理により、一般的に可微分 G-作用の軌道空間は局所的
に表現空間の軌道空間と微分同相になる。従って Theorem $2\mathrm{J}$ により軌道空間
の局所的構造は、対応する多項式の像の可微分構造のと考えてよい。

(3) 可微分作用と結びつかないような多項式の特異点の研究においても、 こ

このでの方法は有効であると考えられる。
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\S 3. 1 次元ホモロジー群

この節では可微分連結多様体について $D$ (M) また可微分連結 G-多様体に対
して $D_{G}$ (M) の 1 次元ホモロジー群についてこれまで知られていることを述
べる。
群 If がその交換子群 $[K, K]$ と一致するとき $\underline{\acute{\overline{\pi}}\text{全群}}$ であるという。

$H_{1}(K)=K/[K, K]$ : $K$ の 1 次元ホモロジー群

Theorem 3.1 (Hermann $[\mathrm{H}\mathrm{E}]_{J}$ Mather [M], Thurston [TH] ) $D$ (M) は
単純群である。

Theorem 3.2 (Fukui [F])
$H_{1}([0,1])\cong \mathrm{R}\oplus \mathrm{R}$ .

Theorem 3.3 (A-F [AF6] ) $M$ が 2次元以上の境界をもつ多様体ならば、
$D$ (M) は完全群てある。

Theorem 3.4 (Banyaga [BA1])
$T^{q}$ : q-次元トーラス群
$M$ : 自由作用をもつ可微分 Tq-多様体,
$\dim M/T^{q}\geq 1$

このとき $D_{T^{q}}$ (M) は完全群である。

Theorem 3.5 (A-F [AF1])
$G$ : コンパクトリー群
$M$ : 自由作用をもつ可微分G-多様体,
$\dim M/G\geq 1$

このとき $D_{G}$(M) は完全群である。

Corollary 3.6 (A-F[AF1])
$G$ : コンパクトリー群
$M$ : 唯 1 っの軌道型をもっ可微分 G-多様体,
$\dim M/G\geq 1$

このとき $D_{G}$(M) は完全群である。

$M$ : 余次元 1 軌道をもつ可微分 G-多様体
$M/G$ は $S^{1}$ または $[0, 1]$ と同相てある。
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$M/G$ が $S^{1}$ と同相なときは、Corollary 2.3 により、 $D_{G}$ (M) は完全群である。

$M/G$ が $[0, 1]$ と同相なときは、 $M$ は 2 または 3個の軌道型をもつ。
(H): $(0,1)$ に対応する軌道型 (主軌道型)

$(K_{i})(i=0,1)$ : $i$ に対応する軌道型 (特異軌道型)
$N$(H): $H$ の $G$ における正規化群

Theorem 3.7 (A-F [AF2])
$H_{1}(D_{G}(M))\cong \mathrm{R}^{2}\cross H_{1}(((N(H)\cap N(K_{0}))/H$

$\cross$ (N(H) $\cap N(’K_{1})$ ) $/H))_{0})$ .

$\tilde{\mathrm{R}}$ : 自明でない 1 次元 Z2-表現空間
$\tilde{\mathrm{R}}^{n}=\tilde{\mathrm{R}}\oplus\cdot$ . . $\oplus\tilde{\mathrm{R}}$ (ntimes)
$\Phi$ : $D\mathrm{z}_{2}(\tilde{\mathrm{R}}^{n})arrow GL^{+}(n, \mathrm{R})=GL_{\mathrm{Z}_{2}}^{+}(\tilde{\mathrm{R}}^{n})$

; $\Phi(f)=df(0)$ .

$\Phi*:H_{1}(D\mathrm{z}_{2}(\tilde{\mathrm{R}}^{n}))arrow H_{1}(GL^{+}(n, \mathrm{R}))\cong$R.

Theorem 3.8 (A-F [AF5])

$\Phi_{*}:$ $H_{1}(D_{\mathrm{Z}_{2}}(\tilde{\mathrm{R}}^{n}))\cong$ R.

Corollary 3.9 (A-F [AF5])

$H_{1}(D(\tilde{\mathrm{R}}^{n}/\mathrm{Z}_{2}))\cong$ R.
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\S 4. 多項式写像と可微分ベクトル場

Proposition 4.1 $M$ :G-多様体
(1) $X\in D(\overline{M})$ が stamta を保つ \Leftrightarrow

$X$ が余次元 1 の stamta を保つ。
(2) $\overline{M}$ が余次元 1 の stamta をもたなければ、 $D(\overline{M})=\mathcal{X}(\overline{M})$

$V$ : コンパクトリー群 $G$ の表現空間
$\{p_{1}, \ldots,p_{k}\}:\mathrm{R}[V]_{0}^{G}$ の Hilbert basis
$p=(p_{1}, \ldots, p_{k})$ : $Varrow \mathrm{R}^{k}$

$X\in \mathcal{X}(p(V))$ は $\mathcal{X}(\mathrm{R}^{k})$ の pdynomial vector field に拡張されるとき、 $X$ は

polynomial vector field であると $\mathrm{A}$ゝう。

Theorem 4.2 (Bierstone, Schwarz [BI1], [SC1]) $\mathcal{X}(p(V))$ は有 $\beta$ 固の poly-
nomial vector fieldで生成される。

Example 4.3 $G=\mathrm{Z}_{2}$ , $V=\mathrm{R}$ .
$\mathrm{R}[V]^{G}=\mathrm{R}[x^{2}]$ ,
$p:\tilde{\mathrm{R}}arrow \mathrm{R}$; $p(x)=x^{2}$

$D(\tilde{\mathrm{R}}/\mathrm{Z}_{2})$ は $\frac{d}{dy}$ を生成元とする $C^{\infty}(p(\tilde{\mathrm{R}}))$ -module

$\mathcal{X}(\tilde{\mathrm{R}}/\mathrm{Z}_{2})\cong \mathcal{X}(p(\tilde{\mathrm{R}}))$ : $X=y \frac{d}{dy}$ を生成元とする $C^{\infty}(p(\tilde{\mathrm{R}}))$ -module

$p_{*}$ : $\mathcal{X}_{\mathrm{Z}_{2}}(\tilde{\mathrm{R}})arrow \mathcal{X}(p(\tilde{\mathrm{R}}))$ は同型写像で
$xd$

$\mathrm{Y}=\overline{2}\overline{dx}$
として $p_{*}(\mathrm{Y})=X$ .

$A$ : 単位元を含む可換環
$f_{1},$

$\cdot\cdot \mathrm{l},$ $f_{n}\in A$ に対して次の複体を定義する。
. . . $arrow\wedge(A^{n})arrow\wedge^{1}(A^{n})arrow Ad_{3}2d_{2}d_{1}$

$arrow A/(f_{1}, \cdots, f_{n})arrow 0$ , $(*)$

$d_{k}(e.\cdot\Lambda\cdots\wedge e_{i_{k}})1$

$= \sum_{j=1}^{k}(-1)^{j-1}f_{i_{j}}e$.$\cdot$

1
$\Lambda$ . . . $\wedge\hat{e}_{j_{\mathrm{j}}}\Lambda$ . . . $\wedge e_{i_{k}}$ .

ここで $\{e_{j} =(0, \cdots, 1, \cdots, 0)|, 1\leq i\leq n\}$ は $A^{n}$ の標準基底。
$\{f\dot{.}\in A(1\leq i\leq n)\}$ に対して $f_{i}$ が $A/(f_{1}, \cdots, f_{i-1})$ で零因子てないとき

$f1,$
$\ldots,$

$f_{n}$ は regular sequence であるという。
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Theorem 4.4
$f_{1},$

$\ldots,$
$f$n が regular s勾 uence ならば、 $(*)$ は完全列となる。

Corollary 4.5 Theorem 4.4 の仮定の下て $Kerd_{1}$ !ま $\{fjei-fjej|1\leq i<$

$j\leq n\}$ で生戒される。

Example 4.6 $G=\mathrm{Z}_{2},$
$V=\tilde{\mathrm{R}}^{2}$ ,

$\mathrm{R}[V]^{G}=\mathrm{R}[x^{2}, y^{2}, xy]$ ,
$p_{1}(x, y)=x^{2},$ $p_{2}(x, y)=y^{2},$ $p_{3}(x, y)=xy$ . $p=(p_{1},p_{2},p_{3})$ : $Varrow \mathrm{R}^{3}$

$X\in \mathcal{X}(p(V))$ を $X= \sum_{i=1}^{3}a_{i}$ (y1, $y_{2},$ $y\mathrm{s}$ ) $\frac{\partial}{\partial y_{i}}$ と表す。

$f(y_{1}, y_{2}, y_{3})=y_{1}y_{2}-y_{3}^{2}$,
$f_{i}= \frac{\partial f}{\partial t}.\cdot(i=1,2,3)$

として Corollary 5.5 を用いると $\mathcal{X}(p(V))$ は次の 4個の生或元からなる。

( $a_{1},$ $a_{2},$ as) $=$ $(y_{1}, y_{2}, y_{3})$ , $(-y_{1}, y_{2},0)$ ,
$(2y_{3},0, y_{2})$ , $(0, 2y_{3}, y_{1})$

また $\pi_{*}:$
$\mathcal{X}_{G}(V)arrow \mathcal{X}\underline{\simeq}$(p(V)) により $\pi_{*}(\mathrm{Y})=X$ をみたす

$\mathrm{Y}=\sum_{j=1}^{2}b_{j}(x_{1}, x_{2})\frac{\partial}{\partial x}\dot{.}$ は

$(b_{1}, b_{2})$ $=$ $( \frac{1}{2}x_{1}, \frac{1}{2}x_{2})$ , ( $- \frac{1}{2}x$

b
$\frac{1}{2}$ x2),

$(x_{2},0)$ , $(0, x_{1})$

Example 4.7 (Kawai [K] and Hatta [HA]) $G=$ Z2, $V=\tilde{\mathrm{R}}^{3}$ ,
$p_{1}=x_{1}^{2},$ $p_{2}=x_{2}^{2}$

’
$p_{3}=x_{3}^{2}$

$p_{4}=x_{1}x_{2},$ $p\epsilon=x_{2}x\mathrm{s},$ $p\epsilon=x_{1}x\mathrm{s}$

$\mathrm{R}[V]^{G}=\mathrm{R}[p_{1},p_{2}, \ldots,p\epsilon]$,
$p=(p_{1}, \cdot \mathrm{c}\cdot,p\epsilon)$ : $\mathrm{R}^{3}arrow \mathrm{R}^{6}$

$X\in \mathcal{X}(p(V))$ を $X=. \sum_{*=1}^{6}a_{i}$ (y1, $y_{2},$
$\ldots,$

$y\epsilon$ ) $\frac{\partial}{\partial y_{i}}$ と表すと $\mathcal{X}(p(V))$ は次の 7個の

生成元からなる。
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$\underline{(a_{1},a_{2)}a_{3},a_{4},a_{5)}a_{6})}$

$($
$y_{1}$ , $y_{2}$ , $y_{3}$ , $y_{4)}$ $y_{5}$ , $y_{6}$

$)$

$( 2y_{4}y_{6}, 0, 0, y_{2}y_{6}, 0, y_{3}y_{4})$

$($ 0, $2y_{4}y_{5}$ , 0, $y_{1}y_{5)}$ $y_{3}y_{4)}$ 0 $)$

$($ 0, 0, $2y_{5}y_{6}$ , $0_{)}$ $y_{2}y_{6}$ , $y_{3}y_{4}$ $)$

$($
$y_{1}y_{4}$ , $y_{2}y_{4}$ , -y3y4, $y_{1}y_{2}$ , $0_{)}$ 0 $)$

$($ -y1$y_{5}$ , $y_{2}y_{5}$ , $y_{3}y_{5)}$ $0_{)}$ $y_{2}y_{3}$ , 0 $)$

( $y_{1}y_{6})$ -y2y6) $y3y6$ , $0_{\}}$ $0_{\}}$ $y_{1}y_{3}$ $)$

またこれらの生成元 $X$ に対して $\pi_{*}(\mathrm{Y})=X$ をみたす

$\mathrm{Y}=\sum_{j=1}^{3}bj$ (x1, $x_{2},$ $x_{3}$ ) $\frac{\partial}{\partial x_{i}}\in \mathcal{X}_{G}(V)$

は順番に次のようになる。

$( b_{1}, b_{2}, b_{3}, )$

$\frac{1}{2}( x_{1}, x_{2}, x_{3})$

$(x_{1}x_{2}x_{3}, 0, 0 )$

$( 0, x_{1}x_{2}x_{3}, 0 )$

$( 0, 0, x_{1}x_{2}x_{3})$

$\frac{}{2}x_{2}x_{3(}\frac{1}{2,1}x_{1}x_{2(}$ $-x_{1}x_{1},$

,
$x_{2}x_{2},$

’
$-x_{3}x_{3}$ ))

$\frac{1}{2}x_{1}x_{3}( x_{1}, -x_{2}, x_{3})$

次に表現と関連していない場合に考察する。

Example 4.8 (cusp)
$p:\mathrm{R}arrow \mathrm{R}^{2}$ ; $p(x)=(8x^{3},6x^{2})$
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$f(y_{1}, y_{2})=27^{2}y_{1}-8^{3}y_{2}$

$\mathcal{X}(p(\mathrm{R}^{2}))$ の生成元は

$X_{1}$ $=$ $\frac{y_{1}}{2}\frac{\partial}{\partial y_{1}}+\frac{y_{2}}{3}\frac{\partial}{\partial y_{2}}$ ,

$X_{2}$ $=$ $24y_{2}^{2} \frac{\partial}{\partial y_{1}}+54y_{1^{\frac{\partial}{\partial y_{2}}}}$

$p_{*}(\mathrm{Y}_{i})=X_{i}(i=1,2)$ をみたす $\mathrm{Y}.\cdot\in$ X(R) は

$\mathrm{Y}_{1}$ $=$ $\frac{x}{6}\frac{d}{dx}$

$\mathrm{Y}_{2}$ $=$ $36x^{2} \frac{d}{dx}$

Example 4.9 (swallow-tail)
$p:\mathrm{R}^{2}arrow \mathrm{R}^{3}$ ;
$p$ (x1, $x_{2}$ ) $=(x_{1}, -3x_{1}x_{2}-10x_{2}^{3},3x_{1}x_{2}^{2}+15x_{2}^{4})$

$f$ (y1, $y_{2},$ $y_{3}$ ) $=-27y_{1}y_{2}-32135y_{2}4+81y_{1}y34+540y_{1}y_{2}y\mathrm{a}-2360y_{1}y_{3}22+400y_{3}^{3}$

このとき $\mathcal{X}(p(\mathrm{R}^{2}))=D$(p(R2)) となることが分かる。
$D$ (p(R2)) の生成元は以下の $\{X_{1}, X_{2}, X_{3}, X_{4}\}$ :

$X_{1}=2y_{1} \frac{\partial}{\partial y_{1}}+3y_{2}\frac{\partial}{\partial y_{2}}+4y_{3^{\frac{\partial}{\partial y_{3}}}}$.

$X_{2}=(-54^{3}y_{1}y_{2}-540^{3}y_{2}+1080y_{1}y_{2}y \mathrm{a}).\frac{\partial}{\partial y_{1}}$

$+(81^{22}y_{1}y_{2}-324^{3}y_{1}y \mathrm{s}-540^{2}y_{2}y_{3}+720y_{1}y_{3}^{2}))\frac{\partial}{\partial y_{2}}$

$X_{3}=(81y_{1}4+540^{22}y_{1}y_{2}-720y_{1}y_{3}+1200y_{3}^{2})) \frac{\partial}{\partial y_{2}}$

$+(54y_{1}^{3}y_{2}+540_{y_{2}}^{3}-1080y_{1}y_{2}y_{3}) \frac{\partial}{\partial y\mathrm{s}}$

$X_{4}=(-81^{4}y_{1}-540^{2}y_{1}y_{2}+720y_{1}^{2}y \mathrm{s}-1200y_{3}^{2})\frac{\partial}{\partial y_{1}}$

$+(-81y_{1}^{2}y_{2}^{2}+324y_{1}y33+540^{2}y_{2}y_{3}-720^{2}y_{1}y_{3}). \frac{\partial}{\partial y_{3}}$
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$\pi_{*}(\mathrm{Y}_{i})=X_{i}(1\leq i\leq 4)$ をみたす

$\mathrm{Y}.\cdot=\sum_{j=1}^{2}b_{j}\dot{.}(x_{1}, x_{2})\frac{\partial}{\partial x_{i}}\in \mathcal{X}(\mathrm{R}^{2})$

は次のようになる。

$\mathrm{Y}_{1}=2x_{1}\frac{\partial}{\partial x_{1}}+x_{2^{\frac{\partial}{\partial x_{2}}}}$

.

$\mathrm{Y}_{2}=54x_{2}$ ( $x_{1}+$ 10x22)3(3x’ $+10x22$) $\frac{\partial}{\partial x_{1}}-$ 27x\sim (x1 $+$ 10x22)2(3x$1+$ l0x $22$ ) $\frac{\partial}{\partial x_{2}}$

$\mathrm{Y}_{3}=-9(x_{1}+10x_{2}^{2})^{3}(3x_{1}+10x_{2}^{2}).\frac{\partial}{\partial x_{2}}$

.

$\mathrm{Y}_{4}=-27(x1+10x_{2}^{2})^{3}(3x_{1}+10x_{2}^{2})\frac{\partial}{\partial x_{1}}.+27x_{2}(x_{1}+10x_{2}^{2})^{2}(3x_{1}+10x_{2}^{2}).\frac{\partial}{\partial x_{2}}$

Remark Example 4.8 では $\{\mathrm{Y}_{1}, \mathrm{Y}2\}$ は $p^{*}C^{\infty}$(R2) カ D群として、 また Ex-
ample 4.9 で [は $\{\mathrm{Y}_{1}, \mathrm{Y}_{2}, \mathrm{Y}_{3}, \mathrm{Y}_{4}\}$ が $p^{*}C^{\infty}(\mathrm{R}^{3})$ カ I群としての基底である。
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