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$\mathrm{F}_{p}$ 代数上の G。の G。による非可換な拡大について

中央大学・数学専攻 $(\mathrm{M}2)$ 原口 幸 (Yuki Haraguchi)
Department of Mathematics,

Chuo University

1ff
$S$ をスキーム, $G$ を $S$ の上の群スキーム, $H$ を $G$ が作用する $S$ の上の可換群スキー

$\text{ム}$ とする. $G$ の $H$ による拡大の同値類のなす群 $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{S}^{1}$ (G, $H$) を決定すること, あるい
は, $G$ と $H$ が線型的である場合に $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{S}^{1}$ (G, $H$) の部分群てある Hochschild cohomoloy
群 $H^{2}(G, H)$ を決定すること, さらに, $G$ が可換で $G$ の $H$ の上への作用が自明てあ
る場合に $H^{2}(G, H)$ の部分群てある対称 Hochschild cohomology 群 $H_{0}^{2}(G, H)$ を決定
することは群スキームの理論の中でも重要な問題であるが, $S=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}K$ ($K$ は体) の

場合, 基本的な群スキームに対する結果が Demazure-Gabriel [1] に集大成されている.
そこでは, 例えば, 加法群スキーム G。の乗法群スキーム $\mathrm{G}_{m}$ による拡大は自明なも
のに限ることが示されている.
このような研究を一般の環 $A$ の上て展開することは自然な試みであろうが, 関ロー諏

訪 [2] で一般に $H^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{m,A})=0$ とは限らないことが注意され, $A$ が $\mathrm{F}_{p}$ 代数である
場合に $H_{0}^{2}$ ( $\mathrm{G}_{a,A},$

$\mathrm{G}$m,A) の構造が解明された. これで, $A$ が $\mathrm{F}_{p}$ 代数てあるとき, $\mathrm{G}_{a,A}$

の $\mathrm{G}_{m,A}$ による可換な拡大が決定された訳であるが, 非可換な拡大については一つ例が
示されているだけて, それ以降非可換な拡大の研究は手付かすであった.
本稿ては G。の $\mathrm{G}_{m}$ による非可換な拡大について新たに得られた結果を提示した. そ
の中で最も重要な定理は, $A$ が $\mathrm{F}_{p}$ 代数である場合, $H^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m,A})/H_{0}^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m,A})$

と $H^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{m,A})/H_{0}^{2}$( $\mathrm{G}_{a,A},$
$\mathrm{G}$m,A) の具体的で完全な記述である. その系として, $A$ が

$\mathrm{F}_{p}$ 代数であるときに, 非可換な拡大も含めて G。の $\hat{\mathrm{G}}_{m}$ による, あるいは G。の $\mathrm{G}_{m}$

による拡大がすべて決定された.

2 主定理
記号 2.1. $p$ を素数, $A$ を $\mathrm{F}_{p}$ 代数, $W$ (A) を $A$ の元を成分に持つ Witt vector のなす
群, $F$ : $W(A)arrow W$ (A) を Frobenius 準同型とする. また,

$E_{p}(T)= \exp(\sum_{-\cap}^{\infty}\frac{T^{p^{r}}}{p^{r}})\in \mathbb{Z}_{(p)}[[T]]$ : Artin-Hasse exponential series

とし, $a\in W$ (A) に対して, $E_{p}$ (a; $T$) $= \prod E_{p}(a_{r}T^{p^{r}})$ とお $<$ .
$r>0$

2.2. $A$ を環とする. 乗法群 $Z^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{m,A}),$ $Z_{0}^{2}$ ( $\mathrm{G}_{a,A},$
$\mathrm{G}$m,A), $B^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{m,A})$ はそれ
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ぞれ

$Z^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{m},A)=\{F(X, \mathrm{Y})\in A[X\mathrm{Y}]^{\cross}\}$ ; $F(X,\mathrm{Y})F(X+\mathrm{Y},Z)=F(X, \mathrm{Y}+Z)F(\mathrm{Y}, Z)\}\mathrm{l}$

$Z_{0}^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{m},A)=\{\begin{array}{llllll} F(X,Y)F(X+Y Z) F(X,Y)\in A[X,Y]^{\cross} . =F(X Y+Z)F(\mathrm{Y} Z) F(X,Y)= X)F(Y \end{array}\},$

$B^{2}$ ( $\mathrm{G}_{a,A},$
$\mathrm{G}$

m,$A$ ) $= \{\frac{F(X)F(\mathrm{Y})}{F(X+\mathrm{Y})}$ ; $F(T)\in A[T]^{\mathrm{x}}$ }
によって定義される. このとき,

$B^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{m},A)\subset Z_{0}^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{m},A)\subset Z^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{m},A)$

であり, Hochschfld cohomology 群と対称 Hochschild cohomology 群をそれぞれ

$H^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{m},A)=Z^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{m},A)$ /B2 $(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{m},A)$ ,

$H_{0}^{2}$ (Ga,小 $\mathrm{G}_{m,A}$ ) $=Z_{0}^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{m,A})/B^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{m,A})$

とお <.
加法群 $Z$ (Ga,A, $\mathrm{G}_{a,A}$ ), $Z_{0}^{2}$ ( $\mathrm{G}_{a,A},$

$\mathrm{G}$a,A) $\rangle B^{2}$ ( $\mathrm{G}_{a_{\mathrm{I}}A},$
$\mathrm{G}$a,A) はそれぞれ

$Z^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{a},A)=\{F(X, \mathrm{Y})\in A[X, \mathrm{Y}]\mathrm{i}F(X,\mathrm{Y})+F(X+\mathrm{Y},Z)=F(X,\mathrm{Y}+Z)+F(\mathrm{Y}, Z)\}$ ,

4 $(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{a},A)=\{\begin{array}{llllll} F(X\mathrm{Y}))+F(X+Y Z) F(X,Y)\in A[X,Y]) =F^{\urcorner}(X\mathrm{Y}+\rangle Z)+F(\mathrm{Y} Z) F(X \mathrm{Y})=F(Y,X) \end{array}\},$

$B^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{a},A)=\{F(X)+F(\mathrm{Y})-F(X+\mathrm{Y}) ; F(T)\in A[T]\}$

によって定義される. このとき,

$B^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{a},A)\subset Z_{0}^{2}$ ( $\mathrm{G}_{a,A},$
$\mathrm{G}$

a, $A$ ) $\subset Z^{2}$ ( $\mathrm{G}_{a,A},$
$\mathrm{G}$

a,$A$ )

であり, Hochschild cohomology 群と対称 Hochschild cohomology 群をそれぞれ

$H^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{a,A})=Z^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{a,A})/B^{2}$( $\mathrm{G}_{a,A},$
$\mathrm{G}$a,A),

H02(Ga,小 $\mathrm{G}_{a,A}$) $=Z_{0}^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{a,A})/B^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{a,A})$

とお $<_{1}$

このとき, 次のことが知られている :
1) $H^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{m,A})$ は, $\mathrm{G}_{a,A}$ の $\mathrm{G}_{m,A}$ による $A$-scheme の拡大として split する中心拡
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大の同値類のなす群と同型である.
2) $H_{0}^{2}$ ( $\mathrm{G}_{a,A},$

$\mathrm{G}$m,A) は, G。,$A$ の $\mathrm{G}_{m,A}$ による $A$-scheme の拡大として split する可換な
拡大の同値類のなす群と同型である.
3) $H^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{a,A})$ は $\mathrm{G}_{a,A}$ の $\mathrm{G}_{a,A}$ による中心拡大の同値類のなす群と同型である.
4) q(G。,A, $\mathrm{G}_{a,A}$ ) は $\mathrm{G}_{a,A}$ の $\mathrm{G}_{a,A}$ による可換な拡大の同値類のなす群と同型である.

2.3. $A$ を環とする. 乗法的形式群 $Z^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a,A},$ $\mathrm{G}$^m,A), $Z_{0}^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A,
$\hat{\mathrm{G}}_{m,A}$ ), $B^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A,
$\hat{\mathrm{G}}_{m,A}$ ) は

それぞれ

$Z^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}$

m,$A$ ) $=\{\begin{array}{llllllll} F(X Y)\equiv 1 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}1F(X,Y)\in A[[X,\mathrm{Y}]]^{\mathrm{x}} . F(X,Y)F(X+Y Z) =F(X,\mathrm{Y}+Z)F(Y Z)\end{array}\},$

$Z_{0}^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m,A})=\{\begin{array}{llllll} F(X,\mathrm{Y})\equiv 1 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}1F(X,Y)\in A[[X,Y]]^{\mathrm{x}} . F(X,\mathrm{Y})F(X+Y,Z) =F(X,Y+Z)F(Y,Z) F(X,\mathrm{Y})=F(\mathrm{Y},X) \end{array}\}$
$\}$

$B^{2}( \hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)=\{\frac{F(X)F(\mathrm{Y})}{F(X+\mathrm{Y})}$ ; $F(T)\in A[[T]]^{\mathrm{x}},$ $F(T)\equiv 1$ mod $\deg 1\}$

によって定義される. このとき,

$B^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)\subset Z_{0}^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)\subset Z^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)$

であり, Hochschfld cohomology 群と対称 Hochschfld cohomology 群をそれぞれ

$H^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A,
$\hat{\mathrm{G}}_{rn,A}$ ) $=Z^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A,
$\hat{\mathrm{G}}_{m,A}$ ) $/B^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a,A},$ $\mathrm{G}$^m,A),

$H_{0}^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},\tilde=Z_{0}^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)$/B2 $(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m,A})$

とお $<$ .
加法的形式群 $Z$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A,
$\hat{\mathrm{G}}_{a,A}$ ), $Z_{0}^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a,A},$ $\mathrm{G}$^a,A), $B^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a,A},$ $\mathrm{G}$^a,A) はそれぞれ

$Z^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{a},A)=\{\begin{array}{lllllll} F(X,\mathrm{Y})\equiv 0 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}1 F(X,Y)\in A[[X,Y]] . F(X,Y)+F(X+Y Z) =F(X,Y+Z)+F(Y Z)\end{array}\},$

$Z_{0}^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{a},A)=\{\begin{array}{llllll} F(X,\mathrm{Y})\equiv 0 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}1F(X,\mathrm{Y})\in A[[X,\mathrm{Y}]] . F(X,\mathrm{Y})+F(X+Y,Z) =F(X,Y+Z)+F(\mathrm{Y},Z) F(X,\mathrm{Y})=F(\mathrm{Y},X) \end{array}\},$

$B^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{a},A)=$ { $F(X)+F(\mathrm{Y})-F(X+\mathrm{Y})$ ; $F(T)\in A[[T]],$ $F(T)\equiv 0$ mod $\deg 1$ }

によって定義される. このとき,

$B^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A}, \mathrm{G}\hat a,A)\subset Z_{0}^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A,
$\hat{\mathrm{G}}_{a,A}$ ) $\subset Z^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A,
$\hat{\mathrm{G}}_{a,A}$ )
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であり, Hochschild cohomology 群と対称 Hochschild cohomology 群をそれぞれ

$H^{2}$ (G。,A, $\hat{\mathrm{G}}_{a,A}$ ) $=Z^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A,
$\hat{\mathrm{G}}_{a,A}$ ) $/B^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A,
$\hat{\mathrm{G}}_{a}$ ,A),

$H_{0}^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

lA,
$\hat{\mathrm{G}}_{a,A}$ ) $=Z_{0}^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A}, \mathrm{G}\hat a,A)/B^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A\}}\hat{\mathrm{G}}_{a,A})$

とお $<$ .
このとき, 次のことが知られている :

1) $H^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m,A})$ は, $\hat{\mathrm{G}}_{a,A}$ の $\hat{\mathrm{G}}_{m,A}$ による形式的 $A$-scheme の拡大として split する
中心拡大の同値類のなす群と同型である.
2) $H_{0}^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m,A})$ は, $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A の
$\hat{\mathrm{G}}_{m,A}$ による形式的 $A$-scheme の拡大として split する

可換な拡大の同値類のなす群と同型である.
3) $H^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{a}$ ,A) は $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A の
$\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A による中心拡大の同値類のなす群と同型である.
4) $H_{0}^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A,
$\hat{\mathrm{G}}_{a,A}$ ) は $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A の
$\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A による可換な拡大の同値類のなす群と同型てある.

2.4. ここて, $F(T)\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A-\mathrm{g}\mathrm{r}}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m,A}),$ $G$(X, $\mathrm{Y}$) $\in Z^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{a,A})$ とする. この

とき, $F(G(X, \mathrm{Y}))\in Z^{2}$( $\hat{\mathrm{G}}_{a,A},$ $\mathrm{G}$^m,A) が成り立つことが分かる. 例えば, $a=(a_{r})_{r\geq 0}\in$

$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}$ [$F:W(A)arrow W($A)] に対して,

$E_{p}(a;T)= \prod_{r\geq 0}E_{p}(a_{r}T^{p^{r}})=\prod_{r\geq 0}[\sum_{i=0}^{p-1}\frac{(a_{r}T^{p^{r}})^{i}}{i!}]\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A-\mathrm{g}\mathrm{r}}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A\}}\hat{\mathrm{G}}_{m},A)$

が成り立つ. さらに,

$X\mathrm{Y}^{p^{r}}\in Z^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{a},A)\subset Z^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{a},A)$ $(r>0)$

なので,
$E_{p}$(a; $X\mathrm{Y}^{p^{r}}$ ) $\in Z^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m,A})$

が成り立つ.

逆に, $\hat{\mathrm{G}}_{m,A}$ に係数を持つ $\hat{\mathrm{G}}_{a,A}$ の非対称な 2-cocycle は全て上記の方法で得られる.
実隙,

定理 2.5. $A$ を $\mathrm{F}_{p}$ 代数とする. このとき, 対応 $(a_{r})_{r\geq 1} \mapsto\prod_{r\geq 1}E$p(ar; $X\mathrm{Y}^{p^{r}}$ ) によっ
て定義される群の準同型

$\xi$ : $(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[F:W(A)arrow W(A)])^{\mathrm{N}}arrow H^{2}$( $\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}$

m,$A$ )/H0 $(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)$,

$\xi$ : $(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[F:\overline{W}(A)arrow\overline{W}(A)])^{(\mathrm{N})}arrow H2$ ( $\mathrm{G}_{a,A},$
$\mathrm{G}$

m,$A$ )/H02 ( $\mathrm{G}_{a,A},$
$\mathrm{G}$

m,$A$ )

は同型である.

2.6. [2] で, $U=$ $(U_{0}, U1, U_{2}, \ldots)$ に対して形式的巾級数 $F_{p}(U;X, \mathrm{Y})\in \mathbb{Z}_{(p)}[U][[X, \mathrm{Y}]]$

が

$F_{p}(U;X, \mathrm{Y})=\prod_{r\geq 0}F_{p}(U_{r};X^{p^{r}}, \mathrm{Y}^{p^{r}})$
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によって定義されている. ただし,

$F_{p}$ (U). $X,$ $\mathrm{Y}$) $= \exp(\sum_{i\geq 1}U^{p^{i-1}}\dot{.}\frac{X^{p}+\mathrm{Y}^{p}-(X+\mathrm{Y})^{p^{i}}}{p^{i}}\dot{.})$

とする. [2] の主結果と合わせて次の結論を得る.

系 2.7. $A$ を $\mathrm{F}_{p}$ 代数, $P$ (X, $\mathrm{Y}$) $\in Z^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m,A})$ (resp. $Z^{2}(\mathrm{G}_{a,A},$ $\mathrm{G}_{m,A})$ ) とする. こ

のとき, $P$ (X, Y) は,

$F_{p}(b;X, \mathrm{Y})\prod_{r\geq 1}E_{p}(a_{r};X\mathrm{Y}^{p^{r}})$

の形の 2-cocycle に cohomologous である. ただし, $b\in W(A),$ $(a_{r})_{r\geq 1}\in$ (Ker[F:
$W(A)arrow W(A)])^{\mathrm{N}}$ (resp. $b\in\hat{W}(A),$ $(a_{r})_{r\geq 1}\in(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[F$ : $\overline{W}(A)arrow\overline{W}($A)])(N)) とする.

3, 主定理の証明
3.1. ます,- 本稿て鍵となる 3つの事項を引用する.

[1] では, $A$ が体の場合に $H^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{a,A})$ の具体的な記述が与えられている. この証
明を追ってみると, $A$ が $\mathrm{F}_{\mathrm{p}}$ 代数であっても同じ結果が得られることが分かる :

(A) $A$ を $\mathrm{F}_{p}$ 代数とする. $P(X, \mathrm{Y})\in Z^{2}$ ( $\mathrm{G}_{a,A},$
$\mathrm{G}$a,A) であるとき, $P(X, \mathrm{Y})$ は,

$\sum_{r\geq 1}a_{r}\frac{(X+\mathrm{Y})^{p^{r}}-X^{p^{r}}-\mathrm{Y}^{p^{r}}}{p}+\sum_{0\leq i<j}b_{ij}X^{p^{:}}\mathrm{Y}^{\dot{P}}$ , $a_{r},$ $b_{ij}\in A$

の形の 2-cocycle に cohomologous である.

[2] では, $A$ が $\mathrm{F}_{p}$ 代数の場合に $H_{0}^{2}$ ( $\mathrm{G}_{a,A},$
$\mathrm{G}$m,A) の具体的な記述が与えられている :

(B) $A$ を $\mathrm{F}_{p}$ 代数とする. このとき, 対応 $a\mapsto F_{p}$ (a; $X,$ $\mathrm{Y}$) は群の同型

$\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}[F:\overline{W}(A)arrow\overline{W}(A)]arrow H_{0}^{2}$($\sim \mathrm{G}_{a,A},$ $\mathrm{G}_{m}$ ,A),

$\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}[F : W(A)arrow W(A)]arrow H_{0}^{2}(\sim\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)$

を誘導する.

さらに, 上の結果を得る際, 次のような事実が得られている :

(C) $A$ を $\mathrm{F}_{p}$ 代数とする. このとき, $G$ (X, $\mathrm{Y}$) $\in Z_{0}^{2}$ ( $\mathrm{G}_{a,A},$
$\mathrm{G}$a,A) で $G(X, \mathrm{Y})$ が次数 $l$ の

斉次多項式であるとき,

$F(X,\mathrm{Y})\equiv 1+G(X, \mathrm{Y})$ mod $\deg(l+1)$

をみたす $F$(X, $\mathrm{Y}$) $\in Z_{0}^{2}$ ( $\mathrm{G}_{a,A},$
$\mathrm{G}$m,A) が存在する.

次に, 定理の証明に必要となる補題を準備する.
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補題 3.2. $A$ を $\mathrm{F}_{p}$ 代数とし, $F$ (X, $\mathrm{Y}$) $\in Z^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A,
$\hat{\mathrm{G}}_{m,A}$ ) とする. このとき,

$F(X, \mathrm{Y})\equiv 1$ mod $\deg(p^{r}+1)$ $(r>0)$

ならば,

$F(X, \mathrm{Y})\overline{F}(X, \mathrm{Y})^{-1}\equiv\sum_{k=0}^{p-1}\frac{1}{k!}\{a_{r,0}X\mathrm{Y}^{p^{r}}+a_{r-1,1}X^{p}\mathrm{Y}^{p^{r}}+\cdots+ a1,r-1Xp^{r-1}\mathrm{Y}pr\}^{k}$

mod $\deg p(p^{r}+1)$

となる $\overline{F}(X, \mathrm{Y})\in Z_{0}^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A,
$\hat{\mathrm{G}}_{m,A}$ ) と $a_{r,0},$ $a_{r-1,1},1$ . . : $a_{1,r-1}\in A$ が存在する.

証明.

$F(X, \mathrm{Y})\overline{F}(X, \mathrm{Y})^{-1}\equiv\sum_{k=0}^{l+1}\frac{1}{k!}$ { $a_{r,0}X\mathrm{Y}^{p^{r}}+a_{r-1,1}X^{p}\mathrm{Y}^{p^{r}}+\cdots+a1,r-1$Xp$r-1$
Y$p^{r}$ }

$k$

mod $\deg(l+2)(p^{r}+1)$

を満たす $\overline{F}(X, \mathrm{Y})\in Z_{0}^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A,
$\hat{\mathrm{G}}_{m,A}$ ) と $a_{r,0},$ $a_{r-1,1},$ $,$ . . , $a_{1,r-1}\in A$ が存在することを,

$l(0\leq l\leq p-2)$ に関する帰納法によって証明する.

Step 1.
$F(X, \mathrm{Y})\equiv 1+H(X, \mathrm{Y})$ mod $\deg 2(p^{r}+1)$

と仮定する. ただし,

$H(X, \mathrm{Y})=\sum_{i=p^{r}+1}^{2(p^{r}+1)-1}H_{i}(X, \mathrm{Y})$ ,

$H_{i}$ (X, Y) は $i$ 次斉次多項式とする. 多項式 $F$ (X, Y) は関数等式

$F(X, \mathrm{Y})F(X+\mathrm{Y}, Z)=F(X, \mathrm{Y}+Z)F(\mathrm{Y}, Z)$

を満たすので, $H_{i}$ (X, Y) は

$H_{i}$ (X, Y) 十 $H_{i}(X+\mathrm{Y}, Z)=H_{i}$ (X, $\mathrm{Y}+Z$) 十 $H_{i}$ (Y, $Z$)

を満たす、 したがって,

$H(X, \mathrm{Y})+H(X+\mathrm{Y}, Z)=H(X, \mathrm{Y}+Z)+H(\mathrm{Y}, Z)$

を得る. このとき, (A) より

$H(X, \mathrm{Y})=\tilde{H}(X, \mathrm{Y})+$ {a$r$, $0$XY$p^{r}+ar-1,1Xp$Y$pr+\cdot$ . . $+a1,r-1$X$p^{r-1}$ Y$p^{r}$ }
を満 $\sim$.す $\tilde{H}(X, \mathrm{Y})\in Z_{0}^{2}$ ( $\mathrm{G}_{a,A},$

$\mathrm{G}$a,A) と $a_{r,0},$ $a_{r-1,1},$ $\cdot\cdot$ . , $a_{1,r-1}\in A$ が存在する. ここ
て, $\tilde{H}(X, \mathrm{Y})$ は斉次多項式の和てあることに注意する. (C) より

$\tilde{F}(X, \mathrm{Y})\equiv 1+\tilde{H}(X, \mathrm{Y})$ mod $\deg 2(p^{r}+1)$
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を満たす $\overline{F}(X, \mathrm{Y})\in Z_{0}^{\ulcorner 2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a}$

,A,
$\hat{\mathrm{G}}_{m}$,A) が存在するので,

$F^{\gamma}$ (X, $\mathrm{Y}$) $\overline{F}(X, \mathrm{Y})^{-1}\equiv 1+$ {a$r$ , $0$XY$p^{r}+a_{r-}1,1Xp$Y$p^{r}+\cdots+a_{1,r-1}X^{p^{r-1}}\mathrm{Y}^{p^{r}}$}
mod $\deg 2(p^{r}+1)$

を得る.

Step 2. 帰納法の仮定より, $l\leq p-2$ に対して

$F(X, \mathrm{Y})\equiv\sum_{k=0}^{l}\frac{1}{k!}G(X, \mathrm{Y})^{k}+H(X, \mathrm{Y})$ mod $\deg(l+2)(p^{r}+1)$

とおける. ただし,

$H$(X, $\mathrm{Y}$) $= \sum_{i=(l+1)(p^{r}+1)}^{(l+2)(p^{r}+1)-1}H_{i}$ (X, $\mathrm{Y}$),

$H_{i}$ (X, Y) は $i$ 次斉次多項式とし,

$G(X, \mathrm{Y})=a_{r,0}X\mathrm{Y}^{p^{r}}+ar-1,1Xp$Y$p^{r}+\cdot$ . . $+a1,r-1$X$p^{r-1}$Yp
$r$

とする. ここで,

($\sum_{k=0}^{l}\frac{1}{k!}$ $Xk$) $( \sum_{k=0}^{l}\frac{1}{k!}\mathrm{Y}$Y$k)-$ $\mathrm{i}\frac{1}{k!}(X+\mathrm{Y}Y\equiv\frac{1}{(l+1)!}\{(X+\mathrm{Y})^{l+1}-X^{l+1}-\mathrm{Y}^{l+1}\}$

mod $\deg(l+2)$

が成り立つので,

$( \sum_{k=0}^{l}\frac{1}{k!}G(X, \mathrm{Y})^{k})(\sum_{k=0}^{l}\frac{1}{k!}G(X+\mathrm{Y}, Z)^{k})\equiv\sum_{k=0}^{l}\frac{1}{k!}((X, \mathrm{Y})+G(X+\mathrm{Y}, Z))^{k}$

$+ \frac{1}{(l+1)!}\{(G(X, \mathrm{Y})+G(X+\mathrm{Y}, Z))^{l+1}-G(X, \mathrm{Y})^{l+1}-G(X+\mathrm{Y}, Z)^{l+1}\}$

mod $\deg(l+2)(p^{r}+1)$

と

$( \sum_{k=0}^{l}\frac{1}{k!}G(X, \mathrm{Y}+Z)^{k})(\sum_{k=0}^{l}\frac{1}{k!}G(\mathrm{Y}Z)^{k})\equiv\sum_{k=0}^{l}\frac{1}{k!}(G(X, \mathrm{Y}+Z)+G(\mathrm{Y}, Z))^{k}$

$+ \frac{1}{(l+1)!}\{(G(X, \mathrm{Y}+Z)+G(\mathrm{Y}, Z))^{l+1}-G(X, \mathrm{Y}+Z)^{l+1}-G(\mathrm{Y}, Z)^{l+1}\}$

mod $\deg(l+2)(p^{f}+1)$

を得る. 一方, 多項式 $F$(X, Y) は関数等式

$F(X, \mathrm{Y})F(X+\mathrm{Y}, Z)=F(X, \mathrm{Y}+Z)F(\mathrm{Y}, Z)$
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を満たすので,

$\{\sum_{k=0}^{l}\frac{1}{k!}G(X, \mathrm{Y})^{k}+H(X, \mathrm{Y})\}\{\sum_{k=0}^{l}\frac{1}{k!}G(X+\sum Z)^{k}+H(X+\mathrm{Y}, Z)\}$

$\equiv\{\sum_{k=0}^{l}\frac{1}{k!}G(X, \mathrm{Y}+Z)^{k}+H(X, \mathrm{Y}+Z)\}\{\sum_{k=0}^{l}\frac{1}{k!}G(\mathrm{Y}, Z)^{k}+H(\mathrm{Y}, Z)\}$

mod $\deg(l+2)(p^{r}+1)$

が成り立つ. ここて, $i((l+1)(p^{r}+1)\leq i\leq(l+2)(p^{r}+1)-1)$ 次の項を比較すると,

$H(X, \mathrm{Y})+H(X+\mathrm{Y}, Z)$

$+ \frac{1}{(l+1)!}\{(G(X, \mathrm{Y})+G(X+\mathrm{Y}, Z))^{l+1}-G(X, \mathrm{Y})^{l+1}-G(X+\mathrm{Y}, Z)^{l+1}\}$

$=H(X, \mathrm{Y}+Z)+H(\mathrm{Y}, Z)$

$+ \frac{1}{(l+1)!}\{(G(X, \mathrm{Y}+Z)+G(\mathrm{Y}, Z))^{l+1}-G(X, \mathrm{Y}+Z)^{l+1}-G(\mathrm{Y}, Z)^{l+1}\}$

を得る. 多項式 $G(X, \mathrm{Y})$ は関数等式

$G(X, \mathrm{Y})+G(X+\mathrm{Y}, Z)=G(X, \mathrm{Y}+Z)+G(\mathrm{Y}, Z)$

を満たすので,

$H(X, \mathrm{Y})+H(X+\mathrm{Y}, Z)-\frac{1}{(l+1)!}G(X, \mathrm{Y})^{l+1}-\frac{1}{(l+1)!}G(X+\mathrm{Y}, Z)^{l+1}$

$=H(X, \mathrm{Y}+Z)+H(\mathrm{Y}, Z)-\frac{1}{(l+1)!}G(X, \mathrm{Y}+Z)^{l+1}-\frac{1}{(l+1)!}G(\mathrm{Y}, Z)^{l+1}$

を得る. このことから,

$\overline{H}(X, \mathrm{Y}):=H(X, \mathrm{Y})-\frac{1}{(l+1)!}G(X, \mathrm{Y})^{l+1}\in Z^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{a},A)$ $(1)$

が従う. 以下, Step 1 と同様の議論により,

$F(X, \mathrm{Y})\tilde{F}(X, \mathrm{Y})^{-1}$
$\equiv$ $\{\sum_{k=0}^{l}\frac{1}{k!}G(X, \mathrm{Y})^{k}+H(X, \mathrm{Y})\}\{1-\tilde{H}(X, \mathrm{Y})\}$

$\equiv$ $\sum_{k=0}^{l}\frac{1}{k!}G(X, \mathrm{Y})^{k}+\frac{1}{(l+1)!}G(X, \mathrm{Y})^{l+1}$ mod $\deg(l+2)(p^{r}+1)$

を満たす $\tilde{F}(X, \mathrm{Y})\in Z_{0}^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a,A},$ $\mathrm{G}$^m,A) が存在することが従う.

補題 3.3. $A$ を $\mathrm{F}_{p}$ 代数とし, $F$(X, $\mathrm{Y}$) $\in Z^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a,A},$ $\mathrm{G}$^m,A) とする. このとき, $r>0$ ,
$a_{r,0},$ $a_{r-1,1},$ $)\cdot\cdot,$ $a_{1,r-1}\in A$ に対して,

$F$(X, $\mathrm{Y}$) $\equiv\sum_{k=0}^{p-1}\frac{1}{k!}\{a_{\mathrm{r},0}X\mathrm{Y}^{p^{r}}+a_{\tau-1,1}X^{p}\mathrm{Y}^{p^{r}}+\cdots+a_{1,r-1}X^{p^{r-1}}\mathrm{Y}^{p^{r}}\}^{k}$ mod $\mathrm{d}$eg $p(p^{r}+1)$



188

ならば,
$a_{r}^{p}$,$0=a_{r-1}^{p},1=$ . . . $=a_{1}^{p}$ ,$r-1=0$ .

証明. 証明は初等的な議論を重ねて出来るが, 幾分長いので詳細は割愛する. 要点は,

$F(X, \mathrm{Y})F(X+\mathrm{Y}, Z)=F(X, \mathrm{Y}+Z)F(\mathrm{Y}, Z)$

の両辺を展開して, $X\mathrm{Y}^{p-1}Z^{p^{r-1}},$ $X\mathrm{Y}^{p^{r-t}}Z^{p-1},$ $X^{p^{r-1}}\mathrm{Y}Z^{p-1}(0\leq l\leq r-1)$ の項に着目
して係数を比較することてある.

3.4. 形式的群スキームの場合について, 定理 2.5 を証明する. $\xi$ の全射性を示せば十
分である. 以下, 証明の概略を述べる.

$F$ (X, $\mathrm{Y}$) $\in Z^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a,A},$ $\mathrm{G}$^m,A) とする. これを定数項て割って, $F$ (X, $\mathrm{Y}$ ) $\equiv 1$ mod $\deg 1$

と仮定してよい. このとき, 補題 3.2 と同じ議論により,

$F(X, \mathrm{Y})\tilde{F}(X, \mathrm{Y})^{-1}\equiv 1$ mod $\deg 2p$

をみたす $\tilde{F}(X, \mathrm{Y})\in Z_{0}^{2}$ ( $\hat{\mathrm{G}}_{a,A},$ $\mathrm{G}$^m,A) が存在することが分かる. $F$ (X, $\mathrm{Y}$) $\overline{F}(X, \mathrm{Y})^{-1}$ を
$F$ (X, Y) で置き換えて,

$F(X, \mathrm{Y})\equiv 1$ mod $\deg(p+1)$

と仮定する. ここて, 補題 3.2 の $r=1$ の場合を適用して,

$F(X, \mathrm{Y})\tilde{F}(X, \mathrm{Y})^{-1}\equiv\sum_{k=0}^{p-1}\frac{1}{k!}\{a_{1,0}X\mathrm{Y}^{p}\}^{k}$ mod $\deg p(p+1)$

をみたす $\tilde{F}(X, \mathrm{Y})\in Z_{0}^{2}$ ( $\mathrm{G}_{a,A},$
$\mathrm{G}$^m,A) と $a_{1,0}\in A$ が存在することが分かる. さらに, 補

題 3.3 の $r=1$ の場合を適用して,
$a_{1}^{p}$ ,$0=0$

を得る. したがって,

$F(X, \mathrm{Y})\tilde{F}(X, \mathrm{Y})^{-1}\equiv E_{p}(a_{1,0}X\mathrm{Y}^{p})$ mod $\deg p(p+1)$

であるので,

$F(X, \mathrm{Y})\tilde{F}(X, \mathrm{Y})^{-1}E_{p}(a_{1,0}X\mathrm{Y}^{p})^{-1}\equiv 1$ mod $\deg p(p+1)$

を得る. ここて,

$F(X, \mathrm{Y})\tilde{F}(X, \mathrm{Y})^{-1}E_{p}(a_{1,0}X\mathrm{Y}^{p})^{-1}\in Z^{2}(\hat{\mathrm{G}}_{a,A},\hat{\mathrm{G}}_{m},A)$

であることに注意する. $F$(X, $\mathrm{Y}$) $\tilde{F}(X, \mathrm{Y})^{-1}E_{p}(a1,0X\mathrm{Y}^{p})^{-1}$ を $F$ (X, Y) て置き換えて,

$F(X, \mathrm{Y})\equiv 1$ mod $\deg(p^{2}+1)$
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と仮定する.
この議論を続けていくと,

$F(X, \mathrm{Y})F(X, \mathrm{Y})^{-1}$

$= \prod\prod E$p $(a_{r-j,j}X^{p^{j}} \mathrm{Y}^{p^{r}})=\prod\prod E$p(ar,jXpj $\mathrm{Y}^{p^{r+j}}$ ) $= \prod E$p(ar; $X\mathrm{Y}^{p^{r}}$ )
$r=$ l $j=0$ $r=1j=0$

をみたす $F$ (X, $\mathrm{Y}$) $\in Z_{0}^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{m,A})$ が見つかる. 以上のことから, $\xi$ が全射であるこ
とが従う.

群スキームの場合には, 上の結果に次の補題を組み合わせて定理を証明できる.

補題 35. $A$ を $\mathrm{F}_{p}$ 代数とし, $F$ (X, $\mathrm{Y}$) $\in Z^{2}(\mathrm{G}_{a,A}, \mathrm{G}_{m_{1}A})\subset A[X, \mathrm{Y}]^{\mathrm{x}}$ とする. このとき,

$F(X, \mathrm{Y})\overline{F}$( $X$ , Y)
$-1= \prod_{r>1}E_{p}(a_{r};X\mathrm{Y}^{\mathrm{P}^{r}})$

を満たす $F$ (X, $\mathrm{Y}$ ) $\in Z_{0}^{2}$ ( $\mathrm{G}_{a,A},$
$\mathrm{G}$m,A) と $(a_{r})_{r\geq 1}\in(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[F:\overline{\vec{W}}(A)arrow\overline{\overline{W}}(A)])^{(\mathrm{N})}$が存在

する.

証明. 証明の概略を述べる. [2] の主結果を得る過程と合わせて

$F(X, \mathrm{Y})$

$= \prod_{k\not\in \mathrm{P}}\{E_{p}(a_{k}X^{k})E_{p}(a_{k}\mathrm{Y}^{k})E_{p}(a_{k}(X+\mathrm{Y})^{k})^{-1}\}\prod_{l\geq 0}F_{p}(b_{l;}X^{p^{t}}, \mathrm{Y}^{p^{t}})\prod_{r=1j}^{\infty}\prod_{=0}^{r-1}E_{p}$( $a_{r-j,j}X^{p^{j}}\mathrm{Y}^{p}$
r

)

と表せることにます注意する. ただし, $\mathrm{P}=\{pr; r\geq 0\}$ とする. $F$ (X, Y) が多項式であ
6 ことから, $a_{k}$ が巾零元で有限個を除いて 0, $b=(b_{l})_{l\geq 0}\in\overline{W}(A),$

$(a_{r})_{r\geq 1}\in(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[F$ :
$\overline{W}(A)arrow\overline{W}$ (A) $])$

(N) であることを示せばよい.

$F$(X, Y) の次数を $N,$ $F$ (X, Y) の 1 次以上の項の係数で生成される $A$ のイデアルを
$a$ とする. このとき, 多項式 $F$(X, Y) は可逆であるので, $a$ は巾零イデアルである.
簡単のために, $a_{p^{\mathrm{t}+1}}=b_{l}$ ,

$F_{k}(X, \mathrm{Y})=\{$

$F_{\mathrm{p}}(a_{p^{t+1}} ; X^{p^{l}}, \}p^{l})$ if $k=pl+1(l\geq 0)$

$\frac{E_{p}(a_{k}X^{k})E_{\mathrm{p}}(a_{k}\mathrm{Y}^{k})}{E_{p}(a_{k}(X+\mathrm{Y})^{k})}E_{p}(a_{r-j,j}X^{p^{j}}\mathrm{Y}^{p^{\mathrm{r}}})$ if $k=\dot{\psi}+p^{r}(0\leq j<r)$

$\frac{E_{p}(a_{k}X^{k})E_{p}(a_{k}\mathrm{Y}^{k})}{E_{p}(a_{k}(X+\mathrm{Y})^{k})}$ otherwise

とおぐ このとき,

$F(X, \mathrm{Y})=\prod_{k=2}F_{k}(X, \mathrm{Y})$ ,
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$k+1$ 次以上を除いて,

$F_{k}(X, \mathrm{Y})\equiv\{$

$1+a_{p^{t+1}} \frac{X^{p^{l+1}}+Y^{p^{l+1}}-(X+Y)^{p^{l+1}}}{p}$ if $k=pl+1(l\geq 0)$

$1+a_{k}\{X^{k}+\}k-$ (A $+$ Y) $k\}+ar-j,jX^{p^{j}}Y^{p^{r}}$ if $k=p^{i}+p^{r}(0\leq j<r)$

$1+a_{k}\{X^{k}+Y^{k}-(X+Y)^{k}\}$ otherwise

となる. さらに,

$F_{k}(X, \mathrm{Y})=1+$l $\sum b_{ij}X^{i}\mathrm{Y}^{j}$ , $b_{ij}\in A$

$l\geq ki+j=l$

とすると, $i+j=k$ である全ての組 $(i, j)$ に対して $b_{ij}\in a^{s}$ ならば, $i+j>k$ である
全ての組 $(i, j)$ に対して $b_{ij}\in a^{s+[(i+j)/k]-1}$ が成り立っ.

このとき, 次のことが従う :
$f\mathrm{X}\dot{\mathrm{b}}t!a_{k}\in a$

$<N$ $rS\dot{\mathrm{b}}l\mathrm{f}a$$+p^{r}\leq NrS\dot{\mathrm{b}}l\mathrm{f}$

(2) $\{$

$(s-1)N<k\leq N$ ならば $a_{k}\in a^{s}$

$(s-1)N<p^{j}+p^{r}\leq N$ならば $a_{r-j,j}\in a^{\mathit{8}}$ .

したがって, $a_{k}$ と $a_{r-j,j}$ は全ての $k$ と組 $(r,j)(0\leq j<r)$ に対して巾零元で, 有限
個を除いて $a_{k}=0,$ $a_{r-j,j}=0$ である.

最後に. 詳しくは [3] を参照して下さい.
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