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Einleitung.

Sind zwei Raeume durch eine eineindeutige Transformation inein-
ander abgebildet und hat man fuer eine Figur des ersten Raumes einen
Satz aus dem Gebiete der Geometrie der Lage' bewiesen, der also
keine metrischen Begriffe benutzt, so kann man die Figur durch die
genannte Transformation in den zweiten Raum uebertragen und fuer
diese neue Figur ohne weiteres einen entsprechenden Satz formulieren.
Oder es gelingt unter Umstaenden, eine Aufgabe der Geometrie der
Lage' dadurch zu loesen, dass man den Raum eineindeutig in einen
andern abbildet, die in dem zweiten Raume sich ergebende Aufgabe
erledigt und die Loesung dann wieder in den ersten Raum uebertraegt.

Es erscheint nun die Frage :—Wenn ¢in Raum R, in welchem cine
projekiive Geometrie gilt, mittels einer Koordinatentransformation in einen
andern R’ eineindeutiy abgebildet ist, gilt dann in dem zweiten Raume
R immer auch eine projeetive Geometyie 2

Wir wissen nicht ganz bestimmt, ob Anordnung und Stetigkeit
da noch beibehalten sind. In der Tat hat Prof. T. Nishiuchi, indem
er die ebene birationale Transformation von Cremona aufnahm, eine

1 Im weiteren Sinne.
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pseudoprojektive Geometrie begruendet und einige glaenzende Ergeb-
nisse erzielt. Nach dieser Tatsache zu urteilen, scheint die obige Frage
noch nicht erledigt zu sein. Im ersten Teile dieser Abhandlung moechte
ich darum diese Frage im bejahenden Sinne beantworten, und zwar
unter Berufung auf die Vahlensche Theorie.

Die Nishiuchi’sche ebene pseudoprojektive Geometrie ist aber, wie
der Titel zeigt, nur auf die Ebene beschraenkt. Koennten wir sie aber
zum Raume erweitern, so wuerde die Wichtigkeit der Geometrie um
ein- bedeutendes gesteigert. Ist dann eine entsprechende pseudoprojek-
tive raeumliche Geometrie unmoeglich? Nun duerften die folgenden
zwei Saetze wohl auf die Existenz einer solchen hinweisen.—

Satz 1°. Fuer eine ebene Geometrie ist das Bestehen des Desavgues-
schen Satses die notwendige und hinreichende Bedingung dafuer, dass
ste Schnilt einev raeumlichen Geometrie ist*.

Satz 2°. Eine cbene Koordinatengeometrie ist Schnitt einer vaceum-
lichen®

Der zweite Teil dieser Abhandlung besteht also darin, dass
ich auf Grund der oben erwaehnten Bejahung der genannten Frage
zwei raeumliche pseudoprojektive Geometrien als Ergaenzungen zur
Nishiuchi’schen begruende, und dass ich weitere zahlreiche wichtige
Ergebnisse daraus ziehe.

KAP. I

Die allgemeinen birationalen Transformationen vom Gesichtspunkte
der projektiven Geometrie aus.

II
Fundamentalsatz.

1. Fundamentalsatz: Gilt in einem Raume R eine projektive
Geometrie und ist R in einen andern Rawm R’ mittels einer Koordinaten-
transformation eineindeutiy abgebildet, so gilt in R’ auch eine projektive
Geometrie.

Beweis. Es seien (#) die projektiven Punktkoordinaten im Raume
R, so dass (#) zum nicht singulaeren Zahlensytem gehoeren in welchem
das associative Gesetz sowie das kommutative Gesetz der Multiplikation

1 Mem. Coll. Sci. Engin., Kyoto. III, No. 10, (1912).
2 Vahlen, Abstrakte Geometrie, II, 137.
3 ” »” 9 » 76'
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gilt, es seien (X) die Punktkoordinaten im Raume R/, welche mit (x)
eineindeutig d.h. birational verbunden sind':—

Xy = %(A’i)r X, = Sbi(xi); (i: 1,23 4);

so dass die Punkte, die Ebenen und. die Geraden in R’ auf die folgende
Weise definiert sind :—

(1) Es werde ein Zahlenquadrupel (X)) wo X, notwendig nicht
alle null sind, als Punkt, zwei Punkte (X,), (X)), wo X eine belicbige
von Null verschiedene Zahl bezeichnet, als identisch, sonst als verschieden
bezeichnet.

(it) FEbenso werde ein Zahlenquadvupel derselben Art (s;)==(4s,) als
Ebene bezeichnet und das Zusammenfallen (die vereinigte Lage) eines
Punktes (X,) mit einer Ebene (s;) durch die Gleichung.

X1+ 85X+ 58X+ 5.X, = 0

definiert, welche bei Varviabeln (X;) Gleichung der Ebene, bei Variabeln
(s;) Gleichung des Punktes (X;) heissen.

(i)  Sind (s;) und (s/) irgend zwei Ebenen, dann heisst der Inbegriff
der Punkte, die zu (s;) und (s/) gemeinsam sind, die Gerade.

Dann wird im Raume R’ auch eine projcktive Geometrie gelten.

1°  Verknuepfungsaxiome. Als die Verknuepfungsaxiome wollen
wir nach Vahlen?, die folgenden annehmen—

L1. Es giebt wenigstens einen Punkt A und wenigstens einen
von A verschiedenen Punkt B.

I.2. Es giebt einen Punkt, der nicht zu der Geraden gehoert,
welche durch die beiden nach 1.1 existierenden verschiedenen Punkte
bestimmt ist. ,

1.3, Existiert zu A,B,C,D ein Punkt E derart, dass ABE=
CDE=o0 ist, so existiert auch ein Punkt F derart, dass ACF=BDF
=0 ist. Also existiert auch ein Punkt G derart, dass BCG=ADG
=0 ist.

I.4. Es giebt einen Punkt, der nicht in der Ebene liegt, welche
durch die nach I.1 und L.z existierenden drei Punkte bestimmt ist.

1 Es ist wohl bekannt, dass die birationalen Transformationen die allgemeinsten ein-
eindeutigen Transformationen sind. Neulich hat Dr. H. Berliner eine glaenzende Aufstel-
lungsmethode von eineindeutigen Beziehungen zwischen unendlich vielen Raeumen gegeben,
von welchen die Dualitaet, die quadratischen Transformationen etc. je ein specieller Fall
sind. Dabei sind die Koordinaten mittels Doppelverhaeltnisses definiert. 8. L’Enseigne-
ment Mathématique, Tome XIX, 1917, S. 337.

2 Abstrakte Geometrie, 11, 2, cte.
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I.s. Es giebt wenigstens einen Punkt in demselben Raume, wie
die nach 1.1., I.2., I.4. existierenden vier Punkte, aber mit keinen drei
von ihnen in einer Ebene.

1.6. Es existiert kein Punkt ausserhalb | ABCD |.

In dem in (i), (ii) und (iii) definierten System von Punkten, Ebenen
und Geraden gelten die raeumlichen Axiome der Verknuepfung' da
(X;) eben demselben Zahlensystem angehoeren wie ().

2° Unsre raeumliche projektive Geometrie koennte vollstaendig
begruendet werden, wenn wir noch weiter die Anordnungs- und Stetig-
keitsaxiome bewiesen. Da aber unsre Geometrie eine Koordinaten-
geometrie ist, koennen wir kuerzlich den Fundamentalsate der projet-
tiven Geometrie ermitteln, indem wir den Pascal’schen Satz einfuehren.
In der Tat ist der Fundamentalsatz der projektiven Geometrie (die
Definition der Projektivitact auf dieselbe Weise wie in der gewoehn-
lichen projektiven Geometrie gemacht seiend), auf Grund des Pascal’-
schen und des Desarguesschen Satzes rechnerisch beweisbar.?

Also bleibt nur noch uebrig, die Desarguesschen und Pascal’schen
Saetze zu beweisen.

3° Desarguesscher Satz: Sind [AA,],[BB.), [CC.] drei Gerade
eines Punkte O, welche nicht in einer Ebene licgen, schneiden sich die
Geraden [AB], [A\B,] in einem Punkte R, die Geraden [BC], [B,C,] in
einem Punkte P, die Geraden [CA), [C,A,) in einem Punkte Q, so liegen
die dvei Punkte P, Q, R in einer Geraden.

In der Tat liegt P auf [BC], also in {ABC}, ebenso in {A;B,C,},
also in der Schnittgeraden dieser beiden Ebenen; dasselbe gilt von Q
und R. _

Zusatz: [n jeder Ebene in der Pseudogeamnetrie gilt der Desar-
Zuessche Salz.

In der Tat kann die ebene Geometrie in jeder Ebene als Schnitt
einer raeumlichen Geometrie angesehen werden.

4° Pascal'scher Satz: Liegen A, B, C auf einer und A,, By, C, ayf
einer zweiten Geraden einer Ebene, so liegen die drei Punkte ({BC), [B,C]),
([CA,), [CA]), ([AB.], [AB)]) in einer Geraden.

Dieser Satz folgt aus dem folgenden Lemma, da in dem unsrer
Geometrie zu Grunde liegenden Zahlensystem das kommutative Gesetz
der Multiplikation gilt.—

1 Abstrakte Geometrie, I1, 68.

2 ” ” »  I4L.
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Lemma: - /n einer ebenen Desarguesschen Koordinatengeometrie gilt
der Pascal'sche Satz, wenn in dem zu Grunde liegenden Zahlensystem
das kommutative Gesetz der Multiplikation gilt',

Hiermit ist unser Satz vollstacndig begruendet. 7

3. Wir wollen jetzt, der spaeteren Anwendungen wegen, einige
Saetze betrachten,.—

Satz: Sind (X/),(X)") swei verschiedene Pseudopunkte der Pseudo-
schnittgeraden der beiden Pseudoebenen (s)), (s"), soistin (XX +1"X]")
Suer beliebige Werte von XN, 2, die nicht béide Null sind, stets ein Psen-
dopunkt und fuer geeignete Werte von XN, X' jeder Pseudopunkt (X;) der
Pseudogeraden enthalten®

4. Satz: Sind(s!),(s]") zwei verschiedene Pseudoebenen der Pseudo-
verbindungsgeraden der zwei verschiedenen Pseudopunkte (Xi), (X/"), so
ist in (U's/ +1"s)") fuer belichige Werte won 1',1", die nicht beide Null
sind, stets eine Pseudoebene und fuer geeignete Werte von [, 1" jede
beliebige Pseudoebene der Pseudogeraden enthalten’

5. Satz: Sind (X)), (X)), (X)) drei nicht in einer Pseudogera-
den liegende Pseuwdopunkte einer Pseudoebene, so ist in (XX + XX} +
MNX[") fuer beliebige Werte vou N A, X", die nicht sugleich Null sind,
stets ein Pseudopunkt und fuer geecignete Wevte von N, X' XN, jeder
beliebige Punkt (X,) der Pseudoebene enthalten

6. Satz: Sind (s/),(s/), (s/") drei nicht durch eine Pseudogerade
gehende Pseudvebenen eines Pseudopunhtes, so ist in (I's!+1"sl'+1"'s!")
fuer belicbige Werte won 1',1", 1", die nicht zugleich Null sind, stets
eine Pseudoebene und jfuer geeignete Werte von [, 1), I/ jede beliebige
Pseudoebene des Pseudopunktes enthalten®

IL
Pseudoproj ektivitaet, Pseudokegelschnitt etc.

7. Die Definition der pseudoharmonischen -Elemnente soll analog
zur gewoehnlichen gemacht werden. Also gelten in unsrer Pseudo-
geometrie die folgenden Saetze.— ,

Erster Harmoniesatz : Durch ivgend drei von vier pseudoharmoni-
schen Pseudoelementen ist der vierte eindeutig bestimmt. '

1 Abstrakte Geometrie, II, 110,
2 ” ” T 69'
3 » » kil 70‘
Q ” 2 »” 71’
5

” » » 72
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Zweiter Harmoniesatz: Wenn A, B, C, D pseudoharmonisch sind,
dann sind auck C, D, A, B pseudoharmonisch.

8. Die Definition der Pseudoprojektivitact, die der Pseudoperspek-
tivitaet und die der Pseudoinvolution, sollen analog zur gewoehnlichen

gemacht werden.
9. Definition. Zwei Pseudoracume heissen pseudokollineaer auf-

einander besogen, wenn jedem Pseudopunkte (X;) des einen Raumes
ein Pseudopunkt (X;) des andern so zugeordet ist, dass

B X =ayX + apXs+ apXs+ 2114)(4,
B X = an X\ + anXo+ an X5+ 4 X, lag| 5 o.
F X, = ay X+ @y X+ 4 Xy + a3, X,
X = an X+ apXs+ apXst+ au X,

Satz: Jedem Pseudopunks des einen Pseudoraumes entspricht bei der
Pseudokollineation ein einziger Pseudopunkt des andern. ‘

Satz: Die Pseudoecbenen dev Pseudoracume sind bei der Fseudo-
kollineation cinander eindentiy zugeovdnet.

Satz: So oft ein Pseudopunkt (X)) in ¢iner Pseudocbene (s;) liegt
bei der Pseudokollineation auch der entsprechende Pseudopunkt (X) in
dev sn (s;) sugeordneten Pseudocbenen (s/).

Definition. Ist £ eine Pseudokollineation derart, dass &£*=1 ist,
dann heisst & eine Pseudoinvolution dev Pseudokollineation.

10. Definition. Zwei Pseudoracume heissen einander pseudoreci-
prok (oder pseudokorrelativ) sugeordnet, wenn jedem Pseudopunkte (X7)
des ersten Raumes eine Pseudoebene (s;/) des zweiten Raumes und
jeder Pseudoebene (s;) des ersten ein Pseudopunkt (X;/) des zweiten
so zugeordnet sind, dass

7X) = ausi+ aps: + a5+ sy,
PX) = aysi+ aps,+ ays:+ @484, [ Q4 | = 0;
PXY = g8+ @S+ @553+ 5154,
PX) = agsi+ anS;+ @S+ a,8,,
und
tXy = ansy + ans + ansy + ausd,

tX; = Qs+ ays) + aus! + aps/,

1 Also ist die Pseudokollineation von der Form B—ILB, wo L eine gewoehnliche

Kollineation und B eine birationale Transformation sind.
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i
Xy = aps + agsy + anss’ + aps, | @y | % o.

X, = aus! + aus + @S + ausd,

Satz: Jedem Pseudopunkte des einen Pseudorawmes entspricht eine
Pseudoebene des andern Pseudovaumes, und jeder Pseudoebene des einen
Fsendorvaumes entspricht ein Psendopunkt des andern Raumes.

Definition. Ist & eine Pseudokorrelation derart, dass =1 ist,
dann heisst & eine Pseudopolarreciprocitact.

Satz: Jjede Pseudopolarveciprocitact fuehrt auf cine Pseudoflaeche
sweiter Ordnung. '

11. Definition. Zwei Pseudoebenen heissen pseudokollineaer auf-
einander bezogen, wenn jedem Pseudopunkte (X;) der einen Pseudoebene
ein Pseudopunkt (X;) der andern Pseudoebene so zugeordnet ist, dass

T’Xll = tZuX1+ a12X2 + alSXi)
r’_X;I = a21X1+ a22X1+a23X3’ ' a“ l :!: 0.
VXY = anXi+ anXG+ a3 X,

Satz: Jedem Psendopunkte der einen Pseudoebene entspricht ein
einziger Pseudopunkt der andern.

Satz: Die Pseudogeraden der Pseudoebenen sind einander eindeutiy
sugeovdnet.

Satz: So oft ein Pseudopunkt (X,) in einer Pseudogeraden (s;) liegt,
legt auch der entsprechende Pseudopunkt (X) in der su (s) sugeord-
neten Fseudogeraden (s).

Definition. Ist £ eine Pseudokollineation derart, dass =1 ist,
dann heisst & eine Pseudoinvolution der Pseudokollineation.

12. Definition. Zwei Pseudoebenen sind einander pseudoreciprok
(oder pseudokorrelativ) zugeordnet, wenn jedem Pseudopunkte (X;) der
ersten Pseudoebene ein Pseudogerade (s/) der zweiten Pseudoebene und
jeder Pseudogeraden (s;) der ersten Pseudoebene ein Pseudopunkt (X')
der zweiten so zugeordnet sind, dass

'
X! = ausi+ awpsi+ asss,
r_ .
Xy = ausi+ ays;+ ass. la;o0;
7
HX; = LZ3151+ a3252+ A3383,

und
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_ ' ’
tXi=aus+ ansy + a4,
’ ’ ’
tXy=ays + ans + ausy, lajt ] Fo.
- ' ’ ’
2Xs = agsi’ + aysy’ + agsy s

Satz: Jedem Pseudopunkt der einen Pseudoebene entspricht eine
Pseudogerade dev andern und jeder Pseudogeraden der einen Pseudoebene
enispricht ein Psendopuniet dev andern.

Definition. Es sei in der Pseudokorrelation (s;) = (5/), und (X;)
= (X/); eine derartige Zuordnung in der Pseudoebene nennt man ein
pseudoebenes Polarsystem oder eine Pseudopolarreciprocitaet.

Satz: Jede PFsendopolarreciprocitact fuehrt auf eine Pseudokurve
sweiter Ordnung.

13. Die Erzeugung des Pseudokegelschnittes, die des Pseudo-
kegels, die der Kurve dritter Ordnung, die der Regelflaeche zweiter
Ordnung sind ganz zu den gewoehnlichen analog.

14. Satz: In jeder Pseudoebene gilt eine ebeme psendoprojektive
Geometrie.

Wir koennen ein Koordinatensystem (X, : Xy : Xy') in jede Pseu-
doebene einfuehren, indem wir in den Formeln in 9 nur X}/ =0 setzen.

KAP, IIL

Aufbau einer raeumlichen pseudoprojektiven Geometrie mittels der
allgemeinen kubischen birationalen Transformation,

I1I

Pseudoelemente.
15. Es sei die allgemeine kubische birationale Transformation
-durch die Gleichungen
A= Zagx X, = o,
ik :
(I) B Efizl'c bthth =0, (Z’ k= 1,23 4)
C = EcikxiXk = 0,
4k
gegeben. Ordnen wir die gegebenen birationalen Gleichungen nach
den X;, so moegen sie die Form annehmen :

A X+ A X+ A X+ AX, = o,
(2) BlX1+B2X2+.B;3X3'+' B4X‘ =0,
GX + GX + GXt GX, = o,
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wo Ay = %}i{— = ayt anty+ ay s+ ay,,
044 .
. 0B '
(3) B = X = byt + buxst+ by + by,
i .
Ci = »;gXQ = (:h.x1+ Co; X3 + C31X3 + 041;3.«’4.

Nach den # geordnet erhaelt man dagegen

A 2+ Az’xz +A/m+ Alx, = o,
(4) BYx+ B/ xy+ B2+ Bz, = o,
G+ Glx+ G+ Clyy,=o,

WO
o4 -
Ak’ = df = dk‘Xl‘}‘akszz'}‘anz.'l"ﬂMXh
7]
0B
(5) Bk, = dx = ble'1+bk'2X2 +blc3Xi-3 +ék4X4’
k
9 .
Clc, = 05 = Clcllel +51¢2X2 +£Ia‘3)(3 +£k4Xl‘
&

Aus (2) oder (3) erhalten wir

(6) X X Xt Xyt = @i 050 0,
oder
rXi = Spi’ (i=17 2, 3’ 4)’
wobei
o, = A A4, 4, P2 = ~— A, 44,1,
323384 -BlB3B4
2 GGG GGG
Q3 = A4,4,1, Py =— A A, A4,
313234 BlBEB3
GGG GGG
ist, waehrend andererseits
(8) Nt =0 s,
oder
r,x't = Sb'b (i= I) 2; 3)4-)’
wobei
‘.!’1= A2/A3,A4, s ¢4= - A1,A3’A4, ,
B/B/B,’ B/B/B/
(9) 6‘2,6‘3,@, CIIC‘SIC;I
Sbs = A1,A2IA4/ » ¢4 = A1’A2,A3,
B/B/B/ B/B/B/ '
GG GGG

317
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ist.
Die Funktion ¢,, ebenso die ¢; sind demnach vom dritten Grade in x,
resp. X;. Einer Ebene

(10) exit et e, tex, = 0

im Raume R entspricht im Raume R’ die Flaeche dritter Ordnung

(II) ey -+ eyt eyt epy = 0,
und ebenso der Ebene
(12) o Xi+a/ Xy+e/ X, +el/X, =0

die Flaeche dritter Ordnung

(13) 6’1’S01+f2/¢2+€3,903+¢’4’504 = 0.
Also ist die Transformation kubisch in beiderlei Sinn.

16. Das Fundamentalsystem in jedem Rawme besteht aus einer
Kurve sechster Ordnung (vom Geschlechte drei) L° und einer Regelflacche
achiter Ordnung M, welche aus allen dreifacken Seknen dieser Raumburve
besteht und die Kurve sechster Ordnung als eine dresfache Kurve ent-
haelt. Den Punkten der Fundamentalkurven in cinem Rawume entsprechen
Je die Erzeugenden dev Regelflaeche des andern Raumes!

IV.

Geometrische Darlegung der Pseudopunkte,
Pseudoebenen und Pseudogeraden,

17. Es giebt vier Arten von Pseudoebenen :—

(i) Eine Pseudoebene erster Art heisst jede die Fundamentalkurve
sechster Ordnung L° enthaltende Flaeche dritter Ordnung und ist durch
eine Gleichung von der Form

5 X+ 5,5+ 55X+ 5,X, = o,

(ssF=0, 330, 50, 5,5 0)
gegeben. Nun fragt es sich, ob die Flaeche dritter Ordnung, welche
aus Bild einer Ebene

51X1+ SQAX;+53X;+54X4 =0

in der kubischen Transformation (1) ergiebt, die allgemeine ihrer Art
ist. Da wir aber in der Transformation 48 Konstanten zur Verknuep-

1 Doehlemann, Transformationen II.
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fung haben, die allgemeine Flaeche dritter Ordnung weiter nur von
19 Konstanten abhaengt, so koennen wir noch jede allgemeine Flaeche
dritter Ordnung als durch eine derartige Verwaudtschaft entstanden
auffassen.

(ii) Einen Pseudoebene sweiter Art heisst jede durch den bestimmten
Punkt z.B. ¢;=¢,=¢;=0 hindurchgehende, die Fundamentalkurve L*
enthaltende Flaeche dritter Ordnung, und ist durch eine Gleichung von
der Form

5. X1+ X+ 85X = 0,

. (si==0, s,7E0, 552 0; s, =0)
gegeben.

(ii) Zine Pseudoebene dritter Art heisst jede durch eine Raumkurve
dritter Ordnung z. B. ¢, =¢,=0 und die Fundamentalkurve L* hindurch-
gehende Flaeche dritter Ordnung und ist durch eine Gleichung von
der Form

51X1+ 52‘X2 = 0,
(a=Fo, =0, 5s=0, 5, = 0)
gegeben.

(iv) ZEine Pseudoebene vierter Art heisst die feste die L° enthaltende
Flaeche dritter Ordnung, welche durch eine Gleichung von der Form

s X; =0, (6=1,2,3,4)
(s¢7E0, 5 = 51 =5 = 0)
gegeben ist.
18. Es giebt vier Arten von Pseudopunkten.
(i) Ein Pseudopunkt erster Art heisst jeder gewoehnliche Punkt
nicht auf ¢; =0, (¢=1, 2, 3, 4), und ist durch eine Gleichung von der Form

bi$1+ b3+ 0353+ b5 = O,
(&1:|:O, b2:%:0) 53:{-—_0) 54:{:0)
- gegeben.
(il) Ein Pseudopunkt zweiter Art heisst jeder gewoehnliche Punkt

auf einer von ¢;=o0,(/=1,2, 3,4) und ist durch eine Gleichung z.B.
von der Form :
5131“!‘ 62.S'2+ 53.5‘3 = O,

(by==o0, &F0, b330, b6,=0)
gegeben.
(i) Fin Pseudopunkt dritter Art heisst jeder gewoehnliche Punkt

auf der Raumkurve dritter Ordnung z. B. ¢;=¢,=0 und ist durch eine
Gleichung z. B. von der Form
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0151+ besy = 0O,
(512120 522’20 és =54=O)
gegeben.
(iv) FEin Pseudopunkt vierter Art heisst jeder Schnittpunkt z. B.
von ¢;=¢,=¢s=0 und ist durch eine Gleichung von der Gestalt

6151 = O,

(br=F=o0, by =b;=b,=0)
gegeben.

19. Definition. Sind (s;) und (s,) irgend zwei Pseudoebenen,
dann heisst der Inbegriff der Punkte, die zu (s) und (s/) gemeinsam
sind, eine Pseudogerade.

20. Es giebt sieben Arten von Pseudogeraden.

(i) Ein Pseudogerade erster Art heisst jede Raumkurve dritter
Ordnung, welche durch vier feste Punkte hindurchgeht, und ist durch
Gleichungen von der Gestalt entweder

a X1+ @ X+ X+ a2, Xy = 0,
a' X1+ &/ X+ e/ X+ ol X, = o,
(asFo0, a’Fo, i=1,2,3,4)

oder
ﬂlAle+a2Xz+a;;X3+a4X; = o,
a'Xi+a/ X, +a/ Xy = o,
(asF=0, @/ Fo0, i=1, 2,3,4, /=1, 2, 3)
oder

a, X, + o, X3+ a, X, = o,
' X ta/ X, +a’X, = .0,
(@:=F 0, a0, i=2,3,4, j=1,3,4)
gegeben. In der Tat, die ersten zwei koennen immer zur dritten Ge-
stalt reduciert werden.

(ii) ZEine Pseudogerade zweiter Art heisst jede der bestimmten
kubischen Kurve z. B. ¢,=¢,=0 begegnende Raumkurve dritter Ord-
nung und ist durch Glelchungen von der Form entweder

a Xyt aXo+ as Xyt au X, = o,
a/Xi+a/X; = o,
(a,F 0, ¢/ o0, i=1,2,3,4, /=1, 2)
X+ a: Xs+a X, = 0,
a’1X1+a'2X2 = 0,

oder
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(ai:|= o, aj’ :,: o, i=21 3 4 j= I, 2)

gegeben. In der Tat ist die erste zur letzten Gestalt reduzierbar.

(iv) Eine Pseudogerade vierter Art heisst jede zwei bestimmten
kubischen Raumkurven z.B. ¢, =¢;=0, ¢,=¢; =0 begegnende gewoehn-
liche Raumkurve dritter Ordnung und ist durch Gleichungen von der
Form

o X1+ a, X, = o,
a/ Xy+al/X, = o,
(@50, a/ Fo, i=1,2, j=3,4)
gegeben.

(v) Eine Pseudogerade fuenfter Art heisst jede gewoehnliche
kubische Raumkurve in der Flaeche dritter Ordnung z.B. ¢,=0, welche
durch die festen Schnittspunkte von ¢;=g¢,=¢@;=¢,=0 hindurchgeht,
und ist durch Gleichungen von der Form entweder

41X1+612X2+a3X,3+a4Xt = 0O,
a1/X1 == O,
(ai :f: o, al, :I: o, 7= L2, 3 4)

aXyt o X;+a, X, =0,
o al/Xl =0,
(@70, & F=0, 1=2,3,4)

gegeben. In der Tat ist die erste zur letzten reducierbar.

(vi) Eine Pseudogerade sechster Art heisst jede durch einen festen
Punkt 2.B. ¢,=¢,=¢; =0 hindurchgehende gewoehnliche kubische
Raumkurve in der Flaeche dritter Ordnung ¢,=0 und ist durch Glei-
chungen von der Form entweder

oder

a X+ a, X+ a. X; = o,
a'X; = o,
(@, =0, a/ F 0, i=1,2,3)
X+ &, X = o.
a/X, = o,
(0, @' =0, i=2,3)

gegeben. In der Tat ist die erste zur zweiten reducierbar.
(vii) ZEine Pseudogerade siebenter Art heisst jede bestimmte gewo-

oder
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ehnliche kubische Raumkurve, welche durch Gleichungen von der Form

entweder
X+ a, X, = o,

' Xi+a/X, = o,
(a;=F o0, a/Fo0, i=1,2)

oder
X+ a, Xy = 0,
ﬂllX] =0,
(a,;:i‘:o, aIIZlZO, i=I, 2)
oder
X, =0,
a’ X, = o,

(a0, a/=0)
gegeben ist. In der Tat sind die ersten beiden zur letzten reducierbar.
21. Die Definition der Psendogrundgebilde koennen ganz wie in
der gewoehnlichen projektiven Geometrie gemacht werden.
22. Die Definitionen der pseudoprojektiven Operationen koennen
ganz wie in der gewoehnlichen projektiven Geometrie gemacht werden,

V.
Die entsprechenden Gebilde,

23. Der Flaeche F m-ter Ordnung, welche durch L° A-mal hindurch-
geht, entspricht eine Pseudoflacche Fy von dev Ordnung (3m-8R), welche
(M, ) zur (m-3R) facken Kurve hatl

24. Bezeichnet man mit F™ (1) eine Flaeche m-ter Ordnung,
welche durch Z° J-mal hindurchgeht, und mit 7 () eine Pseudofla-
eche 7-ter Ordnung, welche (3, /™ (1)) als eine p-fache Kurve hat,
dann erhalten wir dass folgende Schema

F'(o) F2(0) F®(0) F*(o) F?(1) F*(1)
Fi(1) Fi(o) Fi(3) Fi*(4) Fi(o) Fi(1)
Es ist klar, dass mit leicht verstaendlicher Bezeichnung #™ () und
F (@) durch #™ () resp. F™ (1) ersetzbar sind.
25.  Einer Raumburve k-ter Ordnung, welche L° in n Punkten trifft,

entspricht eine Pseudokurve (3k-n)-ter Ordnung, welche LY in (84-3n)
Psendopunkten begegnet.

1 Transformationen II.

2
’ ”»
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26. Bezeichnet man mit K*(») eine Raumkurve A-ter Ordnung,
welche L° in n Punkten trifft, und mit K¥(s) eine Pseudokurve A'-ter
Ordnung, welche L} in s Pseudopunkten begegnet, so erhaelt man das
folgende Schema— ’

K'(0) K*o) K1) K1) K'(2) K*(2)
Ki(8) Ki(16) Ki(5) Ki(13) Ki(2) K {(10)

K*(3) K¥3) K*4) K*(4) K¥5) K¥s) K%6)
Ki(7) Ki(15) Ki(4) Ki(12) Ki(1) K1(9) Ki(6).

KAP, III

Ein specieller Fall der vorhergehenden als eine Ergaenzung zur Nishiuchi'-
schen ebenen pseudoprojektiven Geometrie.

VI
Pseudopunkte, Pseudoebenen uud Pseudogerade.

27. Die in Kap. I betrachtete Transformation kann mancherlei
specielle Formen annehmen, die sich dadurch ergeben, dass die Funda-
mentalkurven L% und Z! zerfallen und zwar entweder fuer beide Raeume
in der gleichen Weise oder auch in verschiedener Art.

Im speciellsten Falle besteht jede der beiden Fundamentalkurven
aus sechs Geraden, welche je ein Tetraéder bilden. Waehlen wir
diese als Fundamentaltetraéder, so laesst sich die Transformation in der
Gestalt schreiben :

X1 X Xy Xy, = amiaty | e Xady | GstiXaXy © Ak Yoy,
wobei ay, @y, a3, @, Zahlenkoeffizienten sind. Umgekehrt folgt daraus
Xt Xt = @ XXXy X XX, an X XX a,l XXX,

Diese Gleichungen erinnern an den analytischen Apparat in der Nishi-
uchi’schen ebenen Pseudogeometrie, wenn sie sich in der Form schreiben

lassen:

Speciell koennten wir die Einheitspunkte eines jeden der beiden
Koordinatensysteme einander zuweisen und erhielten dann die Formeln
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‘X'I;X_,;/YS;X‘=L:_L_;L;—I_‘

L T A

28. Beschreibt nun der Punkt (X;) eine Ebene

51 X1+ 5. Xe + 5. X5+ 5. X, = 0,

so beschreibt der Punkt (x,) cine Flaeche dritter Ordnung

SIB o Fa Xy b Syl X Xady + Sss X X1 X+ S XaZy = O,

welche die sechs Kanten des Fundamentaltetraéders in sich enthaelt.

Umgekehrt ist
g;cﬂijk XXy = O, (Z:]: =1, 2, 3)

eine beliebige Flaeche dritter Ordnung, welche die sechs Kanten ent-
haelt, Gesetzt 2,=0, so muss es geben #4:43=0, so dass @y, =du,
= Qg = A1 = ggy = Q13 = Qg3 = Ao =35y =0 sind.  Ebenso erhalten wir
By ™ By1q = Bagy = Aoy ™= Qg = By = Ay =0, 50 dass die obige Gleichung

ity + Apiia oty T Qe X + Ay XXy = O
wird.
29. Es giebt drei Arten von eigentlichen Pseudoebenen :—
(i) Eine eigentliche Pseudocbene erster Art heisst jede die sechs
Kanten des Fundamentaltetraéders in sich enthaltende Flaeche dritter

Ordnung und ist durch eine Gleichung von der Form

51X1+ 52(Y2+ 53,X3+ S4.X4 = O,
(s1=F o0, 3790, ss=F0, s,5F0)
gegeben.

Diese kubische Flaeche gehoert zur XVI-ten Art bei der Cayley’-
schen Einteilung in 23 Arten'; und besitzt vier Knotenpunkte A,, A,
A, A,

Die 27 Geraden in derselben bestehen in

i) den sechs vierfachen Geraden

[AAy] i =0, #, = 0;
[AAs] i % =0, 1y =0;
[AA]:x =0, 25=0;
[AAs]: =0, 2, =0;

1 Cayley, Collected Mathematical Papers, Vol. VI, p. 359.



Eigentliche
Pseudoebenen erster Art.
(Modelle, verl. v. Martin Schilling, Halle a.S.)
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[AAd:m =0, 13 =0;
[A3A4]:x1 =0, X, =0

und ii) den drei einfachen Geraden

((AA][AA,L: 53a3x3+54a4}l;’4 = 0, Si@H+ Sy, = O,
(A A:] ArAL)) : ssa0r+ sty = O, Sy + S305%5 = O,
([AIA,;][AzAs]) :Sgﬂzxy+53ﬂ3x3 = 0, Slalx1+s4a4x4 = 0,

so dass 6.4+ 3.Iv= 27 ist. Die 45 dreifachen Tangentialebenen be-

stehen in—
i) den sechs zweifachen Ebenen

l
© o

'

S3ls Xyt $4Q4 %,

~

Soy Xy Ssauky =

Se Xyt Satla Xy

li
o

S x -+ saux,

l
o

]

o O

S X+ Sy

)

S1 X+ 204

Il

~

und ii) den vier achtfachen Ebenen
#=0, %,=0, %=0, %3 = O,
und iii) der einen einfachen Ebene
S X+ S, x,+ ssaaxg + s = O,

so dass 6.2+ 4.841.1=45 ist.

(ii) Fine eigentliche Pseudoebene sweiter Art heisst jede die drei
Knnten [AA;], [A:ALL, [AA,]* enthaltende Kegelflaeche zweiter Ord-
nung und ist durch eine Gleichung z.B. von der Form

5. X+ 85X+ 5X; = 0,
(st1=Fo, ss3=0, 530, 5, =0)
gegeben.
(ili) Zin eigentliche Pseudocbene dritter Art heisst jede Ebene, welche
durch eine Kante z.B. [A;A,] hindurchgeht und mit keiner von den

Ebenen {A;AA,}, {A,AA,} zusammenfaellt, und ist durch eine
‘Gleichung z.B. von der Form

1 Wir wollen das Fundamentaltetra¢der mit A;A,A;A, bezeichnen,
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5. X+ 85X, =0,
(s1=Fo, ss7F0, 3 =0, 8, =0)
gegeben.

30. Es giebt eine Art von wneigentlichen Pseudoebenen ; sie besteht
aus dem Inbegriff der Linienelemente in einem Ecke z.B. A; des
Fundamentaltetraéders, die Kanten [AA,], | AA;], [AA4] inklusiv, und
ist durch eine Gleichung von der Form

X, = 0,
(510, 5, =0, $,=0, 5, =0)
gegeben.
31. Es giebt eine Art von eigentlichen Pseudopunkten: Ein eigent-
licher Pseudopunkt ist ein gewoehnlicher Punkt und ist durch eine
Gleichung von der Form

6181+ b8y + bys3+- b5y = O,
b (blzlz(): bzzi:O, bS:i:O; bd'_-*:o)
‘gegeben.

32. Es giebt drei Arten von uneigentlichen Pseudopunkten :

(1) ZLin wuneigentlicher Pseudopunkt erster Art heisst jedes Linien-
element in einem Ecke z.B. A, und ist durch eine Gleichung von der
Form ‘

bisit+ bysy + 858 = O,
(bs=o0, &0, b5F0, b, = 0)
gegeben.

(ii) Ein uneigentlicher Pseudopunkt zweitcr Art heisst jedes Ebe-
nenelement durch eine Kante z.B. [A;A,] und ist durch eine Gleichung
von der Form

0151+ bys3 = 0,
(o0, b0, & =0, by =0)
gegcben.

(iii) Ein uneigentlicher Pscudopunkt dritter Art heisst jeder Punkt
in einer der vier Flaechen z.B. { A;A;A,} des Fundamentaltetraéders
(die ganze Ebene) und ist durch eine Gleichung von der Form

b5 =0,
(by3=0, &=0, b, =0, 8, = 0)

gegeben. Jede zwei solchen Punkte sollen als ein und derselbe ange-
sehen werden,
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33. Es giebt vier Arten von eigentlichen Pseudogeraden ;

(i) Eine eigentliche Pseudogerade erster Art heisst jede durch Ay, A,
A; A, hindurchgehende Raumkurve dritter Ordnung, und ist durch
Gleichungen von der Gestalt entweder

51X+ 52 X+ 85X+ 5, X, = 0,
s/ X+ s/ X+ 5/ X+ s/ Xy = o,
(s;=Fo, s/ 50, i=1,2,3,4)

oder
55X+ 8,X+ 5 X+ 5.X;, = o,
ST X+ 5/ X+ 5/ X = o,
(si:k o, Sj/ :‘:O, i'_"ly 2,34, ].=I) 2, 3)
oder ' )

5 Xy + 53X+ 5,X, = o,

bllX1+53I.X3+S4,X4=O,
(Si :l: o, sjl :l: 0, 1=2,3,4, 7=1, 3, 4)
gegeben. In der Tat koennen die ersten zwei zur dritten Gestalt redu- .

ciert werden.. _

(i1) Eine eigentliche Pseudogerade zweiter Art heisst jeder Kegel-
schnitt, welcher durch zwei Ecke z.B. A;, A, des Fundamentaltetraéders
hindurchgeht und die gegenucberliegende Kante trifft und in keiner

der Tetraéderflaecchen enthalten ist, und ist durch Gleichungen von der
Gestalt entweder

52X+ 6,5+ . X+ 5,X, = o,
s’ Xi+s8/X, = o,
(0, s/ 4, i=1,2,3.4, j=1,2)
X+ 85X+ 5,X, = o.
s/ Xi+ s’ X, = o,
(s:Fo0, s/ Fo0,i=23, 4, J=1,2)

oder

gegeben. In der Tat ist die erste zur letzten Gestalt reducierbar.
(iii) Eine eigentliche Pseudogerade dritter Art heisst jede Gerade,

die durch A; hindurchgeht und in keiner der Fundamentaltetraéder-

flaechen liegt, und ist durch Gleichungen z.B. entweder von der Form

s X1+ 5: X+ 55X = o,
S1’X1+5‘2,AX’2+:3I‘Y3 =0,
(ssF0, s/ 40, i=1,2,3,7=1,2,3)
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oder von der Form
X1+ 85X+ X = o,
31,X1+52,;X2 = O, ‘
(S'i :': o, -?;,4: 0, i= 523, j':'-I! 2)

oder von der Form
$2X2+53X3 =0,

s’ Xi+5/ X, = o,
(Si :i: o, Sjl :': o, i= 2,3 ].= I, 2)

i

gegeben. In der Tat sind die beiden ersten zur letzten Gestalt redu-
cierbar. ‘

(iv) Eine eigentliche Pseudogerade vierter Art heisst jede Gerade,
die einen Punkt in einer Kante [A;A;] mit einem Punkte in der ge-
genueberliegenden Kante [AA,] verbindet und mit keiner der sechs
Kanten zusammenfaellt, und ist durch Gleichungen von der Form

5 Xp+5/ X, = o,
51X1+ SzXz = O,

b (Si:l:O; sj,:lZO) Z.=I’ 2! _7‘:' 3: 4)
gegeben.

34. Es giebt drei Arten von uneigentlichen Pseudogeraden.

(1) Eine uneigentliche Pseudogevade erster Art heisst der Inbegriff
der Linienelemente im Punkte A;, den Kanten [AA;], [AALl [AAL]
inklusiv, welche in einer Kegelflaeche etwa A (A;A,A,PQ) liegen, und
ist durch Gleichungen z.B. von der Form entweder

S X+ 86X+ 5:.XG+5.Xs = 0,
/X, = o,
(siFo0, 8/ Fo0, i=1,2 3, 4)
X5+ 5.+ 85X, = o0,
s/ X, = o,
(s;=Fo, s/ o0, i=2,3,4)
gegeben. In der Tat, die erste ist zur letzten reducierbar.
(ii) Eine uneigentliche Pseudogerade zweiter Art heisst der Inbe-
griff der Linienelemente im Punkte A, welche in der [A;A;] enthalt-
enden, aber nicht mit {AA;A.), {AA;A,;} zusammenfallenden Ebene

¢ liegen, die Geraden [A,A;], [{AA A}, €] inklusiv, und ist durch
Gleichungen von der Gestalt entweder

oder
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5 X1+ 85X+ 5.4, = o,
Sll‘le = 01
(s=£o0. s/ %0, i=1,2,3)
32X2+ Ss.X; = O,
. s/ X =0,
(s:7F0, 8/ =Fo, i=2,3)
gegeben. In der Tat, die erste ist zur zweiten Gestalt reducierbar.

(1) Eidne uneigentliche Pseudogevade dritter Art heisst jede Kante
[A;A;] und ist durch Gleichungen z.B. von der Gestalt entweder

oder

5 X+ sX, =o,
S X+s/X, = o,
(ssFo0, s/F0, i=1,2)

oder
51X1+52X2 = O,
51)(1 = 0O,
(ssF0, s/ Fo0, i=1, 2)
oder
Sl‘X’I = Ol
32,X2 == O,

(siF0, s/ 5F0)

gegeben. In der Tat, die ersten beiden sind zur letzten reduzierbar.

VIL
Merkwuefdige Tatsachen in der Pseudogeometrie.

3s. Satz: (i) Eine durck [AA;) hindurchgehende gewoehnliche
Ebene und (i) eine die sechs Kanten enthaltende kubische Flaeche sind
je eine Pseudocbene. ‘

36. Satz: (i) Eine Ay A, As Ay enthaltende gewoehnliche Qu-
adriflacche und (ii) eine A, enthaltende gewoeknliche Ebene koennen je
als eine Pseudoquadriflaeche angesehen werden.

37. Satz: (i) ZEine A, nicht enthaltende gewoehnliche FEbene
und (i) eine A, Ay Ay enthaltende Quadriflaeche kann je als eine
pseudokubische Flaeche angeschen werden.

38. Satz: (i) Eine durch A, hindurchgehende gewoehnliche
Gerade, (i) eine [AA;], [AwA,] betreffende Gerade, (iii) eine Kante
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[AA], (iv) ein durch A, A, hindurchgehender und [AA,)] betreffender
Kegelschnitt und (v) eine durch Ay, Ag As, Ay lindurchgehende kubische
Kurve sind je eine Pseudogerade.

39. Satz: (i) Eine [AA;] und keine andeven Kanten schneidende
gewoehnliche Gerade, (i) ein durch A; hindurchgehender und [A;AL],
[AA]] schneidender Kegelschnitt, (iii) ein duvch A, A; hindurchgehender
und keine andevn Kanten schneidender Kegelschnitt, (iv) ein durch Ayl
A, landurchgehender und durch A, nicht hindurchgeliender Kegelschnitt
in der Ebene {AyBiA}, (v) ein [AAL], [AA] [AAL] TA;A,] schnei-
dender ]{'egelsc/znz'tt und (vi) etne durch Ay, A, kindurchgehende und [ AA;],
[A;AL). [A;A,] betreffende kubische Raumbkurve sind je ein Pseudokegel-
schnitt. ~
Beweis. (i). K' (1)=K_ (5).

(i), (i), (i), (v). K* (4)=K3* (4)
(vi). K* (7)=K* (3).

46. Satz: (i) Eine keine von den sechs Kanten [AA[] betreffende
gewoehnliche Gerade, (i) ein [AA;], [AAL), [AA,] schneidender und durch
A, (n=1, 2, 3, ¢) nicht hindurchgehender Kegelschnitt, (iii) ein [AA;]
schneidender und mit [AA)) koplanaever und [AAL], [AA] nickt be-
treffender  Kegelschnitt, (iv) ein [AiAk], [AA] [AjAL] betreffender
Kegelschnitt und (v) eine die sechs Kanten [AA), (4, 7=1, 2, 3, 4, i=£))
betreffende kubische Kurve sind je eine pseudokubische Kurve.

Beweis. (i). K* (0)=K? (8).

(if), (iii), (iv). K* 3)=K¢ (7).
(v). K* (6)=K?% (6).

41. Satz: Sind Py, Py, P, Pv irgend vier Pseudopunkte entweder
() auf einer eigentlichen Pseudogevaden erster Art, oder (i) auf einer
eigentlichen Pseudogevaden zweiter Art, oder (iii) auf einer uneigentlichen
Psendogeraden erster Art, so ist das Fsendodoppelverhaelinis (PP, PiPy)
gleick dem gewoehnlicken Doppelverhaeltnis der vier projizierenden gewoeln-
lichen Ebenen {PuAiPi}, {PuliP.}, {PulAiPr}), {PuAPy}, worin Py cin
beliebiger Punkt auf dev Pseudogeraden ist; und umgekehrt,

Beweis. Man projiziere die vier Punkte Py(X7), Po(X"), PA(X' +1X"),
Pv(X'+XX") von der Geraden [PyA,] aus mittels der gewoehnlichen
Ebenen. Die Gleichungen dieser Ebenen nehmen je die Gestalt

@ X3 Xyt o X, Xp + 0, X, Xy =o0.

t Von jetzt an, wollen wir einen Punkt auf der Geraden [A4A;] stillschweigend mit
Agj, Py ete. bezeichnen.
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Also erhalten wir

{PuAP}: | XX/ XX/
o= (X + p X)X+ pX)) (X + p XX + pX)
XX, X.X, -
Xz'Xs’ =0,
(X + p X)X + p X
XX,
{PLAP,): | XX XX,
o=\ (X +p XWX+ p Xy (X p XWX + pX5)
X3 Xy XX,
XX =0,
(X + p X)X+ X)
XX

(PuAP) 1 | (X + AXN X, +A X)) (X + AKX )X + 2K
o= ()Q’+}lX3”)(X4’+/lX4”) (Xll'jf'/lX;”,(Xz,'*'ﬂXZ”)

XX, XX,
(X + A X)X+ AXY) |=o,

(X2'+;1X2”)(1Y3’+/1)(3”)
X, X,

{PP-AIP)\,) : (Xg,"‘l' ll&”)(X{ + XIJX;I/) (X;l + Z/X;l/)(X; + l/le/)
=] (X +p XX+ p X)) (X + p X)X+ pXy)

| .XgX; X1X2 N
Xy + VXX XX [=o.

(X Y+ PX; 2”) (X S+ X 3”)

(XX,
Setzt man nun 7 _

4= X3,X4’ XX /Yz,X:’,, ,
XX XXX X,
XX, XX, X X,

d= X/X/ X/ x)/ XXy ,
X3’X4” + &//qu X;’Xz” + XQIIXZI XZ'X3/’+ XZIIXs/
XX, XX, XX
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AII = )(:;IIX{I X4IIX2N Xz”.X;” s
X;IX/I + X':}IIXJ ‘X{le ! + X;I/Xgl leXalI + XZI /1Y3I
XX, XX, ' Xo Xy

so erhaelt man
po=p(p + pd),
¢y =—d+pd’,
¢ =+ L, —A(d + 2 d"),
G =@t Mg~ N(d' + 2 4").
Aus den ersten zwei Gleichungen ergiebt sich

44 d'= S+ pun,

so dass
¢1=O)
902:0)
. 501(/‘_'2)—1” (/,t “)‘)¢2=O:

=) = Xp(p—V)gpp=o.
Da p—2i4=0, u—A'3-0 sind, so erhalten wir schliesslich

901—‘01
?220;
o1 —Apg, =0,

Das Doppelverhaeltnis der vier projizierenden Ebenen ist also

(=2p): (—=Apy=2: 4.
Nun ist das Pseudodoppelverhaeltnis (PP, PiPw) gleich 4: . Also
stimmen die beiden Doppelverhaeltnisse ueberein.

42. Satz: Sind Py, P, Py, Py drgend vier Pseudopunkte entweder
auf einer etgentlichen odev uneigentlichen Pseudogeraden, so ist das Psendo-
doppelverhaceltnis (PyPy, PAPw) gleich dem gewoehnlichen Doppelverkaeltis
(PiP., PaPw), wenn die Pseudogebilde als gewoeknliche angesehen sind.

Beweis. Ist die Pseudogerade entweder eine eigentliche Pseudo-
gerade erster oder zweiter, oder eine uneigentliche Pseudogerade erster
Art, so folgt unser Satz unmittelbar aus 41I.

Ist die Pseudogerade eine uneigentliche Pseudogerade dritter Art
(z.B. [A{A,]), so schneidet eine durch die gegenseitige Kante ([A;A;5])
hindurchgehende Ebene eine Bueschel von Linienelementen aus, und
gilt in dieser Ebene die Nishiuchi‘sche Pseudogeometrie, in welcher
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das Bueschel die Rolle einer uneigentlichen Pseudogeraden zweiter Art
spielt. ‘ '

In diesem und in andern Faellen, folgt unsre Behauptung aus dem
folgenden Yemma: Das Pseudodoppelverhacltnis (PiPy, PrPv) ist gleick
dem gewoehnlichen Doppelverhaceltnis der vier Fbenen {A;AP1}, { AAP:},
{AAP ), {AAPr), wo die Gerade [A;A;] keine der Pseudopunkte
P, P, P», P» enthaelt.

In der Tat sind die vier projizierenden Ebenen durch die Gleichungen

P1=) 43 X |=0,
X! X/
Po=| X3 Xy =0,
X2/I X3,’
o+ Ap,=| 5 E2) =0,
2’2 + ‘lel ‘X;/ + AX;H
o+ Vo= x X =0

X’Zl_i_ XIA/'ZII ‘X‘:;I‘I' l/Xz’l
gegeben.

Das Doppelverhaeltnis dieser Ebenen ist.2:4, welches mit dem
Pseudodoppelverhaeltnis (PP, Py Pw)=4:4" uebereinstimmt.

43. Satz: Ein Pseudodoppelverhacltnis von irgend vier eigentlichen
Pseudogeraden dritter Art in einer eigentlichen Pseudocbene dyitter Avt,
ist gleich dem entsprechenden gewoehnlichen Doppelverkaeltnis, wenn die
Pseudogeraden als gewoehnliche Geraden angesehen sind.

Beweis Die genannte Pseudoebene kann als eine Nishiuchi’sche
Pseudoebene angesehen werden, so dass wir die Nishiuchi’schen Pseudo-
koordinaten (X;) einfuehren koennen,

Es seien die vier Pseudogeraden durch

dh=s5Xs+s5X;,=0,
do=5/ X3+ s/ Xy, =0,
¢t Ady=o0,
¢+ Ady=0
gegeben, welche durch den Pseudopunkt (o0:a,: —ay) (ein Punkt auf
[A;A,]) hindurchgehen. Dies werden :

G1=Spa3 X+ S3ay 45, =0,

py=siany + sz =0,



334 ' Tsurusabure Ota.

¢1+Ag=o0,
@1+ M g,=o0.
Das Pseudodoppélverhacltnis der vier Pseudoebenen
$1=0, |
2 =0,

d1tAid.=o,
1+ Ndy=0

ist A: 4. Das Doppelverhaeltnis der vier Ebenen

¢1=0,
¢3=0,
o1+k @, =0,
g+l g=0

ist ebenfalls 1: 4. Also folgt unsre Behauptung.

44. Satz: Das Pseudodoppelverhaeltnis von trgend viev eigentlichen
Pseudoecbenen dritter Art ist gleich dem entsprechenden Doppelverhaeltuis,
wenn die Pseudoebenen als gewoehnliche Lbenen angesehen sind.

Beweis. Es seien die vier Psendocbenen durch

¢1E~92X3+53/Y2=0,
=5 Xy + 55’ Xo=0,
di+id,=o0,
i+ dp=o0
gegeben, dann erhalten wir das Resultat auf ganz analoge Weise wie
in 43. ’

45. Satz: Das Pseudodoppelverhacitnis von irgend vier Pseudopuntk-
ten auf cinem Pseudokegelschnitt, welcher den Duvchschnittskegelschnitt
eines Kegels 2.B. A{(AA A PQ) mit einer durch A(i= 2, 3, 4) hindurch-
gehenden Ebene ist, ist gleick dem entsprechenden gewoehnlichen Doppel-
verhaeltnis, wenn der Pseudokegelschnitt als ein gewoelnlicher Kegelschmitt
angesehen ist. "

Beweis. Es seien Py, Py, P), Py die vier Pseudopunkte auf dem
genannten Pseudokegelschnitt, welcher z.B. durch A, hindurchgeht.
Man fasse die vier Pseudoebenen {[ALA:], Pi}, {[AIA‘J, P}, {[AiA,],
Pi ), {[AA,], Pr}, welche gleichzeitig auch gewoehnliche Ebenen sind
ins Auge. Diese vier Pseudoebenen bestimmen ein Doppelverhaeltnis ;
und sie schneiden vier uneigentliche Pseudopunkte (Linienelemente) von
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der Kegelflaeche aus, welche auch ein gewoehnliches Doppelverhaeltnis
von Linienelementen bestimmen. Betrachtet man nun die genaniite
Konfiguration vom Gesichtspunkte der gewoehnlichen Geometrie aus, so
ist der Punktquadrupel Py, P, P3, P zum Quadrupel der genannten
Linienelemente perspektiv. Die letzten bestimmen aber ein Doppelver-
haeltnis im gewoehnlichen Sinne. Also ist das Pseudodoppelverhaeltnis
(P,P,, PiPy) gleich dem gewoehnlichen Doppelverhaeltnis (P,P,, PAPy).

46. Satz: Das Pseudodoppelverhaelinis von trgend vier Pseudopunkk-
ten auf einem Pseudokegelschnitt, welcher entweder (i) eine die Kante
[ALA,] betreffende und keine andeven Kanten schneidende gewoehnliche
Gerade, oder (i) ein durch A,, A; hindurchgehender und lkeine anderen
Kanten schneidender Kegelschnitt, oder (iil) ein durch Ay hindurchgehen-
der und durch A, nicht hindurchgehender Kegelschnitt ist, ist gleich dem
entsprechenden Doppelvevhacltnis, wenn der Pseudokegelschnitt als ein
gewoehnliches Gebilde angesehen ist.

Beweis. (i) Der Beweis ist wesentlich in 41 enthalten,

(ii) In der Pseudoebene des Pseudokegelschnittes gilt die
Nishiuchi’sche ebene Pseudogeometrie, und die Gleichung des genannten
Kegelschnittes ist etwa von der Gestalt

Ky=dxi+ dizyxs+ dosze + dyzy v =o0.

Es seien die vier Punkte durch die folgenden Gleichungen gegeben.

P, : K;=o0, P1=bx+ byt =0,
P, : K=o, Co=cim+ =0,
Py : K=o, . o+ A ga=0,
Py : K=o, o + Mo, =0.
Dies werden
P, : K=o, O =b, X5+ by, X7 =0,
P, : K/=o0, dy=cia X5+ 323 X54=0,
P : K/=o0, i+ A g=o0,
Pv: K=o, d+AP=o,

waobel -
K/ =dal Xo X5+ diaaay X+ daasoy X, X + dyarnan X1 X

gesetzt ist. Hiermit haben wir
das Doppelverhaeltnis (P1Py, PrPv)=2: 4
=das Pseudodoppelverhaclinis (PP, PrPw).
47. Satz: Das Pseudodoppelverhaeltuis von irgend vier Pseudopunk-
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ten auf dem Pseudokegelschnitt, welcher ein [AA:], [AAL [A;AL],
[A;A;] schneidender Kegelschnitt ist, ist gleich dem entsprechenden Dop-
pelverhaeltnis, wenn der Pseudokegelschnitt als ein gewoehnlicher angeschen
ist.

Beweis. Sind die vier Punkte mit P,, P, P, P, bezeichnet, so sind
{AAP ), {AAP), {AAPR}, {A;AP,} Pseudoebenen eines Pseudo-
ebenenbueschels sowie Ebenen cines Ebenenbueschels. Also folgt unser
Satz aus 44. ~

48. Satz: Das Pseudodoppelverhaeltnis von irgend vier Pseudopunte-
ten auf dem Pseudokegelschnitt, welcher eine duvch A, Ay hindurchgehende
und [AA;], [AAL] [AA] betreffende kubische Raumburve ist, ist gleich
dem entsprechenden Doppelverkacltnis, wenn der Pseudokegelschnitt als eine
gewoelknliche kubische. Kurve angesehen ist.

Beweis. Sind Py, P,;, P;, P, die vier Pseudopunkte, dann sind
{ALAP ), {AAP,), {AAP), {AAP} Pseudoebenen eines Pseudo-
ebenenbueschels sowie Ebenen eines Ebenenbueschels. Also folgt unser
Satz aus 44.

49. Satz: Das Pseudodoppelverhaclinis wvon irgend wvier Pseudo-
punkien auf der pseudokubischen Kurve, welche entweder (i) eine keine von
den sechs Kanten [AA;] betreffende gewoehnliche Gerade, oder (ii) ein
[AA] [AAL [AA] schneidender und durch A (n=1, 2, 3, 4) nickt
hindurchgehender Kegelschnitt, oder (iii) ein [A;A;) schneidender und mit
[ALA]] koplanacrer und [AA,], [AA]] nickt betreffender Kegelschnitt,
oder (iv) ein [AAL], [AA], [A;AL] betreffender Kegelschnitt, oder (v)
eine die sechs Kanten [AA;] (5, j=1, 2, 3, 4, i357) betreffende kubische
Kurve ist, ist gleich dem entsprechenden Doppelverhaceltnis, wenn die
psendokubische Kurve als eine gewoehnliche angeschen ist.

Beweis. (i) Der Beweis ist wesentlich in 41 enthalten.

(i), (iii), (iv). Der Beweis ist wesentlich in 48 enthalten.
(v). Wenn die genannte kubische Kurve durch paramet-
rische Gleichungen gegeben ist, so muessen die Gleichungen die Gestalten
annehmen ;
n=a(t— a))(t— as)(t— )= t>+ b+ ot +
r=a(t— a.t— ;) (¢ —ag) = apt®+ byt + ¢yt + d,
= ay(t— oot — ) (0 — ) =yt + byt  + et + o,
ry=a(t—a)(t— a)(t—as)=agt® + b2+ et + dy,
welche in
Xy=pa;(t—a)(t—a5)(t—a)y=a) 3+ b/ P+ ¢/t + &Y,
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Xo=paz ' (t— o)t — a)(t—a))=a)t* + b/t + ¢/t + &,
—}(3210”3—1(“_ as)(t“ ’14)(5" U5) =/t + b,/ + e/t + &

Xi=pa;(t—m)(t—a)(t—ag)=a/t*+ b,/ 2+ c/t+ d,

uebergehen.

Es seinen irgend sechs Punkte auf der Kurve durch

(=2, (=1, ()=, (=1, V)=t (#7)=4,

gegeben. Dann erhalten wir —
{123} : | 2 % 2,
ENE N

Mo
1 Ay A3 Xy

xlllllellxs/llx4lll

]

&t + b+ et +d,

ati+otitet+dy ati+otit ot +d,
ati+btifat,+d,  atit+bti+ ot +dy
atitotitotstdy a4 bt ety d,
at* ot ot +dy agP+ o8 + cg+d, |,
Attt ottt +dy afi+bti et +d,
Ayt ot ety dy  adid b+ ety + d,
@ty + bl cts+ dy  aldi+ b+ et +d,
=|la b d |.| ¢
as by ¢, 812
as b, ¢; d 13 22 ¢4,
a byocy dy | | £ £ g,
Ebenso erhalten wir —

{124} | mm e m vy |= &y by er dy . 2382 ¢
wal ey | abyod | | 22
PN ‘ @ by c; d 4 1 ¢,
2Vl Val” ‘ @y byco dy Y2t

Es seien die Gleichungen von {125} und {126} durch

{125} B ’—1_, X X X X ! 0, s=

l E A A R A N
o' ' x | ‘ 7" n % ‘
! xll//lellrgl”x41” xIVxIV IV IV 1

s+ byt 4ot + d,

[

-
2

6,
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Dann sind 4, durch

2 22 ¢,
@18y
£ 2% ¢,
71

definiert, so dass wir haben:

(( 123}{ 121}, {125} {126>):25/16;

224,
A O
t;tiﬁtzli
B

A S S
£ I#
P b

Ly 1 £

s |8
A P&
P 23

Bl P2

Ebenso erhalten wir fuer die Pseudoebenen —

{172'/}:

{125} :

so dass

XX X X |=
XXX X/
)(l"Xz”X;,”X;"
X?‘)XEJ)X-?')XY)
X X X, X,
)(1/ le Afg/ X{
)(11/ )(2// X3// /nl/
X’IIII‘X;IIIX!H‘X;III
£ 42
£ 13
2

Also erkennen wir, dass
({123} {124}, {125 {126}) =4/ =4/ /],
:(<I,2’3’}< 1/2/4'}{11215l}< 112161})

ist.
50.

Satz :

a b/ o d/
ﬂzl ézl 52, a/
! ’ ’ 14
' b ¢f dy
al & ¢ d!
’
At X, X, X, X,

L2 |4

1
:

] frl

XXX XY
‘XVIII X2H X;/I thl

22t
AP
AR |
thé, 1

=0, s=35, 6,

XXX X

P A
[ PN

I A LA |

=0, s=§, 6

I A A

Das Pseudodoppelverhaeltnis von trgend vier Fseudoele-
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menten eines Psendogebildes erster Stufe, erster oder sweiter oder dvitter
Ordnung ist gleich dem entsprechenden Doppelverhaeltnis, wenn das Pseus
dogebilde als ein gewoehnliches Gebilde erster Stufe, erster oder aweiter
oder dritter Ordnung angeschen werden kann. '

§1. Zusatz: Das pseudoharmonische Doppelverhaeltnis von Pseudo-
elementen eines Pseudogebzld’es erster Stufe, ervster oder zweiter oder dyitter
Ordnung ist auch ein gewoehnliches harnonisches Doppelverhaeltnis, wenn
das Psendogebilde als ein gewoehnliches Gebilde erster Stufe, erster oder
sweiter oder dritter Ordnung angesehen werden kann.

52. Zusatz:
dogebildes erster Stufe, erster oder zweiter odev dvitter Ordnung ist auch
eine gewoehnliche Involution, wenn das Pseudogebilde als ein gewoehnliches
Gebilde erster Stufe erster oder zweiler oder dyitter Ordnung angesehen
werden kann.

Die Pseudoinvolution von Pseudoelenenten eines Fseu-

VIIL

Pseudoprojektive Erzeugnisse und Analogien.

(A) In der Pseudoebene :

53. Satz: Zwei Pseudopro- | Satz: Zwei pseudoprojektive
Jektive (nicht  pseudoperspektive) | (nicht pseudoperspetetive) Pseudoger-

Fseudopunktreihen  bestimmen  eine | adenbueschel bestimmen ein Pseudo-
Fseudopunktreihe sweiter Ordnung. | geradenbueschel zweiter Ordnung.

Satz: Die Pseudopunktreihe zweiter Ordung und das Pseudogzm—
denbueschel zweiter Ordnung stinwmen miteinander ueberein.

Es giebt einige merkwuerdige specielle Faelle :

(1°) Die folgenden szwei Evzeugungsweisen stimmen in den beiden
Geometrien ueberein — ' '

Eine Ebene sux,+ s.x%=0 schn-
eide die sechs Kanten in den Punkien
Ay, A, A, Es seten in dieser Ebene
swel  projektiven  Gevadenbueschel
Ay g), Alg/) gegeben, in welchen
[AsAs], [AAyp] sick nicht ent-
sprechen. Dann ist das projektive
Erzeugn'z's ein durch A3,~A4 hin-
durchgehender Kegelschnitt.

Es seien in der Pseudoebene
{AAA,) zwel  pseudoprojektive
Prseudogeradenbueschel Ayfg),Aa)
gegeben, in welchen [ AzAs), [AAw]
sich nickt entsprechen, und die Kerne
die Psendopunkte [AsA], [AdAL]
sind. Dann ist das pseudaoprojektive
Erzeugnis ein durch je einen Pseudo-
punkt (im Punkte Ay od. Ay) hin-
durchgehender Kegelschuitt.
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(2°) Ein und derselbe Kegelschnitt kann auf zwei Weisen erzeugt

werden

Es seien [PA,], [PA;] zwei
projekitve (sowie pseudoprojeketive)
Punktreshen (P;) und (P) derart,
dass P(y/ 4a’~1/2, a, a)~Ax0, 0, 1),
Ayo, 1, o)y ~P(,,). Dann wird
der Inbegriff der Geraden (PP/)
(Pseudokegelschnitt) einen dnrch A,,
A; Jundurchgehenden Kegelschnitt
(einen Psendokegelschnitt) wmbhuel-
len.

Es seien [PA,], [PA;] zwei
pseudoprojektive (sowie projektive)
Pseudopunktreilen (P;) und (P)
derart, dass P(y/yd*-1/2, @, a)
~[A1A2](O’ 0, I)r [A2A3](0: Z, 0)
~P(,,). Dann wird der Inbegriff
der Psendogeraden (AAAP.P/)
(Kegelschnitt) einen durcl A, A,
lindurchgehenden Pseudokegelschnitt
(Kegelschmirt) umhuellen.

(3°) Die folgenden zwei Erzengungsweisen stimmen in den beiden

Geometrien webeveirn —

Eine  pseudokubische  Kurve
(¢in Kegelschnitt) ergiebt sick aus
dem Pseudogeradensystem

aXoXs+ XX o XiXe=o0,
b X+ 26, X,—=o.

und dem Pseudokegelschnitiensystem
aXeXs+ XX, + 6. X1 X,=0,
X1+, X =o.

54. Satz:

Ein Kegelschnitt (eine pseudo-
kubische Kurve) ergiebt sich aus
dem Geradensystem

ety + eyt s =0,
. bty + Aoy, =o.
und dem Geradensystem
C\x + Gyt Gr3=0,
duxy + Adx,=o0.

In der Nishiucki'schen Pseudoebene ist die notwendige

und hinreichende Bedingung dafuer, dass das pseudoprojektive Erzeugnis
der beiden psendoprojektiven Pseudogeradenbueschel P(g) und P'(g/) eine
gewoehnliche Gerade sei, besteht darin, dass die beiden Kerne P und P/

thve Koordinaten in der Bezichung
P: (X X2 X5),
haben, wo v, Konstante sind.
55. Satz: Das pseudoprojete-

tive Erseugnis wvon dem Pseudoke-
gelsclittsbueschel

K+ AK/ =0
und dem dasn pseudoprojektiven
Pseudogeradenbueschel
P+IP =0

P (X s Xyt X))

Satz : Das pseudoprojektive Er-
geugnis von der Pseudokegelschnitts-
schar

B,+-2B)=o0
und der dazu psendoprojektiven
Pseudopunktreihe

G+AG'=0
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ist eine Pseudokurve dritter Ovdnung 1

K K
VN

wo K, K je einen quadratischen
Ausdruck und P, P’ je einen linea-
ven Ausdruck in (X) darstellen.

)

341
ist eine Fseudokurve dritter Klasse
B2 B2,

l G &

wo By, By je einen gquadyatischen
Ausdruck und G, G' je einen linea-

=o,

l ven Ausdruck in (s) darstellen:

Einige specielle Faelle derselben sind interessant :

(1°) Die folgende Erseugung stimmt in den beiden Geometrien

ueberein —

Das Erzeugnis von
b Xo X+ 0, X, X+ 0, X, X,
+ XXy + XX + 6 X, Xy)=0.
und
d X+ Xy + dy Xy
+HaXi+aX;+eaX)=0

ist eine Pseudokurve dritter Ordnung.

Das Erzeugnis von
by + ooy + oz
+ Aoy, + e+ c23) =0
und
A+ dyrzy + dyxi 2y
+ Aestars + camaty + 63412,) =0
ist eine Kurve dritter Ordnung.

(2°) Die folgende Erszeugung ist interessant —

Das Erzeugnis von
5 X X5+ 0, X X1+ 6, X, X,
+ M oG+ XX + 6 X Xp)=0
und .
B X+ d, X+ NenXy 4+ 6 Xs) =0

ist eine Pseudokurve dritter Ordnung.

Das Erzeugnis von
b1y + baty + bat
4 ey + oy + C343) =0
und ‘
dixy+dix + /_1(6’1«'”2 +632)=0
ist ein durch A; hindurchgehender
Kegelschnitt. '

(B) Im Pseudobuendel:

56. Satz: [Es seien zwei von
einander verschiedene nicht pseudo-
perspektive Pseudoebenenbueschel ge-
geben - dev Inbegriff der Pseudogera-
den, welche die  Durchschnitts-
pseudolinien szweier su  einander
entsprechender  FPseudoebenen  sind,
ist das Pseudokegel zweiter Ovdnung.

Satz: FEs seien zwel
einander verschiedene nicht pseudo-
perspektive  Pseudogeradenbueschel
gegeben : dev Inbegriff der Pseudo-
ebenen, welche die Verbindungs-
pseudochenen  zweier zu  einander
entsprechender Psendogeraden sind,
ist das Pseudocbenenbueschel sweiter
Ordnung.

von
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N.B. Der Scheitel des Pseudokegels
6 X X+ 0, XX+ 0, X X =0

oder

X X+ e XX+ X+ 6XX=0

ist der uneigentliche Pseudopunkt zweiter Art.

_Einige specielle Faelle sind interessant —

(1°) Die folgende Erzewgung stimmt in den  beiden  Geometrien

uebevein -

Das Erzeugnis von
b X+ X+ A8y X+ b Xy =0
und
X+ X+ M/ Xy + e/ X)=0

ist ein Pseudokegel zweiter Ordnung.

(2°) Die folgenden Tatsachen

ueberein —
Schneidet eine Pseudoebene
by Xo+ b, X3=0
das Pseudokegel

BXG+ B XX, + AN X
+ & X X,=o0,
so ist die Duvchschnitiskurve ein
Pseudokegelschnitt.

Das Erzeugnis wvon
boty + bz, + A0y 13+ 85’ ) =0

und

e+ ety + Aoy 24+ ¢ 2)=0

ist ein Kegel zweiter Ordnung.

Stimmen in den betden Geometvien

Schneidet eine Fbene
bots+ by =0
das Kegel
oy + Bitar, -+ Bot
+ Aot =0,
so ist die Durchschnittskurve .ez'n
Kegelschnits.

(C) Im Raume:

57. Satz: Zwei nicht kopla-
naere  pseudoprojektive  Pseudo-
punktreihen bestinmen eine Pseudo-
vegelflaeche zweiter Ordnung.

pseudoprojektive

Zwei nicht schneidende
Pseudoebenenbue-
schel  bestimmen eine Pseudoregel-

Satz:

HAaeche zweiter Ordnung.

Einige specielle Faelle sind interessant —

1°)  Die foloenden Erzeugungen stinunen in den beiden Geometrien
4 (g UNG

miteinander ucberetn :

Sind die Pseudoecbenenbuesche!
[AA,] und [AsA,] pseudoprojettiv,
dann ist das Erzeugnis eine Pseudo-
vegelflaeche zweiter Ordnung.

Sind die Ebenenbueschel [A,Aq]
und [A A, projektiv, dann ist das
Erzeugnis eine Regelflaecche sweiter
Ordnung.
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(2°) Die folgenden Erseugungen stimmen in den beiden Geometrien
miteinander ueberein, wenn wiv den speciellen Fall des linkseitigen Satzes
betrachten, in welchem die genannten Eyzeugenden eigentliche Pseudogerade.

vierter Art sind :

Sind PPy, [QuQul trgend
swei pseudoprojektive Pseudopuniki-
veihen (auf swei eigentlichen Pseudo-
gevaden vievter Art), dann ist das
- Evgeugnis  eine  Pseudoregelfiaeche

sweiter Ovdnung.

58. Satz: Sind irgend swwel
Pseudobuendel S und S' pseudokol-
lineaer so bilden die Pseudokreu-
sungslinien  je zweier  einander
entsprechender  Pseudocbenen  eine
Pseudolintenkongruenz  erster Ord-
nung und dritter Klasse und &ildet
der” Inbegriffl der Pseudokrenzungs-
punkte je  zweler einander ent-
sprechender und kreusender Pseudo-
straklen  eine
dritter Ordnung.

Bseudoravmburve

59. Satz: Sind irgend zwei
Pseudobuendel S und S' pseudokor-
velativ, so bilden die Pseudokren-
sungspunkte  jeder einander ent-
sprechenden  Pseudostralilen  und
FPseudoebenen  eine Flaeche zweiter
Ordnung.

Sind [PuPo), [QuQu) irgend
zwei die Kanten [AA], [AA]
schneidende projektive Punktreihen,
so ist das Erzeugnis eine Regelflacche
zewetter Ovdnung.

Satz: Sind irgend zwei Pseudo-
Jelde sund s pseudokollineacr, so
bilden die Pseudoverbindungslinien je
sweier  einander  entsprechender
Pseudopunkte eine  Pseudolinienkon-
gruens dritter Ordnung und erster
Klasse und bildet der Inbegriff der
Pseudoverbindungsebenen je zweier
einander entsprechender und pseudo-
koplanaerer  Pseudostrahlen  ein
Pseudoebenenbueschel  dritter Ord-
nang.

Satz 1 Sind irgend zwei Pseudo-
Jfelder s und s' pseudokorrelative, so
bilden die Pseudoverbindungsebenen
jeder einander entsprechenden Pseudo-
straklien und Pseudopunkte ein
Pseudoebenenbueschel zweiter Ord-
nung (od. eine Pseudoflaeche zweiter
Klasse).

60. Eine und dieselbe Flaeche zweiter Ordnung, welche durch
Ay, A, Ay A, hindurchgeht, kann auf zwei Weisen erzeugt werden;

also z.B.

Ein durch A, hindurchgehen-
der Strahl sei durch

Yo _ Xz __ My

2 ©oy

Ein durch A; hindurchgehen-
der Pseudostrahl sei durch
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gegeben ; und eine durch A, hin- | gegeben; und eine durch A; hin-
durchgehende Ebene sei druch durchgehende  Pseudoebene sei
_ durch

u Xyt sy x5+ s 23=0, 0 X+ 0,X, + 5 Ko =0

gegeben.  Sie seien durch gegeben. Sie seien durch

= a4
Sty =y A 4 A arY, YU = Qal + @+ A,
Sty= @+ agy, YUy= Qs + ant,
Stz3= QagV YU3= ann

korrelativ  aufeinander bezogen. | pseudokorrelative aufeinander be-
Dann ist das Erzeugnis: zogen. Dann ist das Erzeugnis:

XX+ A Xy + iz : @1 X X+ . o X+ 4 X X,

+ @ttty t ATty + A Xa®y=0. | +anX, X+ anX X+ an X1 X; =0.

Die Erzeugnisse stellen eine und dieselbe Flaeche sweiter Ordnung
dar.

IX.

Pseudopol und Pseudopolare.

61. Definition. Jeder Pseudostrahl g; eines Pseudostrahlenbueschels
P(gs) schneidet eine Quadriflaeche in zwei Pseudopunkten Q, Q. Auf
£:; nehmen wir einen Pseudopunkt P’ derart, dass (QQ’, PP’') eine
pseudoharmonische Gruppe ist. Dann ist der Ort @ von P’ eine Pseudo-
ebene und heisst die Pseudopolare von P in Beeug auf die Pseudogqua-
driflacche uud P heisst der Pseudopol von mw in Besug auf dieselbe Pseudo-
quadriflacche.

62. Ist insbesondere die Pseudoquadriflaeche eine durch A,, A,,
A, A, hindurchgehende gewoehnliche Quadriflaeche, so erhalten wir
den folgenden -

Satz: _Jede durch Ay, A, As, Ay, P geschriebene kubische Raum-
kurve schneidet eine Ay, Ay Agy Ay enthaltende Quadyifiaeche in zwei noch
andern Punkten Q, Q. Es sei P’ ein Punkt auf dev kubischen Raumbkurve
derart, dass Q, Q', P, P! eine harmonische Gruppe bilden. Dann ist der
Ort von P eine [ALA;), [AAs], [AAL] [AAs], [AA,), [AsAy] enthal-
tende kubische Flaeche mit vier Knotenpunkten A,, A, A, Ay

63. Ist dagegen die Pseudoquadriflaeche eine A; in sich enthal-
tende gewoehnliche Ebene, etwa

0 Xy Xy + X X + 0, X X, =0,
dann ist die Pseudopolare vom Punkte P(Y)



Die allgemeinen eineindeutigen Transformationen etc.

(2) (Vs +a, Vo) X1+

ten wir den
Satz :

(V1 + 0, V5) Xs +(a, Y,

welche ein gewoehnlicher Kegel mit dem Scheitel A, ist.
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4, V) Xy =
Also erhal-

Jede durch Ay, Ay, Agy Ay P geschricbene kubische Raumbkurve

schneidet eine durch A, hindurchgehende Ebene in swei Punkten Q, Q. Es
sei P! ein Punkt auf dev kubischen Baumbkurve devart, dass die vier Punkte

Q, Q', P, Y eine harmonische Gruppe bilden.

ein Kegel mit dem Scheitel A,

96. Man betrachte einen
Pseudokegel
) (I> a X Xy + ap X0 X,
+a;,. X, X,=0

Dann ist die Pseudoplare von P(Y),
(2) (2 Vs + g Yz)/“
+ ((13 Vi4+a Y‘%)Xz
+ (“1 Vi+a, YJ)/Y:«;
= 0’
welche ein gewoehnlicher Kegel
vom Scheitel A, ist. Dies wird
(3 (“a—z + ‘ai>x21’3
Y e
(2 2 Y
N Js
+ (i + i)xlxg =o,
e I
wenn man y,=1/Y,; setzt.

Die gewoehnliche Polare von
P in Bezug auf (3) ist

(4) 2o+ (Zay)(Eniy)=
Damit (1) und (4) uebereinstimmen,
ist es notwendig und hinreichend,
dass

Yt ys=1[a:1[ay: 1]y
ist. Also muss P die Pseudokoor-
dinaten («;:ay: a3: ¥;) haben, wo
¥, beliebig ist.

Dann ist der Ort von P’

Man betrachte einen Kegel

(1) Bty + Potar, + Bixriry=0
Dann ist die Polare von P(y)
(2) (Boys+B:y)m
+ Byt fiyn
+ B 32+ Boyr)a=o0,

welche ein Pseudokegel vom Schei-
tel (A4A,A;) ist. Dies wird

© (BB
(ﬂ3 +'91 XX

B ﬁz, -
+(Y2+ YI)Xng o,

wenn man Y,=1}y, setzt.
Die Pseudopolare von P in
Bezug auf (3) ist
(4) 2B.Xi+(2B.Y.)(2X/Y)=o.
Damit (1) und (4) uebereinstimmen,
ist es notwendig und hinreichend,
dass
ViiYe: Vi=1/Bi:1/B:1/Bs
ist. Also muss P die Koordinaten
(B: B.: Bs:y,) haben, wo y, belie-
big ist.
Betrachtet man das Kegelbue-
schel
B X+ B X+ B X,
+ Z(ﬂxl‘)ﬂ +ﬁ,2)(2 +53,)(3)=0,
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Betrachet man das Pseudoke- | wo die Achse [A,Q] die Pseudo-

gelbueschel koordinaten (q) besitzt, so ist
ot + QX+ Oty Qi Qs
+ Aoy 2+ &l 25+ s’ %) =0, e ‘2 T ‘ ‘
wo die Pseudoachse [(A;AAs), Q] = B ’ BsBy || Bl
die Koordinaten (g) besitzt, so ist ‘ BB | | BB | BB
1: 9195 Ist P(Y) ein Pseudopunkt derart,
=| a,a as oy a |, dass
az’.ag’ ajo/ a’a 1 YV ¥, %,
Ist P(y) ein Punkt derart, dass . . :
T 1 I _ﬂl'l’zﬂf .‘82"’1.82, ' ‘834"{/93’,
I .

= ay+Aa) " upt o) " ag+Aal’ | SO erhalten wir, indem wir 4 eli-

so erhalten wir, indem wir 4 elimi- | minieren,

nieren, BB |+ BB [ VY,
az,"sl JeoYs+ ’13,0‘1, Vs B3 BBy
a; o, aja
P , P +| BB [YiVo=0,
+‘ Uy g 1 133 =0, L nvas
e | ﬂl ;82
| aay | d.h.
d.h.
G1 Y2 Vs Q2 Vst @3 V132=0, ultitehh+g Y=o,
welche den Ort von P darstelit. welche den Ort von P darstellt.

65. In der Nishiuchi’schen Pseudoebene, haben wir wie er gezeigt
hat, den

Satz: Schneidet eine Gerade [QQ'] jeden Kegelschnitt eines Kegel-
schnittbueschels (AL AP) in swei Punkten etwa Q, Q, und ist (QQ)/,
PY)) eine auf dem Kegelschnitt genommene harmonische Gruppe, so ist
der Ort von P ein Kegelschnitt, welcher durch Ay, Ag A; hindurchgeht.

66. Satz: In der Ebene schueide jeder Kegelschnitt eines Kegel-
schnittbueschels (A A A P) einen festen durch Ay, A, und wnicht durch
Ay Jundurchgehenden Kegelschnitt in zwei Punkten etwa Q, Q. Ist
(QQ!, PY) ¢ine auf dem ersten Kegelschnitt gemommene havmonische
Gruppe, so ist der Ort von P' ein durch Ay, Ay, A, geschriebener Kegel-
schnitt.

67. DBetrachtet man eine durch A,, A, A; A, geschriebene
Quadriflacche und ein Ebenenbueschel etwa [A;A,], so erhalten wir
den folgenden

Satz: Sind auf einer Quadriflacche vier Punkte A,, A, Ag Ay
gegeben, so schneidet jede durch Ay, A, Asy Ay Jindurchgehende kubische
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Raumbkurve jene Quadriflaeche in swei Punkten Q, Q' und eine Ebene
des Ebenenbueschels [AsA,) in einem Punkte P. Ist P! ein Punkt auf
der lkubischen Kurve derart, dass die vier Punkte Q, Q', P, P’ ecine
karmonische Gruppe bilden, so ist der Ort von P’ eine durch A, A, A,,
Ay kindurchgehende kubische Rawmhurve '

68. Betrachtet man einen [A;A;], [A,A;] aber nicht [A;A,] ent-
haltenden Kegel, so erhaelt man den

Satz:  Sind [AAg) und [AAs) irgend swei Erzeugende eines Kegels
und [AAy) eine beliebige nicht in dem Kegel enthaltene Gerade, dann
schneidet jede durch A, Ay A; Ay, P hindurchgehende kubische Raum-
kurve den Kegel in swei Punkten etwa Q, Q. Ist P ein Punkt darauf
devart, dass die vier Punkte Q, Q', P, P! eine harmonische Gruppe bilden,
so ist der Ort von P’ an [AA;), [AiAs], [AAL] enthaltender Kegel.

KAP. 1IV.

Aufbau einer raeumlichen pseudoprojektiven Geometrie mittels der
allgemeinen quadratischen birationalen Transformation,

X.

Pseudopunkte, Pseudoebenen und Pseudogerade.

69. Wir haben in Kap. Il eine Erweiterung der Nishiuchi’schen
pseudoebenen Geometrie zum Raume mittels der kubischen Transforma-
tion gemacht. Wir koennen jetzt eine andere KErweiterung derselben
ebenen Geometrie zum Raume machen, indem wir die biquadratische
Transformation ins Auge fassen.

70. Zwei Racume R und R’ seien reciprok aufeinander bezogen;
es sei zwischen einem Buendel S im R und einem Buendel & im R’
eine Kollinearitaet hergestellt. Irgend ein Punkt von R bestimmt, mit
S verbunden, eine Gerade g, welcher in S’ eine Gerade g’ entspricht.
Dem Punkte P ist reciprok eine Ebene 7’ zugeordnet. Den Schnitt-
punkt P’ von g’/ und n’ weisen wir dem Punkte P zu, Wir setzen im
folgenden voraus, die beiden Buendel S und &' seien kongruent und
konzentrisch so, dass jede Gerade sich mit seinem entsprechenden deckt,
waehrend die Korrelation der Raeume eine allgemeine bleiben soll.

71. Die analytische Darstellung dieser Transformation, wenn wir
ein zu R und R’ gemeinsames Tetraéder A;AAA,, wo A=S=5
sind, waehlen, sind durch
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X1 X X XK= nay x2x4:x3x.,:£(i‘j:lﬁ)«
und
EREBENTIED. . AP. 9. AP. V.M ﬂX‘—f;Xe‘)—

gegeben, wobei ¢ je ein allgemeiner Ausdruck zweiten Grades in x
resp. X ist.

72. Fundamentalsystem. Der Punkt A,, die Ebene { AjA Az}, der

- Kegelschnitt B:o(xpx05) =0 und der B ans Ay projizierende Kegel sweiter

Ordnung (Ay, #) bilden das Fundamentalsystem. Der Punkt A, sind
die aemtlichen Punkte von {A,ALA3} zugeordnet.  Schneidet eine Erzen-
gende [ von dem Kegel den Kegelschnitt B in L, so entsprechen dem
Punkte L alle Punkte von ['.

73. Wir koennten im folgenden annehmen, dass der Kegel
¢(#2,75)=0 ganz allgemein sei; nun wollen wir aber der Einfachheit
wegen annehmen, dass der Kegel ¢(x44;)=0 die drei Ranten [A;A,],
[AA], [AsA,] enthaelt, so dass ¢(#7%;) etwa von der Form

Ci¥o Xt CoX3 %+ Ca Xo =0
ist, wo ¢; Konstante sind.

74. Es giebt vier Arten von eigentlichen Pseudoebenen—

(i) Eine eigentliche Pseudocbene erster Art heisst jede nicht gerad-
linige Flaeche zweiter Ordnung, welche den Punkt A, und den festen
Kegelschnitt

¢(rmrs)=o, =0
in sich enthaelt und die Ebene
S1%y + Sop + Ss¥3= 0
im Punkte A, beruehrt, wenn sie durch eine Gleichung von der Form
s X+ X+ 5.5+ 5,.X=0,
(se=o0, ss=F0, 50, 5,50,
385+ CIsh + CisE~ 201628153 — 20:655:55 — 2€46,555, < 0)
gegeben ist, wo die Ebene

St Sty s =0
den Kegel )
¢(mrs)=o0

nicht in reellen Geraden schneidet.

1 Transformationen 1I.
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(i) Eine eigentlicke Pseudoebene zweiter Art heisst jeder Kegel
zweiter Ordnung, welcher den Punkt A; und den festen Kegelschnitt
@(#rx5)=0, X4=0
in sich enthaelt und dessen Spitze auf der Beruchrungserzeugenden

entweder
$S1 T+ SpX, + S343 =0,
P(#12%) =0,
(Sl :’: O, Sz =l= 0, S3 # 0, §4=0,

i85+ 3% 26~ 201638150 — 204038285 — 26501555,=0)
oder
¢ixitex; =0, e(rmr)=o0, (4, j: zwei von 1, 2, 3)

liegt, je nachdem das durch eine Gleichung entweder von der Form
§X + 5 X5+ 5. X+ 5. X=0
(ss5=0, 50, 50, 5,50,
CisT+ CAsE+ CAST— 26102818) — 2€.€,5:85— 2€4€15551=0)
oder von der Form
¢ X+ X+ s, X3=0, (ss5=0)
gegeben ist.
(iii) Eine eigentliche Pseudoebene dritter Art heisst jede Regelflaeche
zweiter Ordnung, welche den Punkt A, und den Kegelschnitt
o(mxx5)=0, #=0
in sich enthaelt, und ist durch eine Gleichung entweder von der Form
5. X7+ 85X+ 53X+ 5:.X,=0,
(s15Fo0, s=Fo0, 5590, 5,50,
ST+ Cs3t CBsh — 2105518, — 2C38253— 2C3618551 >0),
wobei die Regelflaeche die Ebene
$1 X+ SoXy -t S3X3 =0
im Punkte A, beruehrt, oder von der Form
5 X+ 8,5+ s, X,=0, (i, j: zwel von 1, 2, 3),
(== 0, 520, 550)
wobei die Regelflaeche die Ebene
Si%y+ 85%;=0
im Punkte A, beruehrt, oder von der Form
X+ s5.X=0, (I : ¢ine von 1, 2, 3),
wobei die Regelflacche die Ebene
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X=0
im Punkte A, beruehrt, gegeben.

(iv) Eine eigentliche Pseudoebene vierter Art heisst jede den Punkt
A, in sich enthaltende Ebene und ist durch eine Gleichung entweder
von der Form

s X+ 85X+ 5.X,=0,

(s15F0, 30, 550)
oder von der Form
5 X+ 5,.X,=0,
(s; 50, s;F0:4, J: zwei von 1, 2, 3)
oder von der Form

b s X=o0, ({:eine von 1, 2, 3)
gegeben.

Die Gesamtheit der Punkte in der Ebene {A;A,A;} soll als ein zu
dieser Pseudoebene gehoeriger Pseudopunkt angeshen werden.

Diese Pseudoebene ist nichts anderes als die erweiterte Nishiuchi' sche
Pseudoebene. In der Tat ist z.B. X;=o0, dann erhalten wir

X1 Xo: Xo: Xy=0: 07, 232y 0 20,

was n der Form

1 I C
XX X=" .1 .4
X X 4

geschrieben werden kann.
~75. Es giebt nur eine wuneigentiiche Fseudoebene, und sie besteht

aus dem festen Kegel
59(-%4’2”3):0
und dem Inbegriff der Linienelemente im Punkte A, und ist durch
X,=0 gegeben.
76. Es giebt eine Art von eigentlichen Pseudopuntkten, und sie sind
je durch eine Gleichung entweder von der Form

5131 + 6252 + 5353 + 5454: o,
(XYi=bFo0, Xy=bh=0, Xy=b=F0, X,=b3F=0, ¢(b£:ls)=0)
oder von der Form
b,isi + éij + &1542 (¢]
(Xi=6; 0, X;=6;=F o, Xy=b=0, X,=b,70,
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i, &, 7 1 eine Permutation von 1, 2, 3)

gegeben. Sie sind die in dem Fundamentalsysteme nicht gelegenen
gewoehnlichen Punkte.

77. Es giebt vier Arten von uneigentlichen Pseudopunkten —

(i) Ein uneigentlicher Pseudopunkt zweiter Art heisst jedes Linien-
element im Punkte A, und ist durch eine Gleichung entweder von der

Form ‘
5,5, Bysy+ bas3=0,

(Xi=8, %0, X,=6,7F0, X3=08,F 0, X,=b,=0)
oder von der Form
0385+ b353=0,
(K=b=0, X,=b,=F 0, Xy=0b;=F 0, X;=0,=0)
gegeben.
(i) Ein uneigentlicher Pseudopunkt zweiter Art heisst jedes Tan-
gentialebenenelement in einem Punkte des Kegelschnittes
¢(zx,2,)=0,
=0
und ist durch eine Gleichung entweder von der Form
bi853+ b5yt D35yt By5,=0,

(‘X’1.=61 #: O) ){2:&2 :i: O, )(3:&3 :i: o,' le4=b4 :*: O, 9)(&1&2&3)2-0)
oder von der Form
533‘3 + b4S4=O,

(XYi=b=0, X,=b,=0, X,=b3=F 0, X;=5,70)
gegeben.
In der Tat, der Pseudopunkt

b
X:X:X:X:(é;&.:_&u—:b)
(1 2 3 4) 110 bt b 4

=(0(cla+coly) 1 bcilotciby) @ —cbiby ¢ by(cibrt cify))
ist ein auf einer der Erzeugenden des Kegels
(XX Xs) =0
gelegener Punkt P/ im Rame R/. Es sei Q' (ViaVeto Vi) :
Vel o+ 6Y) ¢ — V1Y, : 0) ein auf dem Kegelschnitt
P(Xi X Xy)=0, X,=o0

gelegener Punkt. Dann ist die Verbindungslinie [P’Q’] als die Schnitt-
linie der beiden Ebenen
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{P'Q'A} : b V2 X\ + it ViXo+ (b + il )(e1 Vo + ey Vijm=o0,
{PIQ'A,} ¢ :Yib(cby+ b)) X+ (e Vo4 e, Vi) (e1br + i) Xs
+eesby b &, | Xy=0
nr
gegeben. Eliminiert man Y] : ¥, so erhaelt man als den Ort von
[P'Q’] die Gleichung '
(1°)  byeily+ b )p( XX Xs) — c.6sl3 X Xy — coesli X0 X,
—(e1bs+ 20y )2)(3/Y4 =0,

welche im Raume R die Form
(2°) 610y €20 23— 10303, — caesbity — (a1l + b ) =0
annimmt,
Setzt man ;=0 und ¢(x;%4,4;)=0 in (2°), so erhaelt man
e1eo(bort, — byx,)*=0,
welches zeight, dass die Ebene (2°) den Kegelschnitt
o(r#) =0, =0
im Punkte (&, : & : &, : 0) beruehrt. Also stellt die Gleichung
b.8y+ boSy+ b33+ bys4=0,
(¢(8i6tr)=0)
das Tangentialebenenelement von (2°) im Punkte (4 : &, : & : 0) dar.
Aechnliches gilt auch fuer den Punkt
bys5+ by54=0. .
(iii) Ein wneigentlicher Pseudopunkt dritter Art heisst jeder Punkt

auf einer Erzeugenden (die ganze Krzeugende) des Kegels ¢(#.43%4;)=0
und ist durch eine Gleichung entweder von der Form

b;55=0,
(Xi=b =0, Xo=b,=0, Xz=b; 0, X,=06,=0)

oder von der Form
6,8, + 035, + b353=0,

(XYi=bF0, Xy=b=Fo0, X;=bF0, X,=b,=0, ¢(bitrb;)=0)
gegeben. Jede zwei solchen Punkte auf derselben Erzeugenden mues-
sen als ein und derselbe angesehen werden.

(iv) Ein wuneigentlicher Pseudopunkt vierter Art heisst jeder Punkt
in der Ebene {A,A;A;} (die ganze Ebene) und ist durch die Gleichung
bysy=0,

(Xi=b=0, X,=b=0, Xy=8=0, Xa=§,=F0)
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gegeben. Jede zwei solchen Punkte muessen als ein und derselbe an-
gesehen werden. :

78. Es giebt drei Arten von eigentlichen Pseudogeraden —

(i) Eine eigentliche Pseudogerade erster Art heisst jeder gewoehn-
liche Kegelschnitt, welcher den Punkt A, und irgend zwei Punkte (reell
oder imaginaer) des Kegelschnittes £* in sich enthaelt.

Diese Pseudogerade ist nichts anderes als eine Art der Nishiuchi’-
schen eigentlichen Pseudogeraden in der Ebene des Kegelschnittes.

(i) Kine eigentliche Pseudogerade sweiter Art heisst jede durch A,
hindurchgehende gewoehnliche Gerade und ist nichts anderes als eine
Art der Nishiuchi'schen eigentlichen Pseudogeraden.

(ili) Eine esggentliche Pseudogerade dritter Art heisst jede den Kegel-
schnitt #* schneidende gewoehnliche Gerade und ist nichts anderes als
eine Art der Nishiuchi’schen Pseudogeraden.

79. Es giebt zwei Arten von uneigentlichen Pseudogeraden —

(i) Eine wneigentliche Pseudogerade erster Art besteht aus dem
Inbegriff der Linienelemente im Punkte A,, welche in irgend einer A,
in sich enthaltenden Ebene liegen, und dem Geradenpaar (reellen oder
imaginaeren), welche die Durchschnittslinien des Funcamentalkegels
(A, #%) mit der genannten Ebene sind.

(ii) Eine wuneigentliche Pseudogerade zweiter Art besteht aus dem
Inbegriff der uneigentlichen Pseudopunkte zweiter Art in irgend einem
gewoehnlichen Punkte Q) des Kegelschnittes 2, der Geraden [A,Q] und
der Ebene {A,AA;).

80. Dass unsre raeumliche Pseudogeometrie eine projektive
Geometrie ist, folgt unmittelbar aus dem Fundamentalsatz (Kap. I, 1).

XI.

Die entsprechenden Gebilde.

81. Man betrachte jetzt eine Flaeche m-ter Ordnung F,, im Raume
R gegeben, die v —mal durch den Kegelschnitt #° hindurchgeht und im
Punkte A, einen p—fachen Knotenpunkt besitzt. Um ihr Bild F,’ in
R’ zu untersuchen, fassen wir irgend eine Gerade g’ in R’ ins Auge.
Der Ebene {A,, ¢’} entspricht dann eine gewisse Ebene durch A,, und
in dieser liegt der Kegelschnitt, in welchen g’ uebergeht ; dieser Kegel-
schnitt enthaelt A, und begegnet £ in den Punkten P und Q, welche

1 Transformationen II,
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den Schnittgeraden der Ebene [A,, ¢’} mit dem Kegel (A, #) ent-
sprechen. In der Ebene dieses Kegelschnittes liegt von der Flaeche
F,. eine Kurve m—ter Ordnung K™, welche durch A, g—mal, durch
die Punkte P, Q je v —mal hindurchgeht. Die Anzahl der Schnittpunkte,
welche der Kegelschnitt mit der K™ gemein hat, ist gleich der Anzahl
der Schnittpunkte von g’ mit F,s. Die Anzahl dieser Punkte ist aber
zm—p—zv und diese ist die Ordnung #' von F,/ so dass #/ =2m—p
—2v. Es enthaelt F,s den Kegelschnitt 2% als v/ —fache Kurve, und es
habe F,/ in A, einen p/ —fachen Knotenpunkt. Der Strahl SL schneidet
nun F,, in m—p—v Punkten, welche nicht dem Fundamentalsysteme .
angehoeren, und denen stets ein bestimmter Punkt P/ von £” entspricht:
es ist also Y'=m—p—v. Weiter trifft die Gerade [P’ Q'] die K™ in
m— 2y Punkten, die aeusserhalb P und Q) liegen, also hat die der Kurve
K™ in R’ entsprechende Kurve in A, einen (m-—2v)—fachen Punkt, d.h.
M =m—2v.

82. Es sei nun eine beliebige Raumkurve von der p- ten Ord-
nung R? in R gegeben, welche x —mal durch A, geht und mit £ 4
Schnittpunkte gemein hat, und es sei die ihr entsprechende Raumkurve
R” in R’ von der Ordnung p/, die »—mal durch A, geht und £*
A—mal trifft. Da einer Ebene in R’ eine A, und 2% in sich enthaltende
Quadriflaeche in R entspricht, so besitzt diese Ebene offenbar 2p—x—2
Punkte mit R’ gemein, d.h. man erhaelt #/ =2p—~x—A1. Ferner trifft R?
den Kegel (A,, #%) in 2p—2x— A Punkten, welche nicht zum Fundamen-
talsysteme gehoeren, also ist '

H=2p—2x—A

Da R? die Ebene von #° in p—2 nicht in #* enthaltenen Punkten trifft,
so ist '

¥=p—2.

XII.

Merkwuérdige Tatsachen in dieser Pseudogeometrie.

83. Satz: 1) jede den Punkt A, in sich enthaltende Ebene und ii)
jede den Kegelschnitt B und den Punkt A, in sich enthaltende Quadri-
Jlaeche sind je eine Pseudovebene.

84. Satz: i) Jede den Punkt A, in sich und den Kegelschnitt B
nicht in sich enthaltende Ebene, iii) jede den Kegelschnitt & in sich und
den Punkt A, nicht in sich enthaltende Quadriflaeche, und iii) jeder
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Kegel zweiter Ordnung, welcher vom Scheitel Ay ist und B nicht in sich
enthaelt, sind je eine Psendoquadyiflaeche.

Beweis. i) m=1, i) m=2, iti) m=2,
H#=0, - p=0, p=2,
y=0, y=1, y=0,

m =2, o =2, soowl =2,

85. Satz: i) Jede durch A, hindurchgehende und den Kegelschnitt
B nicht in sick enthaltende Quadriflaeche und §) jede Ay und B in sich
enthaltende kubische Flaeche sind je eine pseudokubische Flaecke.

Beweis. ) m=2, i) m=3,
pr=1, p=1,
Yy =0, y=I,
m =3, o =3

86. Satz: i) ]ede durch den Punkt A, lindurchgehende Gerade
und ii) jeder den Punkt A, in sich enthaltende und den Kegelschnitt
schneidende Kegelschnitt sind je eine Pseudogerade.

87. Satz: i) Jede durch A, nicht hindurchgehende und B nicht
betreffende gewoehnliche Gerade, i) jeder den Kegelschnitt B zweimal
schneidende und durch Ay nick hindurchgehende Kegelschnitt, iii) jeder
B und A, je eimmal betreffende Kegelschnitt, und iv) jede durch A,
einmal hindurchgehende und B dreimal betreffende Kubik, sind je ein
Pseudokegelschnite.

Beweis. i) p=1, i) p=2, iii) p=2, iv) p=3,

x=0, x=0, x=1I, x=1,
A=0, A=2, =1, A=3,
P=2 . p=2 s p=2. s p=2.

88. Satz: i) Jeder durch A, hindurchgehende und #* nicht betref-
Jende Kegelschnitt, ii) jeder i cimmal betreffende und durch A, nickht
hindurchgehende Kegelschnitt, iii) jede durch A, hindurchgehende #
sweimal betreffende kubische Kurve und iv) jede durch A, nicht hindurch-
gehende und B dreimal betreffende kubische Kurve sind je eine psencoku-
bische Kurve.

Beweis. i) p=2, ii) y=2, iii) p=3, iv) p=3,
x=I, x=0, x=I, x=0,
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l=o, A=1, A=2, A=3,
=3 . P=3. oo p =3 oo p=3.
89. Satz: Das Pseudodoppelverhaelinis von irgend vier Pseudopunk-
ten auf einer Pseudogeraden ist gleich dem entsprechenden gewoehnlichen

Doppelverhaeltnis, wenn die Pseudogerade als ein gewoehnliches Gebilde
angesehen ist.

Beweis. Wir koennen in jede pseudoebene Geometrie, ausgenom-
men die der eigentlichen Pseudoebene vierter Art ein ebenes Pseudo-
koordinatensystem (X' : Xy : Xy/) durch

r X! =X,
rX) =X,
rX) =X,

r}{';’ =5X+ 50+ 55X+ 5. X, =0

einfuehren, wo s; auch (aber nicht zugleich) Null sein koennen, so dass
X! XY X =2 : 2 23 ist. Sind nun (X)=(x), (V)=(y), (AX"+pY")
=(Ar+py), XX+ V)=Hxz+p/y) irgend vier pseudokollineare sowie
gewoehnliche kollineare Punkte, dann ist das Doppelverhaeltnis durch
pfA @ |3 gegeben, welches von den Arten der Koordinaten unabhaengig
ist.

Es bleiben noch die eigentlichen Pseudogeraden erster und zweiter
Art und die uneigentlichen Pseudogeraden erster Art zu betrachten.
Da diese Pseudogeraden je in einer eigentlichen Pseudoebene vierter
Art liegen und in dieser Pseudoebene die Nishiuchi’sche pseudoebene
Geometrie gilt, so folgt unsre Behauptung aus s50.

9o. Satz: Das Pseudodoppelverhacltnis von ivgend vier eigentlichen
Pseudoebenen vierter Art eines Pseudoebenenbueschels ist gleich dem ent-
sprechende gewoehnlichen Doppelverhaeltnis, wenn das Pseudocbenenbueschel
als ein gewoehnliches angesehen ist.

Beweis. Dieser Satz folgt unmittelbar aus

X X X =x 0

91. Satz: Das Pseudodoppelverhaeltnis von ivgend wvier eigentlichen
Pseudogeraden sweiter Art eines Fseudogeradenbueschels ist gleich dem
gewoeknlichen Doppelverhacelinis, wenn das Pseudobueschel als ein gewoehn-
liches angesehen ist. :

92. Satz: Das Pseudodoppelverhacltnis von Pseudopunkten auf einem
- Psendokegelschnitt, welcher entweder 1) eine A, B nicht betreffende
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gewoeknliche Gerade, oder 1) ein B zweimal schneidender und A, nicht
enthaltender Kegelschnitt, oder iii) ein B und A, je einmal betreffender
Kegelschnitt oder iv) eine durch A, ecinmal hindurchgehende und i drei-
mal betreffende Kubik ist, ist gleich dem entsprechenden gewoelinlichen
Doppelverhaeltnis, wenn das Pseudogebilde als ein gewdhnliches angesehen
ist.

Beweis. i) Der Beweis ist wesentlich in 89 enthalten.

ii) Sind P, P, P, P,, P irgend fuenf auf dem Kegelschnitt (und
nicht auf #?) liegende Punkte, dann ist das Pseudodoppelverhaeltnis von
den vier Pseudoebenen {A,PP,}, {A,PP,}, {A,PP;}, {A,PP,} nach go
gleich dem entsprechenden gewoehnlichen Doppelverhaeltnis, wenn die
Ebenen als gewoehnliche angesehen sind. Also folgt unsere Behauptung.

iii) In der Pseudoebene des genannten Pseudokegelschnittes gilt die
Nishiuchi’sche ebene Pseudogeometrie und also folgt unser Satz aus 50.

iv) Es seien Py, Py, Py, P, irgend vier Punkte auf der Kubik, und
P einer der Punkte, in welchen die Kubik #° schneidet. Dann ist das
Pseudodoppelverhaeltnis von {APP}, {APP,}, {A;PP;}, {A,PP,} nach
90 auch ein gewoehnliches Doppelverhaeltnis.

03. Satz: Das Pseudodoppelverkaeltnis (PPy, PsP,) won irgend
vier Pseudopunkien P1: Py, Ps, P, auf einer Pseudokubik, welche entweder
i) ein durch A, hindurchgehender und % nicht betreffender Kegelschnitt,
oder ii) ein B einmal und A, nicht betreffender Kegelschnitt, oder iii)
eine durch A, hindurchgehende und B zweimal betreffende Kubik, oder
iv) eine B dreimal betreffende Kubik ist, ist gleich dem gewoehnlichen
Doppelverhaeltnis (PP, PsP,), wenn die Pseudokubik als ein gewoehnliches
Gebilde angesehen ist.

Beweis. i) Die genannte Pseudokubik besitzt den unecigentlichen
Pseudopunkt {AA;A;}, so dass das Geradenbueschel [AP], [AP,],
[A{Ps], [AsP,] mit den Pseudogeradenbuescheln [{A;A,A;}, Pi], [{As
AAGY Py, [{ALAAS}, Pi, [{A1AA;), Py] aequivalent ist. Also folgt
unser Satz aus 9I.

ii) Es sei P ein andrer Punkt auf der genannten Pseudokubik;
dann sind {A,PP,}, {APP,}, {APP;}, {A,PP,} Pseudoebenen eines
Pseudobueschels sowie gewoehnliche Ebenen eines Bueschels. Also
folgt unser Satz aus go.

iif), iv) Da die Kubik # durch sechs Punkte bestimmt ist, so ist
eine 2, £, A, enthaltende Quadriflaeche (Pseudoebene) eindeutig best-
immt. Es schneide eine der durch A, hindurchgehenden Erzeugenden
der Quadriflaeche # im Punkte P. Dann sind [A,P], {AAA,} zwel
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zur Kubik angehoerige Pseudopunkte und das Pseudodoppelverhaeltnis
von {[[A/P], {AJA:A}], P.)(e=1, 2, 3, 4) ist gleich dem gewoehnlichen
Doppelverhaeltnis von {4,PP;}, (i=1, 2, 3, 4). Also folgt unser Satz

aus go.
94. Indem wir die vorhergehenden Saetze zusammenfassen, erhalten

wir den

Satz :  Das Pseudodoppelverhaeltnis von irgend vier Pseudoelementen
eines Pseudogebildes erster Stufe, erster oder sweiter odev dritter Ordnung
ist gleich dem entsprechenden Doppelverhaclinis, wenn das Pseudogebilde
als ein gewoehnliches Gebilde evster Stufe, erster oder zweiter oder dritter
Ordnung 'anges/zm werden kann.

95. Zusatz: Das in 94 besagte Doppelverhacltnis kann auch —1
sein. ) '

96. Zusatz: FEine [nvolution auf einem Pseudogebilde erster Stufe,
erster oder zweiter oder dritter Ordnung ist auch eine gewoehnliche Involu-
tion, wenn das Pseudogebilde als ein gewoehnliches Gebilde erster Stufe,
erster oder zweiter oder dritter Ordnung angesehen werden kann.

97. Die Beziehung zwischen der pseudoebenen Geometrie in einer
eigentlichen Pseudoebenen erster oder zweiter oder dritter Art und der
gewoehnlichen ebenen Geometrie kann als eine allgemeine stereograph-
ische Projektion der Quadrifiacche auf einer -zur Tangentialebene in A,
parallelen Ebene angesehen werden.

98. Ist die Rede von einer eigentlichen Pseudoecbene zweiter Art,
so sind die saemtlichen Erzeugenden eigentlichc Pseudogerade.

Ist die Quadriflaeche eine Regelflaeche im Euklidischen Raume, so
koeunen wir, nach Pluecker' ein sogenanntes Aypevbolisches Koordinaten-
system einfuehren. Wir haben nur noetig, etwa die durch A, gehenden
Erzeugenden «# und & als ein Koordinatensystem einzufuehren und jeden
Punkt P auf der Quadriflaeche durch die Abschnitte

AX=: AY=y
uns gegeben zu denken, welche die durch P gehenden Erzeugenden &,
und @, auf den Geraden @ und ¢ liefert. Eine Gleichung zwischen §
und 7 stellt dann eine auf der Quadriflaeche gelegte Raumkurve dar.

09. Eine eigentliche Pseudoebene vierter Art ist eine A, in sich
enthaltende gewochnliche Ebene. Also ist die Pseudogeometrie in die-
ser nichts anderes als die Nishiuchi’sche pseudoebene Geometrie (als
Bild der allgemeinen ebenen Inversionen).

1 Pluecker, Die analytische Geometrie der Kurven auf den Flaechen zweiter Ordnung
und Klasse. J. fuer Math. Bd. 34, (1847), S. 341-356.
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XIII.

Pseudopol und Pseudopolare.

100,
in 61,
101.

Wir definieren Pseudopole und Pseudopolaren ganz wie

Ist insbesondere die Pseudoquadriflaecche eine durch A, A,
A; hindurchgehende und durch A, nicht hindurchgehende gewoehnliche
Quadriflache, so erhalten wir den folgenden

Satz:  Jeder durch irgend zwei feste Punkte Ay, P hindurchgehender
und einen festen Kegelschnitt B zweimal betreffender Kegelschnitt schneidet
eine k' und wnicht A, in sich enthaltende Quadrifineche in zwei noch
andern Punkten Q, Q.  Es sei P! cin Punkt auf dem Kegelschnitt devart,
dass (QQ, PP’) eine harmonische Gruppe anf dem Kegelschnitt ist. Dann
ist der Ort von Y’ eine Ag und B in sich enthaltende Quadriflacche.

102. Ist dagegen die Pseudoquadriflaeche eine A, und nicht 4 in
sich enthaltende gewoechnliche Ebene, so erhalten wir den

Satz : Jeder durch irgend zw:i feste Punkte Ay, P hindurchgehender
und einen festeri Kegelschnitt B zweimal betreffender Kegelschnitt schneidet
eine A, und nickt B in sich enthaltende Ebene in zwei Punkten Q, Q.
Es seien P ein Punkt auf dem Kegelschnitt dervart, dass (QQ, PP') eine
harmonische Gruppe auf dem Kegelschnitt ist; dann ist der Ort von P/
ene Ay und B in sich enthaltende Quadriflacche.

103. Ist insbesondere der Pseudopunkt P der uneigentliche
Pseudopunkt (Xj: X;: X;: X;=0:0:0:1), so sind alle durch P hin-
durchgehenden Pseudogeraden die durch A, hindurchgehenden gewoehn-
lichen Geraden, und also erhalten wir die Uebereinstimmung :

Die Psendopolare von P(o:0: Der Pol won {AAN} in

0:1) in Besug auf eine ¥ und
nickt A, in sich enthaltende Quadri-
Slaecke ist die Psendocbene X,=o.
Umgekehrt ist der Pseudopol von
X,=0 tn Besug auf diesclbe Pseudo-
quadriflaeche der Pseudopunkt (o :
0:0:1).

Bezug auf eine B und nicht A, in
sick enthaltende Quadriflaeche ist
der Punkt A,. Umgekehrt ist die
FPolare von A, in Bezug auf die-
selbe Quadriflaeche die Pseudocbene
X,=o.

104. Man betrachte die Pseudoquadriflaeche
(1) WX X+ X X 0. XX+ n,0( X, XoXs) =o.

Dann ist die Pseudopolare von P(Y)
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(2) (Vi 0, Y+ aes V) X+ (Vi + a Vi + aes V1) X,

+ (%Y«;‘I’ a451Y2+a452Y1)1Ys+ (a1Y1+ a2 Yo+, Y.v;)-X4=O;
welche eine durch A,, # hindurchgehende gewochnliche Quadriflaeche
ist. Die gewoehnliche Polare von P(y) in Bezug auf (2) ist

y(epst )yt asyet ‘{3)’3) +(ap(913295) + a3 ds+ 632)}
+7{ (35t csy)(agn+ asys + asys) + (p(115:95) + uyeys+ ey b4
+r{(ep2t ay)(ay+ auye + a:95) + (%p(2,5:95) + @ yi(e1 32+ 1)}

4k +e(npaysfay + ayys+ asys+ 20, 3)%,=0,

(3) JhS”(J’U’zJ’a)(Z“ixa:) + (Z'aiyi) {74(523’3 + e pe) it yale ys + cay)
+yent ay)tt o(yeys)n) =o.

Damit (3) mit (1) uebereinstimme, muss entweder

(Zag;)=o0
oder
Yl ys+ e ps) =J’4(51J’3+6'3)’1) — Ilenynteay) = o(919295)
a, ay a3 a,

sein. Aus den letzteren ergiebt sich

Ve — Y2 — Vs
o e —208) o Zeas—20m) o S — 260)

— 2044
22¢,c000,— 2202

Also muss der Punkt P(y) entweder in der Ebene Za;=o0 liegen oder
die Koordinaten besitzen:

I — Y2 = Js
a(Zeas—20c0a))  (Qeuy—20,05)  c5(Zeja— 2¢505)
204 94

22c, 6,050, — Zctal

Indem wir noch (V) und () miteinander vertauschen, kcennen
wir einen andern Satz hierzu korrelativ schliessen.

XIV.

Auffassung der betreffenden Geometrie als die
allgemeine quadratische Inversion.

105. Die sogenannte allgemeine quadratische Inversion erhaelt
man mittels der folgenden Erzeugung :
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Eine Flaeche zweiter Ordnung f* sei gegeben und ein Punkt S;
jedem Punkte P ordnen wir denjenigen Punkt P’ des Strahles SP zuy,
der von P durch #? harmonisch getrennt wird, oder also den Schnittpunkt
von SP mit der Polarebene von P in Bezug auf /2. Jedem Punkte der
Beruehrungskurve des von S aus an f* gehenden Tangentialkegels
entspricht der durch ihn gehende Strahl des Buendels. Jedem Punkte
der Ebene der Beruehrungskurve entspricht der Punkt S. Alle Punkte
von f* entsprechen sich selbst.

Die Formeln fuer diese Verwandtschaft sind ganz die gleichen wie
frueher. Die Flaeche f* behaelt fuer sich die Gleichung!

¢(xo2,) —kzxi=o.

Also ersehen wir, dass wir die vorher betrachtete Pseudogeometrie
als die allgemeine quadratische Inversion auffassen koennen.

Da ferner die drei Arvten von [nversion durch rveciproke Radien je
ein specieller Fall der allgemeinen quadratischen Inversion sind, so
koennen wir sie als eine pseudoebene projecktive Geometrie auffassen.

106. Verbindet man die Betrachtung in 97 mit dem Begriff des
unendlich fernen imaginaeren Kreises, so gelangt man zur Lehre von
den gewoehnlichen stereographischen Projektionen. '

XV.

Pseudoprojektive Erzeugnisse und Analogien.

107. Es gelten auch in dieser Pseudogeometrie die Saetze in 53
und 55. Einige specielle Faelle derselben sind auch hier merkwuerdig.

In den eigentlichen Pseudoebenen vierter Art gelten die Behaupt-
ungen (1°), (2°), (3°) in 53 and (2°) in 59; und in den eigentlichen
Pseudoebenen zweiter Art gilt die Behauptung in 54.

108. Im Pseudobuendel gelten auch die Saetze in 56. Einige
specielle Falle sind interessant.

(1°)  Die folgenden Erzeugungen stimmen in den beiden Geometrien
ueberein :

Sind die beiden Pseudoebenen- Sind die beiden Ebenenbueschel
bueschel in irgend zwei durch A, | durch irgend swei durch A, hin-
hinduvchgehenden eigentlichen Pseu- | durchgehende Gerade gegeben, so
dogeraden zweiter Art gegeben, so | ist das projektive Erzeugnis ein
ist das pseudoprojektive Erzéugnis | Kegel zweiter Ordnung.

t Transformationen II.
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ein Pseudokegel zweiter Ordnung.
Stnd die berden PJEZ{({OgéV’[Z[Z’C’ﬂ- Stnd die beiden Geradenbuesclhel

durch irgend swei durch A, lin-

bueschel in trgend zwei durvch A,
durchgehende Ebenen bestimmt, so

lindurchgehenden eigentlichen Pseu-
docbenen zweiter Art gegeben, so ist | 1t das projektive Erzeugnis  ein
das pseudoprojektive Erseugnis ein | Kegel zweiter Ordnung.
Psendokegel zwedter Ordiung. [

(2°) Ein wund derselbe Kegel kann auf sweierlei Weisen ergengt
werden :

Ist P irgend ein cigentlicher Ist P ein Punkt und [PQ],
Pseudopunket und [PQ], [PR] irgend | [PR] irgend zwei Geraden, welche
swet  eigentliche Pscudbgema’en B betreffen und zwei  projektive
dritter Art, welche zwet pseudopro- | Ebenenbueschel bestimmen, so ist das
Jektive Ebenenbueschel  bestimmen, | projektive Evzeugnis ein Kegel swei-
so ist das pseudoprojektive Evzeugnis | ter Ovdnung. Enthaelt insbesondere
ein  Pseudokegel zwciter Ordnung. - der Kegel B in sich, so ist er der
Enthaelt insbesondere dev Pseudoke- * Pseudokegel sweiter Ordnung (P, #).
gel B in sich, so ist er dev gewoehn-
liches Kegel zweiter Ovdnung (P, £Y).

Ist P drgend ein Pseudopunkt Ist P irgend ein Punkt und
und [PQ], [PQ’], [PR], [PR’] ' [PQ], [PQ'], [PR], [PR'] drgend
wrgend vier eigentliche Pseudogeraden | vier Gevaden, welche zwei projekitive
dritter Art, welche zwei pseudopro- | Geradenbueschel  ([PQ], [PR]),
Jektive  Geradenbueschel  ([PQ), | ([PQ'], [PR’]) bestimmen, so ist
[PR]), ([PQ'], [PR]) &estimmen, | das projektive Erseugnis ein Kegel
S0 ist das pseudoprojeketive Evzeugnis ‘ cweiter Ovdnung. Enthaelt ev ins-
ein  Pseudokegel zweiter Ordnung. i besondere B in sich, so ist er der
Enthaelt der Kegel insbesondere | Kegel zweiter Ordnung (P, #2).
\
|

in sich, so ist er der gewoehnliche
Kegel zweiter Ordnung (P, #°).

(3°) Die jfolgenden Tatsachen stimmen in den beiden Geometrien
ucherein - "

Ist P irgend ein cigentlicher Ist P irgend ern Punkt, so ist
Pscudopunkt, so ist die Durch- | die Durchschnittslinie vom Kegel
schnittslinie vom Pseudokegel (P, &) | (P, &%) mut einer Ebene ein Kegel-
mit einer eigentlichen Pseudoebene | schnitt.
vierter Arvt ein Pseudokcgelschnits.

109. Im DPseudoraume gelten die Saetze in 57, 58, 59. Einige
specielle Faelle derselben sind interessant.
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Die folgenden Erzeugungen z.B. stimmen in" den beiden Geometrien
mateinander ueberein, wenn wiy den speciellen Fall des linkseitigen Satzes

in 57 betrachten, in welchem die gesammien Erseugenden cigentliche
Pseudogerade dritter Art sind.

Sind ey, e, trgend zwei pseudo- Sind ey, ey trgend zwei den
projektive  Pseudopunktreihen (auf | Kegelschnitt B schneidende projekitive
zwei  eigentlichen  Pseudogeraden | Punktreihen, dann ist das projektive
dritter Art), dann ist das pseudo- | Erzeugnis eine Regelflaeche zweiter
projektive Erzeugnis eine Pseudore- | Ovdnung.
gelflaeche zweiter Ordnung.

KAP. V.

Aufbau eines andern Systems von raeumlichen pseudoprojektiven
Geometrien.

XVI.
Uebersicht.

110. Der Fundamentalsatz in 1 ermoeglicht uns des Dualitaetsprin-
zips wegen ein anderes System vom raeumlichen pseudoprojektiven
Geometrien zu begruenden. Den allgemeinen Prozess moechten wir im
folgenden zeigen.

Es seien (u,) die projeketiven Ebenenkoovdinaten im Raume R, so dass
(ws) sum nicht singulaeven Zahlensyetem gehoeren, in welchem das associa-
tive Gesetz sowie das kommutative Gesetz dev Multiplikation gelten ; es
seien (U;) die Ebenenkoordinaten im Raume R, welche mit (u,) eineindeutss,
d.h. bivational, vevbunden sind :—

u;=pUy),
Ui=duy),
(i':lr 2, 3» 4))
so dass die Punkte, die Ebenen und die Geraden in R' auf dic folgende
Weise definiert sind -— )
(i) £s werden ein Zaklenguadrupel (Uy) wo U, notwendig nicht alle
null sind, als Ebene, zwei Ebenen (Uy), (AU;), wo A eine beliebige von

Null verschiedene Zakhl bezeichnet, als identisch, sonst als verschieden be-
zetchnet.

(i) Ebenso werde ein Zahlenquadrupel derselben Art (t,)=(X,) als
Punkt bezeichnet, und das Zusammenfallen (die wvereinigte Lage) einer



364 Tsurusaburo Ota.

Ebene (U;) mit einem “Punkt (t;) durch die Gleichung
Ut + Uy + Uty + Uy =0
definiert, welche bei Varviabeln (U,) Gleichung des Punktes, bei Variabeln
(%) Gleichung der Ebene (t;) heisst.
(ili) Sind (U;) und (U}) irgend swei Ebenen, dann heisst der Inbe-
griff der Punkte, die zu (U,) und (U]) gemeinsam sind, dic Gerade.
Dann gilt im Raume R auch ecine projektive Geometrie.

XVIIL

Aufbau einer raeumlichen pseudoprojektiven
Geometrie mittels der kubischen bira-
tionalen Transformation der
Ebenenkoordinaten.

111. Die Transformationsformeln fuer die betreffende pseudopro-
jektive Geometrie koennen ganz wie in 15 eingefuehrt werden.

112. Das Fundamentalsystee dieses Raumes besteht aus einer
Kurve sechster Klasse und einer Regelflaeche achter Klasse, welche
aus allen dreifachen Schnittlinien der rektifizierenden Ebenen dieser
Raumkurve besteht und die Kurve sechster Klasse als eine dreifache
Kurve enthaelt. Den rektifizierenden Ebenen der Fundamentalkurve in
einem Raume entsprechen je die Erzeugenden der Regelflaeche des
andern Raumes.

113. Wir koennen wie in Kap. II den allgemeinen Fall der be-
treffenden Pseudogeometrie begruenden. Wir wollen aber jetzt beispiels-
weise nur den folgenden speciellen Fall betrachten.

Es bestehe jede der beiden Fundamentalkurven aus sechs Geraden,
welche ein Tetraéder bilden. Waehlen wir diese als Fundamentaltetraé-
der, so laesst sich die Transformation in der Gestalt schreiben

U, :U,: Uy U= aqutgttsin, © asi ittty ageitity © apn i,
WO @y, ay, @, @, Zahlenkoéfficienten sind. Umgekehrt folgt daraus
Uy g, =, U,U,U, : U GU, : a, UULU, 2 a,UUUs.
Speciell koennen wir die Einheitsebenen eines jeden der beiden
Koordinatensysteme einander zuweisen und erhielten dann die Formeln
U,: Uy : Uy Uy=wgutsu, s wgae, o uaigit, : 1,04,01.
Beschreibt nun die Ebene (U;) einen Punkt
tlU1+fo2+faU3+taU4:O,
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so beschreibt dic Ebene (%;) eine Flaeche dritter Klasse
Banttyugity + Laagttgt oty + bagpgit, + L0, =0,

welche die sechs Kanten des Fundamentaltetraéders bevuehvt ; und umge-
kehrt, jede dev sechs Kanten bevuehvenden Flaeche dritter Klasse kann als
ein Pseudopunkt betrachtet werden.

114. Es giebt drei Arten von eigentlichen Pseudopunkten :—

(0) Ein eigentlicher Pseudopunkt erster Art heisst jede die sechs
Kanten des Fundamentaltetraéders beruehrende Flaeche dritter Klasse
und ist durch eine Gleichung von der Form

LU+, U+ U+ U, Uy =o,
(=0, t;==o0, 530, #,7=0)
gegeben.

(i) Ein eigentlicher Pseudopunkt sweiter Art heisst jede drei Ebenen
{AAAL}, {AAAL, {AAA;} beruehrende Kegelflaeche zweiter Klasse
und ist durch eine Gleichung etwa von der Form

LU+ 6,0+ U, =0,

(¢ ==0, #F=0, #45=0, £;=0)
gegeben.

(ili) Ein efgentlicher Pseudopunfer dritter Art heisst jeder auf einer
Kante- [A;A;] liegende Punkt und ist durch eine Gleichung von der
Form

LU+ 4U=o,
(t;0, =0, =0, #,=0)
gegeben.

115. Es giebt eine Art von uneigentlichen Pseudopunkten; ein
uneigentlicher FPseudopunkt heisst der Inbegriff der Punkte in der Ebeune
{A;A;A;} und ist durch eine Gleichung von der Form

U,=o0
gegeben. ‘

116. Es giebt eine Art von eigentlichen Pseudoebenen. Eine
esgentliche Pseudoebene heisst jede durch A; nicht hindurchgebende ge-
woehnliche Ebene und ist durch eine Gleichung von der Form

blil + bztg + bgt3+ b4t4 = O,

) (b.=£ 0, 8,30, by== 0, b=k 0)
gegeben.

117. Es giebt drei Arten von uneigentlichen Pseudoebenen :
(i) Eine wneigentliche. Pseudochene erster Art heisst jeder Punkt
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(die Lage des Punktes) in einer Ebene {A;A;A,} und ist durch eine
Gleichung von der Form
bity+ b+ bit=o0,
(b;=F o, 4,740, &= 0, 6,=0)
gegeben.

(i) Eine wncigentliche Pseudoebene szweiter Art heisst jeder Punkt
(oder die Lage des Punktes) auf einer Kante [A;A;] und ist durch eine
Gleichung von der Form

b+ bt;=o0,
(650, 4;5F 0, =0, ,=0)
gegeben.

(i) Eine wneigentliche Pseudocbene dritter Art heisst jede durch
A, hindurchgehende Ebene und ist durch eine Gleichung von der Form

bt,=0,
(6,70, 4;=0, b,=0, §,=0)

gegeben. Jede zwei solche Ebenen sollen als eine und dieselbe Pseudo-
ebene angesehen werden.

118. Es giebt vier Arten von eigentlichen Pseudogeraden :

() Eine eigentliche Pseudogerade erster Art heisst jede Raumkurve
dritter Klasse, welche die vier Ebenen {A;A A}, {AAAL}, {AAAL,
{AAzA,} als rektifizierende Ebenen besitzt, und ist durch Gleichungen

von der Form entweder
tU+4,U,+4 U+, U,=0,
U+ U+ U+ /U, =0,

(L3 0, /=0, 4, /=1, 2, 3, 4)

oder
LU+ U, + U, + t,U, =0, -
lllUl+t2/Uz+l3,Ug=o,
(& =+o, /o, i=1, 2, 3, 4, /=1, 2, 3)
oder

tg Uz+13 US+ t4 U4=O,
KU+ 8/ U+ 4/ Uy=o0,
(tF=o, t/Fo0, i=2, 3, 4, /=1, 3, 4)
gegeben. In der Tat, die ersten zwei koennen immer zur dritten Gestalt

reduciert werden.
(ii) Eine eigentliche Pscudogerade szweiter Art heist jeder Kegel
zweiter Ordnung, welcher zwei Ebenen (z.B. { A;A,A,} und {A;AA,})
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des Fundamentaltetraéders beruehrt und einen Punkt auf der entspre-

chenden Kante ([A;A,]) als Scheitel besitzt und ist durch Gleichungen
von der Form entweder

LU+ LU+, U+ U, =0, ]
U +t/U,=o0,
(ti=F o, /=0, i=1, 2, 3, 4, j=1, 2)

LU+ 6, U+ 4, Us=o0,
HU+8/Uy=o0,

(1121: o, lfi,:l: 0, i=22, 3, 4, j=1I, 2)
gegeben. In der Tat, die erste ist zur letzten Gestalt reducierbar.
(i) Eine eigentliche Pseudogerade dritter Art heisst jede Gerade,
die in einer Ebene (etwa {A;A,A;}) des Fundamentaltetraéders liegt
und keine der Ecken in sich enthaelt, und ist durch Gleichungen ent-
weder von der Form :

oder

4 U+ 6Us+4 Us=o0,
t'U+ 52, Us+ t3,U3=O’
(Z;:O, tj’=0, =1, 2, 3 ]'=I’ 2, 3)

oder von der Form
tlUl + thg+ f3[f;:,=0,

4' U+ 8 Uy=o,
(&Fo, o, i=1, 2, 3, /=1, 2)

oder von der Form
LU+ Uz =0,

H/ Ut/ Uy=o,
(#==o0, t/d=o0, i=2, 3, j=1, 2)
gegeben. In der Tat sind die ersten zwei zur letzten Form reduzierbar.
(iv) Eine eigentliche Pseudogerade vierter Art heisst jede Gerade,
die einen Punkt in einer Kante (z.B. [A,A,]) mit einem Punkte in der
gegenueberliegenden Kante ([AzA,]) verbindet und mit keiner der sechs
Kanten zusammenfaellt, und ist durch Gleichungen von der Fmor
4w +4U,=o,
&' Us+t/U,=o0,

. (4=Fo, {0, i=1, 2,7=3, 4)
gegeben.

119. Es giebt drei Arten von uneigentlichen Pseudogeraden.
(i) Eine wuneigentliche Pseudogerade erster Art heisst jeder im
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Dreieck A;AA; eingeschriebene Kegelschnitt zusammen mit den drei
Geraden (Ebenenbueschel) [ A;A,], [AxAL], [A/A,] und ist durch Gleichun-

gen von der Form entweder
LU+ U+ U+ t,U,=o0,
#U,=o,
(¢/=F o0, t,==o0, m=1,j, &, I)
Ui+, 0,+ U, =0,
t/ U;=o,
(#'=F o0, t, =0, m=y, £, 1)
gegeben. In der Tat ist die erste zur letzten reducierbar.
(i) Eine wneigentliche Pseudogerade zweiter Art heisst jeder auf
einer Kante (z.B. [A;A,]) der Ebene ({A;A;A,;}) liegende Punkt und

ist durch Gleichungen entweder von der Form

oder

t.,;/Ui=O,
(#/=F o, twzk0, m=i, j, &)

oder von der Form
LU +40,=0,

t/U;=o,
(#/F= o, t,F 0, m=y, &)
gegeben. In der Tat ist die erste zur letzten reducierbar.
(iii) Eine uneigentliche Pseudogerade dyitter Art heisst das Ebenen-
bueschel [A;A,;] und ist durch Gleichungen von der Form entweder
LU +4U=o,
t/U;+8'U;=o,
(twd=0, 2,/F=0, m=i, J)

oder
t,,; Ui + t] Uf’ =0,
Ii/ []1. = O:
(#/=F o, t,== 0, m=i, j)
order
ti UL =0,
4 Uj=o,

(420, /% 0)

gebeben. In der Tat sind die ersten beiden zur letzten reducierbar.
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120, Satz: Jedes Gebilde in dieser Geometrie ergiebt sich mitiels des
Dualitactsprinzips aus der in Kap. 111 besagten Geometrie. .

121. Satz: Alle (2.B. den in VIII, IX, X besagten Erzengnissen
entsprechenden) Ergebnisse ergeben sich aus den vorkergehenden mittels des
Dualitaetzprinzips.

XVIIL
Eine merkwuerdige pseudoebene Geometrie.

122, KEs giebt offenbar in der eigentlichen Pseudoebene in 116 eine
pseudoebene Geometrie ; sie ist aber nicht zur Nishiuchi’schen pseudoebe-
nen Geometrie dualistisch. In der Tat koennen wir von der Nishiuchi’-
schen pseudoebenen Geometrie mittels des Dualitaetsprinzips eine andere
merkwuerdige pseudoebene Geometrie ableiten.

123. Die Linienkoordinaten (U;) dieser ebenen Pseudogeomotrie

sind durch
Uy Uy Us=soty : sstey ity

gegeben. Dann ist jeder Pseudopunkt durch eine Gleichung von der
Form
LU+ LU+ ,Us=0

gegeben. Wir nennen U, : U;: U; die Pseudopunktkoordinaten in dieser
pseudoebenen Geometrie.

124. Es giebt eine Art von eigentlichen Pseudogeraden. Eine
eigentliche Pseudogervade heisst jede Afi=1, 2, 3) nicht enthaltende
gewoehnliche Gerade und ist durch eine Gleichung von der Form

Uity + Uty + Usty=0,
(Ui=Fo, i=1, 2, 3)
gegeben.
125. Es giebt zwei Arten von uneigentlichen Pseudogeraden.
(i) Eine wneigentliche Pseudogerade erster Art heisst jeder Punkt
(die Lage des Punktes) auf einer Seite [A;A;] und ist durch eine Gleichung

von der Form
U;t_?"]' Ukt/c: O,

(Uy=0, Us==o0, U;=0)
gegeben,
(ii) Eine uneigentliche Pseudogerade zweiter Art heisst jede durch A,
(¢=etne von 1, 2, 3) hindurchgehende gewoehnliche Gerade und ist durch
eine Gleichung von der Form
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Uit =0,
(Uj=o0, Uy=o0, U= 0, 1,5, k=1, 2, 3)
gegeben.  Jede zwei solche Geraden sollen als eine und dieselbe
angesehen werden.

126. Es giebt zwei Arten von eigentlichen Pseudopunkten.

(i) Ein eigentlicher Pseudopunkt erster Art heisst jeder im Funda-
mentaldreieck eingeschriebener Kegelschnitt und ist durch eine Gleichung
von der Form

’ L+ 6U+ U3=0
(ti==0,i=1, 2, 3)
gegeben.

(i) Ein eigentlicker Fseudopuniet zweiter Art heisst jeder Punkt (ein
Geradenbueschel) auf [A;A;] und ist durch eine Gleichung von der Form
t; Ui+ 4, U =0,

(o0, t=F o0, ,=0,4, 7, k=1, 2, 3)
gegeben.

127. Es gicbt eine Art von uneigentlichen Pseudopunkten. Ein nnes-
gentlicher Pseudopunfet besteht aus dem Inbegriff der Punkte (die Lagen der
Punkte) auf [A;A,] und dem Inberiff der durch A;, A, hindurchgehenden
Geraden und ist durch eine Gleichung von der Form

4 U;=o,
(ti=Fo,i=1, 2, 3)
gegeben.

128. Satz: _jedes Gebilde in dieser Geometrie ergiebt sich mittels des
Dualitactsprinzips aus dem tn dev Nishiuchi’schen Geometrie. 71.B. ein ge-
woehnlicher Punkt ausserhalb der Seiten des Fundamentaldreiecks ist ein
Pseudokegelschnitt.

129. Satz: Alle Anwendungsergebnisse in dieser Geometrie sind
wuttels des Dualitactsprinzips aus den in der Nishiuchischen Geometrie
ableitbar.

Beispiel 1°.

Ausgangssatz :  Jeder Strahl Ausgangssatz: Jeder Punkt
eines Strahlenbueschels schneidet | einer Punktreihe liegt auf zwei Tan-
einen Kegelschnitt in zwei Punkten, | genten eines Kegelschnittes, die
die zwei konjungierte Punkte in der | zwei konjugierte Tangenten in der
Involution des Kegelschnittes (der | Involution des Kegelschnittes (des
Punktreihe zweiter Ordnung) sind. | Strahlenbueschels zweiter Ordnung)
sind.
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Satz i: der Desargues'sche Satz Satz i: der Satz dualistesch sum
bezueglich des Kegelschnittsbueschels. | Desargues’ schen bezueglisch des Ke-
gelschnittsbueschels.

Wir koennten auch aus den resultierenden Saetzen zu den Ausgan-
gssaetzen zurueckkehren.

Satz ii:  Es bestimmen trgend Satz ii:  Es bestimmen irgend
vier Punfete P, Ay, Ay, Ay in Kegel- | vier Gevaden p, ay, ay, as ¢in Kegel-
schnittsbueschel ; es schneide ein belie- | schnittsgebuesch ; es habe ein beliebi-
biger durch Ay, A, hindurchgehender | ger ay, a, beruchrender Kegelschnitt
Kegelschnitt £ einen Kegelschnit & | B mit einem Kegelschnitt ; des Ge-
des Kegelschnitsbueschels in NI, M. | buesches die Tangenten my, m; gem-
Dann bilden (M) und (M) eine In- | ein. Dann bilden (m,) und (m,') eine
volution auf dem Kegelschnit B. Inwolution auf dem Kegelschnitt #.

Beispiel 2°

Ausgangssatz : Sinn P, Q in - Ausagangssatz : Sind p, ¢ in
Bezug auf irgend zwei bestimmte | Bezug auf irgend zwei bestimmte
Punkte A,B aufeinem Kegelschnitt | Tangenten 2, 4 eines Kegelschnittes
harmonisch konjugiert, so geht die | harmonisch konjugiert, so liegt der
Gerade P Q) durch einen festen | Punkt pg auf einer festen Geraden.
Punkt hindurch. | Satz: Sind p, g trgend zwei

Satz: Sind P, Q drgend swei ‘ Jeste Gevaden duvch einen  festen
Jeste Punkte auf einer festen Geraden | Punkt P, und besitst ein die dred fes-
g, und schneidet ein durch die dvei | ten Gervaden a,, a,, a; bevuchrender
Jesten Punkte Ay, Ay, A; Zindurch- | Kegelschnitt 7 ivgend zwei Geraden
gehender Kegelschnitt | die Gerade | des Geradenbueschels P als Tan-
g in zwei Punkten, die in Bezug auf | genten, die in Besug auf p, q har-
P, Q lharmonisch konjugicrt sind, | monisch konjugiert sind, dann bevue-
dann geht der Kegelschnitt k* durch | Jot der Kegelschnitt B eine vierte
einen festen Punkt hindurch. Jeste Gerade.

130. Satz: Die Grundgebilde erster Stufe, evster oder zweiter Ordn-
ung in ciner Ebene sind im gewissen Stnn miteinander vertauschbar.

In der Tat erhalten wir das folgende Schema von entsprechenden
Gebilden :

In der Nishiuchi’schen In der gewoehnlichen
Pseudogeometrie. Geometrie.
Eine Pseudogerade ....cceuuuunne... Ein durch A,, A, A; hindurchge-

hender Kegelschnitt.
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Ein Pseudokegelschnitt ............ Eine durch A (=1, 2, 3) nicht
hindurchgehende gewoehnliche
Gerade.

In dieser Pseudogeo- In der gewoehnlichen
metrie, Geometrie.

Ein Pseudopunkt........veeereninanns Ein im Dreieck A,A,A; einge-
schriebener Kegelschnitt.

Ein Pseudokegelschnitt ............ Ein auf [A/A;] nicht liegender

gewoehnlicher Punkt,

XIX.

Aufbau einer raeumlichen pseudoprojektiven Geometrie
mittels der quadratischen birationalen Transfor-
mation der Ebenenkoordinaten.

131. Sind # : %, : #3 : #, gewochnliche Ebenenkoordinaten, so
ergeben sich die Pseudoebenenkoordinaten U; : 0, : Uy : U, in dieser
pseudoprojektiven Geometrie aus
Plugusus)

Ui Uy : Uy s U=wty 2 uypy @ sty 7

b

wobei @(2,245045) = cyttgtts + Cothstty + cortgaty ist.
Ebeneso erhalten wir

ity uys = UUy : Uy : Usm;ﬂg%@)_

Beschreibt die Pseudoebene (U;) einen Punkt
LU+ 6,0+ U+ 4,Us=o0,
so nehmen wir (%) als die Punktkoordinaten dieses Punktes.

132. Die Ebene {A;A;A;}, der Punkt A, der Kegel zweiter
Ordnung (A, 4) und der Kegelschnitt 4 :¢(#um)=0 bilden das
Fundamentalsystem. Der Ebene {A;A,A;} sind die saemtlichen Ebenen
von A, zugeordnet. Projiziert man eine Tangente / von dem Kegel-
schnitt 4 mit einer Ebene, so entsprechen der Ebene alle Ebenen
durch Z )

133. Es giebt vier Arten von eigentlichen Pseudopunkten.

(i) Ein eigentlicher Pseudopunket crster At heisst jede nicht gerad-
linige Flaeche zweiter Klasse, welche die Ebene {A;A;A;} und den
festen Kegel
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©(ugtytts) =0, #3=0
beruehrt, und zwar die Ebene {A;A;A;} im Punkte
LU LU - 1.Us=0,
wenn er durch eine Gleichung von der Form
HtU+ LU+ U+ LUs=o0,
(l‘i :F 0, i=I, 2, 3, 4
Et3+ A3+ Al — 20105tk — 20,033ty — 2056185t L O)
gegeben ist, wobei der Punkt
Lot F Ly Liatg=0
nicht in reellen Tangenten am Kegelschnitt

o(ap u)=0
enthalten ist.

(i) Ein eigentlicher Pscudopuniket szweiter Art heisst jeder Kegel
zweiter Klasse, welcher die Ebenc {A1A2A3} und den festen Kegel

Plugptyus)=0, #3=0

beruehrt und dessen Spitze auf der zusammenfallenden Tangente ent-

weder
tU+ ZzUz'{'l‘.sU?.:O)
o(watu)=0,
(ti :j.:O» =1, 2, 3,
. EB 4 i At i— 20100t 8, — 20,Calals— 2001855 =0)
oder .

ciaty+ cpt;=0, @(uat)=0
i, 7 zwel von 1, 2, 3)
liegt , je nachdem das durch eine Gleichung von der Form entweder
LU+ 6,0+, Us+ 1, U=o0,
(#i==o0, t,=0, 5Fo0, 4,50,

LY Attt Al — 210,118, — 20o63t 5t — 26304838 =O)
oder
¢;Ui+c U+ t,Uy=o0, (4,5 0)

gegeben ist,
(iii) Ein eigentlicher Pseudopunkt dritter Art heisst jede Regelflaeche
zweiter Klasse, welche die Ebene {A;A;A;} und dén Kegel
O(sp0t5) =0, 1,=0
beruehrt, und ist durch eine Gleichung von der Form entweder
¢1Z/‘1+12U2+l‘3U3+t4 fi=
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(ti=Fo, a0, t=F0, t,=Fo,

S+ 3+ Gt — 20,0t ity — 20ty ts — 266188, > 0)),

wobei die Regelflaeche die Ebene {A;A,;A;} im Punkte

ity 2yt Lias=0

beruehrt, oder

t,;ui + t_,uj + l‘4lt4= (8]
(6, j:ewei von 1, 2, 3, t, 50, ;== 0, #4,5=0),

wobei die Regelflaeche die Ebene {A;A,A;} im Punkte

L+ ta;=0

beruehrt, oder

fz(]l+l‘4U420,

(0 :eine von 1, 2, 3),

wobei die Regelflaeche die Ebene {A;A;A;} im Punkte

#%0=0

beruehrt, gegeben.

(ivy Ein eigentlicher Pseudopunkt vievter Art heisst jeder in der
Ebene {A,A,A;} enthaltene Punkt und ist durch eine Gleichung von
der Form entweder

oder

oder

gegeben.

Die
eine zu
werden.

134.

aus dem

LU+ LU+ t,Uy=o,
(t1==o0, ty,3=0, ,3F=0)
t, U+ ;Ui=o,
tko0, 30, 4, j:zwel von 1, 2, 3)

Uy=o0, ({:eine von 1, 2, 3)

Gesamtheit der Ebenenelemente durch den Punkt A, soll als
diesem Pseudopunkte angechoerige Pscudoebene angeschen

Es giebt nur einen wneigentlichen Pseudopunkt, und er besteht

festen Kegelschnitt

o(oyu3) =0

und dem Inbegriff der Punkte (der Lagen) in der Ebene { A;AAz} und

ist durch

gegeben.

135.

Uy=o0

Es giebt eine Art von cigentlichen Pseudoebenen, eine eigent-

liche Pseudoebene heisst jede nicht dem Fundamentalsysteme angehoerige
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gewochnliche Ebene, und ist durch eine Gleichung von der Form ent-

weder
Uit1+ U2t2+ Ugtg"' (],‘t4= O,
(Uig=o, i=1, 2, 3, 4, ¢(UiU,Uy) 5= 0)
oder
U;ti + U7U7+ (]_114:0,

(Ui=ko, Uisko, Us=0, U, o,

1, 7, k:eine Permutation von 1, 2, 3)
gegeben.

Die pseudoebene Geometrie in dieser Pseudoebene ist tatsaechlich
racumlich. )

136. Es giebt vier Arten von uneigentlichen Pseudoebenen.

(1) Eine wuneigentliche Pseudoebene erster Art heisst jede Gerade in
der Ebene {A,A,A;} und ist durch eine Gleichung von der Form
entweder :

’ Ui+ Uty + Ugty=o0,

(Ui o, i=1, 2, 3, U;=0)
oder
Ut + Uis=o0,
(U, 0, i=2, 3, Uy=U,=0)
gegeben.
(i) Eine wuneigentliche Pseudocbene dritter Art heisst jede durch
eine Tangente zum Kegelschnitt

olugpta)=0
hindurchgehende Ebene und ist durch eine Gleichung von der Form
entweder
Ut,=o,
(U= U= U,=0, U; F 0,
i, j, k, L cine Permutation von 1, 2, 3, 4)

oder
Uity + Uty + Ugs=o0,
(U :': 0, I=1, 2, 3, [/4:0)5‘0((]1[]2(]3):0)
gegeben,
Jede zwei solche Ebenen durch dieselbe Tangente muessen als eine
und dieselbe Pseudoebene angeschen werden.
(iv) Eine wneigentliche Pseudocbene wvierter Art heisst jede durch
A, hindurchgehende Ebene und ist durch die Gleichung

UIZ-J:O;
(Us=Fo, U=0, i=1, 2, 3)
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gegeben. Jede zwei solche Ebenen muessen als eine und dieselbe
Pseudoebene angesehen werden.
137. Es giebt drei Arten von eigentlichen Pseudogeraden.

- (i) Eine eigentliche Fseudogerade crster Art heisst jeder gewoehn-
liche Kegel, welcher die Ebene { A;A;A;} beruehrt, und mit dem festen
Kegel

litu)=0, u=0
zwei Tangentialebenen gemein hat.
(i) Eine eigentliche Pseudogerade zweiter Art heisst jede gewoehn-
liche Gerade in der Ebene {A;A.A;}.
(iti) Eine cigentliche Pscudogcrade dyitter Art heisst jede den festen
Kegel
¢(aupt)=0, 1,=0

beruehrende gewoehnliche Gerade.

138. Es giebt zwei Arten von uneigentlichen Pseudogeraden,

(i) Eine wunergentliche Pseudogerade evster Art heisst jedes durch
irgend zwei Tangenten des Kegelschnittes £° bestimmte Geradenbueschel
zusammen mit dem durch die Tangenten bestimmten Ebenenbueschel.

(i) Eine uneigentliche Pseudogerade zweiter Art besteht aus dem
Inbegriff der Punkte in einer Tangentialebene v zum Kegel

o(agt06,)=0, #,=0,

dem Punkte A, und der Tangente [z, {A;A;A,}] zum Kegelschnitt 42,

139. Betrachtet man irgend eine durch A, hindurchgehende Ebene,
so gilt die ebene Pseudogeometrie in XVIII in diesser Ebene.

140. Satz: jedes Gebilde in dicscr Geometric ergicht sicl nittels des
Dualitactsprinzsips ans dev in Kap. [V besagten Geonmctyie.

141, Satz: Alle den in Kap. IV besagten Ergebnissen entsprechenden .
ergeben sich nuttels des Dualitactsprinzips aus Kap. [V.

142. Satz: Die Grundgebilde swwciter Stufe der ersten Ordnung und
dic der steiten Ordnung sind im gewissen Sinne miteinander vertauschbar.

In der Tat erhalten wir das folgende Schema von entsprechenden
Gebilden :

In der Kap. IV besagten In der gewoehnlichen
Pseudogeometrie : Geometrie :
Eine Pseudoebene. ... ... ... Eine A, # in sich enthaltende

Quadriflaeche.
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Eine Pseudoquadriflaeche, ......... Eine den Punkt A, und den Ke-

gelschnitt £ in sich nicht ent-
haltende Ebene.

In dieser Pseudogeo- ' In der gewoehnlichen
metrie ¥ Geometrie :
Ein Pseudopunkt..ce.vrevvuininnnnne. Eine den Kegel (£, A,) und die
o Ebene {AA;A;} beruehrende
Quadriflaeche.
Eine Pseudoquadriflaeche. ......... Ein zum  Fundamentalsysteme

nicht gehoeriger Punkt.

KAP. VL

Aufbau einiger specieller pseudoprojektiver Geometrien
im Euklidischen Raume,

XX.

Specielle Faelle der in Kap. IV betrachteten
o Pseudogeometrie,

143. Indem wir die Ebene ven #° in der in Kap. IV betrachteten
Pseudogeometrie auf der uneigentlichen Ebene im Euklidischen Raume
annehmen, koennen wir fuenf Arten von speciellen racumlichen pseu-
doprojektiven Geometrien begruenden, unter welchen es die wohl
bekannte Euklidische Pscudogeometrie wvon Nullpotenskugeln giebt. In
jeder von diesen pseudoprojektiven Geometrien koennen wir ganz wie
frueher zahlreiche Euklidische Saetze schliessen; also z.B.

In der gewoehnlichen Geome- ! In der Pseudogeomentrie (xi).
trie : ' 1 Satz : Ist eine Parabel, deven
Satz: Ein Kegelschnitt schnei- | Tangente t; sind und deven Brenn-
det die Straklen ecines Strahlenbue- | punkt I ist, gegeben, dann bilden die
schels in involutorischen Punkten auf | Tangenten an den Parabeln(P, t;, F)

sich selbst. i fosten Punkte Pein involutorisches
Geradenbueschel P.
(1)
144. Ist £* die unendlich ferne Ellipse (oder Hyperbel)
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und A,=0(o, 0, 0), so wird das Konikoid

r—a)? A (2—7) a2 2 2
cine ecigentliche Pseudocbene entweder erster oder zweiter oder dritter
Art sein, je nachdem es ein zweischaliges Hyperboloid oder ein Kegel
oder ein einschaliges Hyperboloid ist, d.h. je nachdem

@ja*+ 1 —7) <o, od.=0, od.>o0 ist.

Die Transformationsformeln sind dann

143.
X'=2E /(ii.+_{;___{;),
a* @& & &
2 2 2
Vi 2 (_L+_L_f_>,
. & 5 r
- 2 2
ezl %)
é @ & 7
(i)
146. Ist #* die unendlich ferne imaginaere Ellipse

P+ 36+ =0
und A,=0(o, 0,0), so wird das Konikoid
(r—a)fa’+ (y—B) /8 + (z—7)[* = [’ + 8|8+ /¢,
welches entweder ein Ellipsoid oder ein imaginaerer Kegel ist, je nachdem
&ja*+ F)F+ 12> 0, od. =0

ist, eine eigentliche Pseudoebene sein.
147. Dic Transformationsformeln sind dann

sz_%{/(ﬁz_+_i+jf_),

a a &
2 (22 F &
- 2 2 2
z=2)(Z+ 2+ %)
EVAVIY
(i)

148. Ist #* der unendlich ferne Kugelkreis #*+3°+:°=0, so wird

das Konikoid
(F—al+(y—p) '+ (-7V=a+8+7,
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welches entweder eine Kugel oder ein imaginaerer Kegel ist, je nachdem
a2+ 2+ >0, od.=0

ist, eine eigentliche Pseudoebene sein.

149. Also ist diese pseudoprojektive Geometrie nichts anderes als
die wohlbekannte Euklidische Geometrie von Nullpotenzkugeln.

(iv)
150. Ist k* das uneigentliche imaginaere Gefadenpaar
' L+ f=0
und A=0(0,0,0), so wird das elliptische Paraboloid
(x—a) [+ (y—B)|F=cz+ d’[a*+ BP[6*

eine eigentliche Pseudoebene sein.
151. Die Transformationsformeln sind

2 2
o ()
a @l V/a

Y= 2y ( xz -+ J’z)
Iz 2 2

3
’

7
2=/ 5)
)

152. Ist #22 das uneigentliche reelle Geradenpaar
Pla*—y*|PP=o0
und A,=0(0, 0,0), so wird das hyperbolische Paraboloid
(r—a)la*—(y - B)|f=czs + &’]a*+ 3|6
eine eigentliche Pseudoebene sein.
153. Die Transformationsformeln sind

v )
llg a? 62

)
& a’ 5

_ z _ 5
Z’_g/( PERY )
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XXI.
(vi)
Specielle Faelle der in XIX betrachteten
Pseudogeometrie.

154. Wenn wir in der in XIX betrachteten pseudoprojektiven Geo-
metrie als einen Teil des Fundamentalsystems uneigentliche Elemente
einfuehren, so koennen wir noch andere Systeme von speciellen raeum-
lichen pseudoprojektiven Geometrien aufbauen. Die eigentlichen Pseu-
dopunkte in dieser Gecmetrie sind alle zu einander Aomolog.

155. Tst der Kegel (A, #]) durch

Bla+ P+ =0

gegeben und die Ebene von # durch Zx+w'y+#n'2~p'=0, so ist das
Konikoid

o x? y2' 32
{2 (7p—1')} (—2— + v + = )~p’2(lx+ my +nz—p)t=0
a e
d.h.
22 (s~ P — 24/ s2a¥ (sl + plu)=0
ein eigentlicher Pseudopunkt. Dieses Konikoid kann weder immer
zentral noch immer nichtzentral sein, da

A"=| [—A|la® m 7 =21 — D) )L m 1 &’6C*)
l m—Almb n
Z m - n—Anc

ist, worin A=2a*{’p—{p')® ist. Die Diskriminante ist

Ad=| I—/la* m 7 —~p |=2p)( 112 n &’6C%)

Y m—~Afmb* n —2

Z m n~Anuct—p

{ m 7 —p
und

d =\ I1—-2la* m =A==’ 6*)|(Iwia* %)

Z m—Afmb?

und
L=1-la.

Ist Zmup(l - A)la*) < o, welches mit 4. 4 dasselbe Vorzeichen besitzt,
so ist die Flaeche ein einschaliges Hyperboloid. Ist /e » p(/—2/la*) > o,

so ist die Flaeche entweder ein Ellipsoid oder ein zweischaliges Hyper-
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boloid, je nachdem A(A- %%~ >0, oder <o ist. Ist lp=o0, s6
ist die Flaeche ein Kegel. :
156. Die Transformationsformeln sind
U= 2?’“2( V4 +j5,lt )/(2‘512[/2*?/22‘22”2),
Vl=2ﬁlbﬁ(ml +_p’7/ )/(2'a2llz ‘?,22‘612%2),
W'=2p/(n +p'w)|(2a’l"— p* 2a*s’) ;
und die Gleichung des genannten Pseudopunktes wird damn
U+ mV+nlW—p=o0.
(vii)
157. Ist der Kegel (A, A) durch #*+3'+ =0 gegeben, dann
koennen wir, indem wir &%, ¢* in 155, 156 durch'a® ersetzen, die ent-

sprechende Schliessung machen. Der Punkt Ao, 0,0), welcher das
Homologiezentrum ist, ist in diesem Falle einer der Brennpunkte des

Konikoides.
158. Die Transformationsformeln werden dann
U'=2(1 + 4 0 (S1P—p"5 2,
V'=2p/ (! +p 0)(21?—p"2 v?%),
W' =2p/ (1 +p w))( 21" —p" 2 w?).
 (viii)
159. Ist der Kegel durch
2@+ 2B — =0
gegeben, dann koennen wir, indem wir ¢ in 1535, 156 durch—¢? ersetzen,
die entsprechende Schliessung machen.
160. Die Transformationsformeln werden dann
U/=2]5’5Z2( 7! +p’u’)/{(a21’2+ 5217/1'2—62%’2) _?rz(ﬂzﬂz_l_ ézvz__c2w2)},
V’=?p’bz(m’ +p’v’)/{(zz*l”+ 5277/;’2—52%’»2) _p/g(aeuz_*_ b-zvz_czwz)}’
W/ =2p/£2( n/ _I_‘pl,zv/)/{ (a2[l2 _|_ é27ﬂ,2"— (:2”/2) __‘pIQ(aZZ‘? +_ é‘.’v?_(:?w?.)}'

(ix)
161. Ist der Kegel (A, £) durch
x‘?/‘a2+y2/é2___ 2/6220
gegeben und die Ebene von 4 uneigentlich, so wird das Konikoid

(@ + B — ) (2P0 + 9,62 — &) — (L + my + nz— p) =0,
d.h.
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pa*ut+ B — c"’zéﬂ) + 2(@*u + mv—c*nw) =0

ein eigentlicher Pseudopunkt sein. Dieses Konikoid ist entweder ein
elliptisches Paraboloid oder ein Kegel oder ein hyperbolisches Parabo-
loid, je nachdem /Zmnp >0, oder=0, oder <o ist. In der Tat ist die
Diskriminante

I—-Ala® m 7 —p |= =2/l mn ),
7 m— Al n —p
/ " n+Anct—p
l e 7 —p

worin A=/22"+ w6 — 1** ist, und ist

I—Afia® m # =o0.
Z w— Afmb* n
7 m n+ Afnc
162. Die Transformationsformeln sind
U= —2a* uf(a®® + 6'v* — "),
V'=—28% [(&%* + &0 — Pw?),
W= 2tw/(dd+ 60—’

und die Gleichung des genannten Pseudopunktes ist dann

LU+ mV+nW—p=o.

(x)
163. Ist der Kegel (A,, £) durch
x|+ |0+ =0
gegeben, so dass er ein imaginaerer ist, und die Ebene von 4 uneigent-

lich, dann wird das Konikoid

(@ + Grd 4 Fi?) (&% + 318 + 22[c%) — (Ut my + nz —p)* =0,
d.h.
KA+ 80 + ) + 2(a¥lu+ Omv+ Frnw)=o,
ein eigentlicher Pseudopunkt sein. Dieses Konikoid ist entweder ein
elliptisches Paraboloid oder ein Kegel oder ein hyperbolisches Parabo-
loid, je nachdem /mnp <o, oder =0, oder > o ist, wie ganz frueher.
164. Die Transformationsformeln sind

U’ = —2a° u/(a*u* + 5 + o),
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V'=—28 v)(du+ 8+ w?),
W' =—2lw/(a%’ + 650+ ) ;
und die Gleichung des genannten Pseudopunktes ist dann

LU+ mV+nlW—p=o0.

(xi)

165. Ist der Kegel (A,, £) durch 2’43+ 2°=0 gegeben, was den
uneigentlichen Kugelkreis darstellt, und die Ebene von Z uneigentlich,
so ist das Konikoid

24+ P+ E—(lx+my+ ne—py=o
d.h.
o+ )+ 2(lu - mv + mw) =0

ein eigentlicher Pseudopunkt, vorausgesetzt, dass Z*+#i+n*=1 ist.
Das Homologiezentrum A, ist in diesem Falle offenbar einer der Brenn-
punkte. Die Flaeche ist entweder ein elliptisches Paraboloid oder ein
Kegel oder ein hyperbolisches Paraboloid, je nachdem /s # p <o, oder
=0, oder >0 ist.

166, Die Transformationsformeln werden dann
U'=—2u/(’+*+ ),
Vi=—2v[(’+*+27),
W'= —2w/(s*+ * + w*),
so dass die Gleichung des genannten Pseudopunktes
LU+mV+uW-p=o0

wird. Also ist diese Geometrie zu (iii} korrelativ.

(xii)
167. Ist der Kegel (A, 4) durch y*—4dzxr=0 gegeben, was eine
unendlich ferne Parabel darstellt, so wird das Konikoid

(1r*d— ) 3P — 4dxz) — d(lx+ my +nz—p)*=o0
d.h g
“ (AP —uw) + nu—2mv+ lw=0

ein eigentlicher Pseudopunkt sein. Dieses Konikoid ist entweder ein
elliptisches Paraboloid oder ein Kegel oder ein hyperbolisches Parabo-
loid, je nachdem (wid—/iu)*|d<C o, oder=o0, oder >0 ist. In der
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Tat wird die Diskriminante

Ve b bt 2(nld—ln)— Ip
Im ' it — (mPd = 1 71) Jd 117  —mp
I+ 2(m°d ~ In) mn - — up
~p — pme —np Va
=4pX(l’d — In)/d,
und ist
{22 hin o n—+2(mid - In) (=o.
I m— (i'd - In)Jd mn N
I+ 2(n’d—In) mn "

168. Die Transformationsformeln sind
U'=u(de*— uw),
V= —20/(dv* — uw),
W'=w/(d*—uw) ;
und die Gleichung des genannten Pseudopunktes wird

LU+ mV4+nlW—p=o.

KAP VIL

Anwendungen.

XXIL

Allgemeine Anwendungsmethode.

169. Wir haben in den vorigen Paragraphen zahlreiche Anwendun-
gen der Pseudogeometrien gamacht. Wir wollen nun die allgemeine
Anwendungsmethode betrachten. .

170. Es besteht dann zwischen jeden zwei projektiven Geometrien
eine eineindeutige Beziehung, und in jeder projektiven Geometrie gilt
das Dualitaetsprinzip. Sind daher irgend 7 pseudoprojektive Geomet-
rien gegeben, und haben wir fuer eine Figur in einer der (z+1)
Geometrie einen Satz aus dem Gebiete der projektiven Geomctrie bewie-
sen, so koennen wir hieraus ohne weiteres 2(z+ 1) neue Saetze formu-

lieren.
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Verfachrt man weiter auf folgende Weisen, so koennte man aus
einem projektiven Satze unendlich viele neue Saetz ableiten, die freilich
immer komplizierter werden und sich auf immer hocher Figuren bezie-

hen :

1°. Ein Satz sei
Geometrie gegeben.

2°. Wir interpretieren diesen
Satz durch eine andere Geometrie
und erhalten einen neuen Satz.

3°. Wir uebersetzen diesen
neuen Satz in die urspruengliche
Geometrie zurueck, und

4°. mit diesem Satze fahren
wir ganz wie in 1° fort.

in einer

1°. Ein Satz sei in  einer
Geometrie gegeben.

2°. Wir uebersetzen diesen
Satz in einen anderen; und

3°. Wir interpretieren diesen
Satz urspruenglich-geometrisch, so
erhalten wir einen neuen Satz;
und

4°. mit diesem neuen Satze

fahren wir ganz wie in 1° fort.

Im allgemeinen kommen glaenzendere Ergebnisse dann hervor,
wenn die Gebilde in den beiden Geometrien dieselbe Namen haben.

XXIII.

Einige projektive Saetze ueber Kegelschnitte.
Einige Saczte ucber harmonische Eigenschaften.

171. Ausgangssatz (von Townsend): Beruchren sich irgend zwel
Kegelschnitte K; und K, in den Punkten A; und A; und schneiden die
Tangenten [AA’], [BB’], [CC'] und [DD’] an den Punkten A”, B,
C" bez. D’ des Kegelschnittes K; den Kegelschnitt K, in den Punkten
A, A"; B, B'; C, C'; bez. D, D’; dann sind

(AB,CD)=(A"B", C"D'"y=(A'B’, C'D’).

Ist A, irgend ein auf den Kegelschnitten nicht liegender Punkt, so
ergiebt sich der

Satz:  Beruchren sick irgend zwei Kegelschnitte Xy und K, in den
Punkten A, und A,, und schneiden die Kegelschnitte (A A,AA"A"), (AA,
AB"B), (ALAACTCT), (ALAAD'D"), welche den Kegelschnitt K, in
den Punkten A", B, C" pez. D' bevuchren, den Kegelschnitt Ky in den
Punkten A, A; B, B'; C, C; bez. D, D; dann sind )

(AB, CD)=(A"B", C"D'")=(A'B/, C'D’).
172.  Ausgangssatz: Die Umkebrung des obigen Ausgangssatzes.
Schliessungssatz : Sind A,, A, A, B, C, D etc. und A,, Ay, A!, B,
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C', D! etc. zwei Systeme von Punkten auf einem Kegelschnitt Ky dervart, dass
(A/AABCD...... Y ~(AAA'B'CDY...... Yist, und A, irgend ein anf K,
nickt lLiegender Punkt, dann wmbmellen die Kegelschnitte (A1A.4;AAY),
(AAABB), (ALAACCH,...... einen Kegelschnitt (etwa K,).

173. Ausgangssatz: Beruehren sich irgend zwei Kegelschnitte K,
und K; in den Punkten A, und A, und beruehrt eine Gerade [BB']
den Kegelschnitt K, im Punkte B und schneidet sie die Sehne [A,A,]
im Punkte B’ und den Kegelschnitt K, in C, C’; dann bilden die vier
Punkte C’, B, C, B’ eine harmonische Gruppe. A

Schliessungssatz ;:  Beruchren sich ivgend drei Kegelschnitte Ky, K
und Ky in den Punkten Ay, Ay, und ist Ag irgend ein Punkt auf Ky @ beruchrt
ein wvierte Kegelschnitt K,, welcher durch Ay, Ay, Ay Jundurchgeht, den
Kegelschnitt Ky im Punkte B und schneidet Ky, K, in den Punkten C bez. C!
und Ky im Punkte B'; dann_bilben die vier Punkte (CB'C'B) cine lLarmo-
nische Gruppe.

174. Ausgangssatz: Jede durch einen Doppelpunkt einer Kurve
vierter Ordnung hindurchgehende Gerade ist durch die Kurve und ihre
kubische Polare harmonisch geschnitten.

Ist insbesondere die Kurve eine rationale Kurve vierter Ordnung,
welche drei Doppelpunkte besitzt, so ergiebt sich der .

Satz: Simd K(PBDEC), K (ABDEC) irgend zwei Kegelsclitte,
derart, dass der Punkt Ay dev Pol der Duychschnittseline [BC) ist, so ist_jede
durch Ay hindurchgehende Gerade durch die beiden Kegelschuitte und die
Durchschnittsehne |DE] harmonisch getrenns.

Beweis. Es seien A, und A; irgend zwei von D, E verschiedene
Punkte auf [DE]; man nehme A, A,, A; fuer die Fundamentalpunkte.
Dann ist die Gleichung von K; von der Form

J(x)=axi+britexi+deay,+ cvg + frx,=o.
Die Gleichung von [BC] ist daher

Of(x) _ 2ax,+ exy+ fap=0.
. ()xl
Es sei nun

o(x)=bri+xi+d v+ O ) va=0
die Gleichung von K,. Dann

J(@x)—px)=axi+ (0-0)xi+(c— xi+(d—d ) v
+ (¢ =Ny + (f— S nx=o0.
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Es soll jetzt ¢fx) so bestimmt werden, dass f(x)—-gz)(x) die Form
bxf2ax ¥ exs+ fx,)

annimmt. Hierfusr muss erstens

sein, so dass

(b—8) 23+ (c - )+ (d—d ) mz=0

b=0, c=¢, d=d'.
ari-t(e—Nany+ (f~fvx,=kx(2ax + exs+ f 13)
oder
ax,+ (e— N+ (f—fNuy=k(2ax,+ exs+ [ 23).
ist.
a=2ak, e—d=rke, f—['=Fkf,
k=1/2.
d=el2, fl=f]2.
o(x)=0x3 +cxi+ duta+ e/2. 20+ f]2. mx,=0.
Nun wird flx)=o0

F(X)=aXIXIx bXIX3+ XX+ dX X, X0 + e X, X, X}

wachrend ¢(x)=0 wird:

+f XXX =0,

20 XX, 4 2c X2 X+ 2d X0 X X, + e X3 X+ F X X E=o0,

welche
Hieraus folgt unsre Behauptung,

die pseudokubische Polare vom Pseudopunkte [A,A;] ist.

Einjge die Umbkehrungen wn sick enthaltenden Sactze.

175. Der Pascal sche Sats und
die drei speciellen Faelle desselben
enthalten ihre Umbkehrungen in sick.

In der Tat, nimmt man irgend
drei der sechs Kurvenpunkte fuer
das Fundamentaldreieck an, so
wird der Kegelschnitt die Pseudo-
Pascal’sche Gerade, und die Pas-
cal’sche Gerade der Pseudokegel-
schnitt.

Die nachstehenden Figuren (S. Fig. 1.—Fig. 4')

Brianchon’schen Konfigurationen.
dokonfigurationen, und die links

Der Brianchon'sche Satz und
die drei speciellen Faelle desselben
enthalten ihre Umbkehrungen in sich.

In der Tat, nimmt man irgend
i drei der sechs Tangenten fuer das
i Fundamentaldreieck an, so wird
Kegelschnitt der Pseudo-
Brianchon’sche Punkt, und der
Brianchon’sche Punkt der Pseudo-

kegelschnitt.

o der

zeigen die

Die rechts stehenden sind die Pseu-

stehenden die gewoehnlichen. Die

Buchstaben K bez. P stellen in den links stehenden Figuren die gewo-
ehnlichen Kegelschnitte bez. die gewoehnlichen Punkte und in den rechts
stehenden die Pseudokegelschnitte bez. die Pseudopunkte dar.
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176.  Der Existenzsats der Polare (oder des Fols) eines Punktes (oder
einer Geraden) in Bezug auf ein Dreteck enthaelt die Umbkehrung in sich.

In der Tat sind er und der dritte specielle Fall des Pascal’schen
Satzes (sowie des Brianchon’schen Satzes), welcher die Umkehrung in
sich enthaelt, auseinander ableitbar.

In den nachstehenden Figuren (S. Fig. 5.-Fig. 6’.) zeigen die
rechts stehenden die Pseudokonfigurationen, und die links stehenden die
gewoehulichen. Die Buchstaben 1 bez. L stellen in den links stehenden
Figuren die gewoehnliche Polare bez. den gewoehnlichen Pol und in
den rechts stehenden die Pseudopolare bez. den Pseudopol dar.

Einige Saetze ueber Kegelschnitisysteme.

177. Ausgangssatz: Wenn ingend zwei Kegelschnitte mit einem
dritten je eine Doppelberuehrung haben, dann gehen die Beruehrungs-
sehnen und ein Paar von den sechs Durchschnittsehnen der letzteren
Kegelschnitte durch einen und denselben Punkt hindurch und bilden
eine harmonische Gruppe.

Nimmt man irgend zwei (A, B) der vier Beruehrungspunkte A, A/,
B, B’ und irgend einen (C) der vier Basispunkte C, C’, D, D’ des Kegel-
schnittsbueschels fuer das Fundamentaldreieck an, so ergiebt sich der

Satz: Sind (CC'DD’A) wud (CBC'DDY) irgend zwei Kegelschnitte
eines Kegelschnittsbueschels, beruchre cin Kegelschnitt sie in A, A' bez. B, B';
dann gehen die drei Kegelschnitte (ABCC'D’), (AABCA/), (ABBCPH) und
die Geraden {CD] durch einen bestimmten Punkt P lindurch und bilden
die vier durch P hindurchgehenden Tangenten eine harmonische Gruppe,
wobei AA und BB die an A bez. B gelegenen Tungentenelernent bedeunten.

178, Nimmt man fuer das Pseudokegelschnittsbueschel ein
gewochnliches Geradenbueschel und fuer den dritten Pseudokegelschnitt
ein Pseudogeradenpaar an, so ergiebt sich der

Satz: Zs seien [DAA'] und [DBB') die gemeinsamen Tangenten
an den Kegelschnitten (ALGASBA)Y und (A AAB A, dann haben die
Kegelschnitte (A A ABB) wund (AAAAAY) die Tangente [DA,] dm
FPunkte A, gemein. Die Durchschnittspunkte von (AAABB), (AAAs
AA'), [DA,} wund [A1A;] (od. [AA,]) mat einer durch A; (od. Ay)
hindurchgehenden Gevaden bilden eine harmonische Gruppe.

179. Ausgangassatz: Wenn irgend drei Kegelschnitte mit einem
vierten je eine Doppelberuehrung haben dann gehen von den sechs Ver-
bindungssehnen der Durchschnittspunkte je drei durch denselben Punkt
hindurch.



Figuren fuer Art, 17s.

Fig, 3'.

Fig. 3.



Figuren fuer Art. 176.

cf

Fig. 6.
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Bestehen die dritten und vierten Kegelschaitte je aus einem Gera-
denpaar [BsB], [BsB//]; [BsAY], [BsA:], und sind B, A;, Ay’ fuer das
Fundamentaldreieck angenommen, wo A, A, irgend zwei der vier
Durchschnittspunkte Ay AJ/C,,Cy der ersten und zweiten Kegelschnitte
sind, dann ergiebt sich der

Satz:  Beruchren irgend swei Kegelschnitte (ACiAs B A/C/ABY)
und (ACy/CsABASC.CYASBY) die Geraden [B;B,B;], [B;By/B/] in
den Punkten B, B/ bez. By, B, und schuneiden ivgend zwei Geraden
[B,A/CCA,], [BsAYCY/CYA;] den Kegelschnitt (BB/) in AJ, C, bez.
Co, A, und den Kegelschnitt (B,B)) in Cy, A, bez. C/, A\, dann gehen
die drei Kegelschnitte (BsAsAy AAY), (BsAsASCC)) und (ByALALCCY)
durch einen und denselben Punfket hindurch.

180. Nimmt man die Punkte A,;, B,;, C/ fuer die Fundamental-
punkte anm, so ergiebt sich der

Satz: Beruehren irgend zwei Kegelschnitte (A,A)BB/CsCyAAy
CCYf) und (AA/BB/C,C/AASCCY) das Geradenpaar [B;BB;),
[BsBSBY] in den Punkten By, B! bez. By, By, und schneiden die Gevaden
[B;AYC.CA ], [B:A/CY/ClA;] den Kegelschnitt (BB/) in A, C, be.
Cy/, A, und den Kegelschnitt (B,BY) in C,, A, bez. C/, AY; dann gehen
die zwei Kegelschnitte (AB:Ci A AY), (ABsCY/C\CY) und die Gerade
[CsCs') durch einen und denselben Punkt hindurch.

181. Aus diesem Satze ergiebt sich auch der

Satz: Es beruchren irgend zwei Geraden [CoAsB,AyCY/BYA,) und
[AAB.CA/B/C/] die Kegelschnitte (B.BACB,B,) und (BJ/ACB,B;B)
in den Punkten By, B, bez. B, By. [Es seien (C/BBA/C/CAA;) und
(CoCiBsCAAYBA) irgend zwei Kegelschnitte. Dann beruehren die Kegel-
schunitte (CBACCY) und (AACBAY) sich im Punkte A.

182. Ausgangssatz: Es haben irgend drei Kegelschnitte 1, 2, 3
zwei Punkte P, Q) gemein; es seien Sy, S,/ die Durchschnittspunkte der
beiden Kegelschnitte 7 und 7. Dann gehen die drei Sehnen [Sy, S.'],
[Sss Sat’], [Se S’} durch einen und denselben Punkt R hindurch.

Nimmt man P, Q, ([SSy’], [SSs']) fuer die Fundamentalpunkte
an, so stimmen diese Saetze in den gewoeknlichen und pseudo- Geometrien
webeyein. »

183. Nimmt man P, Q und irgend einen auf [S;S,/]. gelegenen
und nicht auf den Kegelschnitten gelegenen und von R verschiedenen
Punkt T fuer die Fundamentalpunkte an, so ergiebt sich der

Satz: Es seien irgend drei Kegelschnitte (PQSupSty'SieSy’), (PQSx
Su’SuSu) und (PQSySy/S:Sy’) gegeben, welche alle die Pnnkte P, Q
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gemein haben, dann schneiden sich die zwei Kegelschnitte (PQTS,S,)),
(PQTSySy) auf der Geraden [SySy'], wenn der Punk: T auf [S;S,']
genommen ist.

184. Nimmt man P, Q, und irgend einen auf keinem der Kegel-
schnitte und auf keiner der Durchschnittsehnen gelegenen Punkt T fuer
die Fuudamentalpunkte an, so ergiebt sich der

Satz: Es seien drgend dvei Kegelschnitte (PQS10S1/SiS ), (PQSy
S2//SxSy) und (PQSySs/SuSy’) gegeben, welche alle die Punkte P, Q
gemein haben, dann schneiden sich die drei Kegelschnitte (PQTS,S,),
(PQTSuSy) und (PQTS;,Sy') in irgend einem von P, Q, T verschiedenen
Puntkte.

185. Artet der Kegelschnitt 3 in dem Ausgangssatz in ein Geraden-
paar aus, so ergiebt sich der .

Satz: Es scien irgend swei Kegelschnitte (PQS;S:5,:'Sy’), (PQSy,
S2S1,/Sy’) gegeben ; es seien [PSSy'], [QSuSy'] irgend swei durch P
bez. Q hindurchgehende Gerade; dann schneiden sick die drei Kegel-
schnitte (PQTSuSy'), (PQTSSy) wund (PQTSySy) in einemn Punkte,
wenn T auf keinem der Kegelschnitte und auf keiner dev Geraden ange-
nommen ist.

XXIV.
Einige projektive Saetze ueber Kurven dritter Ordnung.

Harmonische Eigenschaften dev Kurven dritter Ordnung.

186. Ausgangssatz: Jede durch einen Wendepunkt einer Kurve
dritter Ordnung hindurchgehende Gerade ist durch die Kurve und die
harmonische Polare harmonisch getrennt. '

Dieser Satz stimmt in den gewoehnlichen und psendo- Geometrien
wesentlich ueberein.

In der Tat,

J=(mxy+ na)xi + xyx(uz, + va) =o,

A =2(may+nx)n ;
ox,
F=(mXs+nX) XX+ (0 X+ vX0) X,
OF

=2(uX;+v.X,) X,
X, (/ 3 -) 1
n=0:[A:A;]: X,=0, Xz=o0,
Xi=0:A,: =0, 1=0.
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187. Satz: Die pseudokonische Polare von dem Pseudopunkic (welcher
eine Beruelrungssehne dev von einem Kurvenmpunkte A aus an der Pseu-
dokurve dritler Ordnung gesogenen Tangente ist) in Besug auf dic
Pscudokurve dritter Ordnung, ist die Beruchrungsseline des andern Paaves
dev vier vom A aus gezogenen Tangenten ; und die beiden Beruchrungs-
sehnen schneiden sich auf der Kurve.

Beweis. Es sei A ein beliebiger Punkt auf der Kurve dritter
Ordnung, und [AB],[AC] scien die Tangenten. Nimmt man A, B,C
fuer die Fundamentalpunkte, so wird die Gleichung der Kurve dritter
Ordnung :

Fx)y=axin,+ bxins + dxins +fxin, + grx,; =0
oder
(X)) =a XX+ 0 X3 X+ dXXG HAXTX, + g X XL K=o,

Die pscudokonische Polare des Pseudowendepunktes (BC) ist
OF — 20X X+ 2 XX+ g Yo Xy =0,

<1

welche eine gewoehnliche Gerade

2dx,+ 2fx, + gx, =0

ist. 0
st 0f =2axa+ 2020+ gxa5=0,
£3)

2f— xlgf; = x,75(2dx, + 2f 25+ gy) =0.

E
Hiermit ist unsre Behauptung bswiesen.

188. Uebersetzt man den Ausgangssatz 187 in die Pseudogeome-
trie und betrachtet man die Gestalt der Gleichung

{%swx&+4&&+pmﬁ=a

so ergiebt sich der

Satz: Es seien [AB], [AC], [AB], [AC"] von einem Kurvenpunlkte
A einer Kurve dritter Ordnung gesogene Tangenten, welche in den Punkten
B, C, B bez. C' die Kurve bevuchren ; es schneide eine belicbige durch A
hindurchgehende Gerade die Kurie dritter Ordnung in den Punkten P,
und Py und die Geraden |BC) und [B'C'} in E bez. E'; dann ist (PP,
EE') eine harmonische Gruppe.

Derselbe Satz laesst sich aus dem folgenden Ausgangssatze herleiten :

Satz: Jede durch einen Kurvenpunkt einer Kurve dritter Ordnung
gelegte Sehne schneidet die Kurve und die konische Polare des Kur-
venpunktes in vier harmonischen Punkten.

189. Satz. Sind [AB], [AC), [AB'] und [AC'] vier von cincin
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Kurvenpunkte A einer Kurve dritter Ordnung gezogene Tangenten, dann
bilden [BC), [B'C'], [DA), [DT] eine harmonische Gruppe, wobei D=
([BC], [B’C']) und DT die Tangente an D der Kurve ist.

Beweis. f(x)=axin+ oxiz,+driz,+ /3%, + grinr, - o die Kurve.

D: x:m:n=0:—f:d

[BC]: Si=gx=0,
[B'C']: Si=gn+2dx,+ 2/3=0,
[AD]: S;=2drn,+2f5-=0,
[D T}: S,=zgm+2dnm+yrn=0.
5=, - S,=o0,
S, =5+ S,=o0.

Also bilden S;=o0, 5;=0, S;=o0, S§;=0 eine harmonische Gruppe.
Zusatz: _fede durch cinen Wendepunfet einer Kurve dvitter Ordnung
hindurchgehende Gerade ist durch die Kurve und die harinonische Polare
harmonisch getrennt. .
In der Tat faellt in diesem Falle [DT] mit [AD] zusammen.
190. Die folgenden zwei Saetze ergeben sich aus einander :

Jede durch einen Kurvenpunft
einer Kurve dritter Ordnung fin-
durchgehende Gerade ist durch die
Kurve und die konische FPolare har-

Sind  wvier  Tangenten [AB],
[AC), [AB'], [AC'] an ¢iner Kurve
dritter Ordnung durch einen Kur-
venpunkt A gezogen, und schneidet

eine  durch A Jundurchgehende
Gerade die Kurve in den Punkten
P, Q und die Sehnen [BC], [B'C’]
n den Punkten D, E; dann ist
(PQ, DE) cine harmonische Gruppe.

In der Tat kann die Pseudoberuehrungssehne [B/C’] als die kon-
ische Polare des Punktes A angesehen werden.

191. Satz: Es seien A, A, A; drei belichige wickt Follineare
Punkte auf einer Kurve dritter Ordnung ; [AB], [AC], [AB], [A,C']
seien die vier von A, an der Kurve gezogenen Tangenten ; es schneide
eine beliebige Gerade [ AP die Kurve in A,, P, Q es schneide [AP]
die Kegelschuitte (A1A2A3BC) und (A AAB'CH) dn den Punkten D bes.
E ; dann ist (PQ, DE) eine harmonische Gruppe.

Dieser Satz folgt aus dem obigen rechtseitigen Satze.

montsch getrennd.,

FEinige weitere Sactze ucber Kurven dritter Ordnung.

192. Ausgangssatz: Es sci A ein Wendepunkt auf einer Kurve
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dritter Ordnung, und es schneiden zwei Geraden [AE],[AE’] die
Kurve in den Punkten E,F bez. E', F. Dann ist die Gerade [([EF’],
[E'FI([EE'], [FF'])] die harmonische Polare des Punktes A.

Hieraus ergiebt sich der

Satz: Es sei A ein Wendepunkt einev Kurve dritter Ovdnung, und
¢es seien die drei Tangenten [AB), [AC), [AD] an den Punkten B, C
bea. D gezogen, es schneiden zwei beliebige Sehnen [AEF], [AE'F'] die
Kurve in den Punkten B, ¥ bez. ¥, ¥/, dann schneiden sich die Kegel-
schnittenpaare (ABCEY’), (ABCE'F); (ABCEE'), (ABCFF') je awf der
Geraden | AD)]. '

Hierbei sind die Fundamentalpunkte A, B, C.

193. Ausgangssatz: Die Tangenten in irgend zwei Punkten
einer Kurve dritter Ordnung schneiden sich auf der harmonischen
Polare des dritten Wendepunktes, welcher auf der Verbindungsgeraden
der beiden vorigen Wendepunkte liegt.

Hieraus ergiebt sich der

Satz: FEs seien AE,F drei (kollineare) Wendepunkte auf einer
Kurve dritter Ordnung ; es seien [AB], [AC), [AD] drei Tangenten in
den kollinearen Punkten B, C bez. D ; dann schneiden sich die swet
Kegelschnitte (ABCEE), (ABCFF) auf der Tangente [DA), wobei EE
und ¥F je ein susammenfallendes Punktepaar bedeuten.

194. Ausgangssatz: Sind zwei Tangenten von einem Punkte A
auf einer Kurve dritter Ordnung an der Kurve gezogen, so schneiden
die Tangente an A und die Tangente an dem Punkte, in welchem die
Beruehrungssehne die Kurve noch einmal schneidet, sich auf einem
Kurvenpunkte.

Hieraus ergiebt sich der

Satz: Sind zwei Tangenten [AB), [AC| an den Punkten B bes.
C der Kurve dritter Ordnung durch einen Kurvempunkt A gesogen, und
schneidet die Gerade [BC) die Kurve dyitter Ordnung im Punkte D, dann
schneiden die Gerade [DA) und der Kegelschnitt (AAABC), welcher it
dev Kurve im Punkte A eine Doppelberuchrung hat, sich in cinem Kur-
venpunkte (etwa F).

Beweis. Die Kurve dritter Ordnung sei durch

XX+ nXo) + Xo XG(1X, + p X +v.X0)=o,
d.h. durch
w2l + s+ nxg) + 2 px, +vx)=o0

gegeben ; dann ist AD durch
) mX,+nX,=o0



394 Tsurusaburo Ota.

gegeben, und der Kegelschnitt (AAABC) durch
X+ p X+ vX,=o0.

Diese Gleichungen zeigen unsre Behauptung.

195. Ausgangssatz: Schneidet eine Sehne BDCF, welche durch
" einen Punkt B auf einer Kurve dritter Ordnung hindurchgeht, die Kurve
noch zweimal in den Punkten D und C und die konische Polare von
B in F, dann gehen die Tangenten an D und C und die Tangente zur
konische polare an F durch einen und denselben Punkt hindurch.

Hieraus ergiebt sich der

Satz: Es seien [AM], [AN], [A1A,], [AA;s] drgend vier aus
einem Kurvenpunkt A, einer Kurve dritter Ordnung an der Kurve gezogene
Tangenten, welche die Kurve in den Punkten M, N, Ay bes. Ay béruehven;
es sei [A\CFD] emne belicbige Gerade, welche die Kurve in den Punkten
C, D und die Beruchrungssehne [MN] im Punkte ¥ schueidet; dann
schneiden die zwei Kegelschnitte (AA;ACC), (ALA:ADD), die die Kurve
in den Punkten C bez. D bevuehren, und der Kegelschnite (A AAFMN)
sich in einem Punkte.

Hierbei sind die Fundamentalpunkte A, A, A,

196. Satz: Der folgende Satz enthaelt seine Umbehrung in sich :
Geht ein beliebiger Regelschnitt duvch vier feste Punkte auf einer Kurve
dritter Ordnung, so gcht die durch dic gegebenen Punkte nicht hindurch-
gehende Durclschnittsehne durch einen jfesten Punkt auf dev Kurve Jun-
durch.

In der Tat ist der entsprechende Pseudosatz, in die gewochnliche
Geometrie uebersetzt, folgendes, wenn der Pseudokegelschnitt eine
gewoehnliche Gerade ist und irgend drei der vier festen Punkte als die
Fundamentalpunkte angenommen sind: Geliz eine durch einen festen
Punkt auf einer Kurve dritter Ovdnung lundurchgehende beliebige Gerade
durch noch zwei anderve Kurvenpunkte L, M ; dann geht jeder durch L,
M und nock drei andere Kurvempunkte A, B, C hindurchgehender Kegel-
schnitt durcl einen andeven festen Kurvenpunkt (ewta D) hindurch.

Ist der Pseudokegelschnitt ein durch irgend zwei (B, C) der vier
festen Kurvenpunkte (B, C, D, E) hindurchgehender gewoehhlicher
Kegelschnitt, so ergiebt sich der

Satz:  Sind irgend fuenf Punkte (A, B, C, D, E) auf einer Kurve
dritter Ordpung gegeben, und schneidet ein durch B, C, D, E Jundurch-
gehender beliebiger andrev Kegelschnitt die Kurve in den Punkten L, M ;
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dann. geht der Kegelschnitt (ABCLM) durch einen festen Punkt auf der
Kurve hindurch.

XXV.

Einige projektive Saetze ueber rationale Kurven
vierter Ordnung.

197.  Der folgende Satz enthaelt seine Umhehrung in sich .

Satz: Die sechs Tangenten, die von den drei Doppelpunkten einer
rationalen Kurve wvierter Ordnung an dieser gezogenm wevden /éaermen,
beruchren einen Kegelschnits.

In der Tat lautet seine Umkehrung: Die sechs ZTangenten, die
von rgend dyei nicht auf einem Kegelschnitt liegenden nicht kollinearen
Punkten an diesem Kegelschnitt gesogen wevden lfoennen, bevuehren eine
rationale Kurve vierter Ordmm o, welche die drei Punkte als Doppelpunkte
hat.

108. Satz: Die sechs Doppelpunkistangenten einer rationalen Kurve
vierter Ovdnung bevuehrven eine andeve vationale Kurve vierter Ovdnung,
welche mit dev ersten die drei Doppelpunkte gemein hat.

Huelfssatz :  Schneidet ein Kegelschnitt die drei Seiten eines Dreiecks
Je in einem Punktepaare, so beruchren die sechs Geraden, die diese Punkte-
paare wmit den gegenueberliegenden Ecken verbinden, einen Kegelschnitt.

Es sei der erste Kegelschnitt durch

QX+ Apr it aptit 2000575+ 20507+ 20,42, =0
gegeben, so sind die sechs Verbindungsgeraden durch
@y X2+ 2A9 ks + @ X3 =0,
s+ 2ay 27, + auxi=0,
Ay} 2a1%, %+ anri=0

gegeben. Damit diese sechs Geraden einen Kegelschnitt beruehren,
muss

. AApdn = A3yl
sein, was der Fall ist.

199. Satz: Schneidet ein Kegelschnitt die drei Seiten eines Dreiecks
in drei Punktepaarven, so beruchren die sechs Verbindungsgeraden dieser
Punkte mit den gegenuebevliegenden Ecken eine durch die drei Ecken des
Dreiecks je zweimal hindurchgehende vationale Kurve vierter Ordnung.

Dieser Satz folgt aus dem wohlbekannten Satz: Die Doppelpunkts-
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tangenten einer rationalen Kurve vierter Ordnung beruehren einen
Kegelschnitt.

200. Satz: Es schneide ein Kegelschnitt die zwei Seiten [AyA,] und
[AA;] eines Dreiecks ANAy in den Punktepaaren Py, Py und Q,, Q,:
es sehneiden die Geradenpaare [AQ1], [AsQ:] und [AP], [AsP,] den
Kegelschuitt in den Punktepaaren P!, P/ bez, Q, Q) dann koennen wwir
einen durch P/, P, QF, Q), A, A lindurchgchenden Kegelschnitt
sichen.

Dieser Satz folgt aus dem wohlbekannten Satze: Ein Kegelsch-
nitt kann durch irgend zwei Doppelpunkte einer rationalen Kurve vierter
Ordnung und die zwei Punkte, in welchen die zwei Paare entsprechender
Tangenten die Kurve schneiden, geschrieben werden.

201. Satz: Die sechs Punkte auf einem Kegelschnitt, in welchen
ge ein durch drei feste Punkte (nicht auf dem Kegelschnitt) hindurchge-
hender Kegelschnitt den  ersten Kegelschnitt oskuliert, legen auf einer
rationalen Kurve vierter Ordnung, welche die drei Punkte als Knotenpuntkte
besitet.

Dieser Satz folgt aus dem bekannten Satze: Die sechs Wende-
punkte einer rationalen Kurve vierter Ordnung liegen auf einem Kegel-
schnitt.

202. Satz: Die sechs Punkte, in welchen die dvei Paare Verbin-
dungslinien dev drei Paare Durchschnittspunkte eines Kegelschnittes mit
den drei Seiten eines Dreiecks, mit den drei gegenucbevlicgenden FEcken
den  Kegelschnitt schneiden, liegen auf einer rationalen Kurve vierter
Ordnung mut den dvei Ecken als Doppelpunite.

Dieser Satz folgt aus dem bekannten Satze ; Die sechs Beruehrungs-
punkte in welchen die drei Doppelpunktstangenten einer rationalen
Kurve vierter Ordnung sie schneiden, liegen auf einem Kegelschnitt.

203. Satz: Die scchs Beruehrungspunkte der von den drei Ecken
eines Dreiecks an einewt Kegelschnitt gezogencn Tangenten liegen auf einer
durch die drei Ecke je zweimal hindurchgehenden rationalen Kurve vierter
Ordnung.

Dieser Satz folgt aus dem bekannten Satze: Die sechs Beruehr-
ungspunkte der von den drei Doppelpunkten einer rationalen Kurve
vierter Ordnung gezogenen drei Paar Tangenten derselben, liegen auf
einem Kegelschnitt.

204. Satz: Die drei in den drei vorkergehenden Sacetzen besprochenen
rationalen Kurven vierter Ordnung gehen durch szwei feste Punkte des
genannten Kegelschnittes hindurch.
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Dieser Satz folgt aus dem bekannten Satze: Die dreiin den drei
vorhergehenden Huelfssaetzen besprochenen Kegelschnitte gehen durch
zwei feste Punkte der genannten rationalen Kurve vierter Ordnung.

205. Satz: Sind P, Py, Ps, P, PV, trgend fuenf Punkte auf einer
vationalen Kurve vierter Orvdnung miut Knotenpunkten A, A, A, so ist
das Doppelverhacitnis von den Kegelschnitten (A A APP)), (A AAPP,),
(AAGAPPY), (AAAPPY) unabhaengiy von der Wahl der Lage des
Punktes P auf der Kurve.

206. Satz: Sind P, P, Py, Pu, Py irgend fuenf Punkte auf einer
rationalen Kurve vierter Ordnung mit Knotenpunkten Ay A, A, dann
ist das Doppelverhaeltnis von den vier Punkten ((A1AAPP), (A AA,
PiP)), ((ALA.A;PP), (ALAAPPy)), ((A1AAPP), (A1AAPPY)), (A
A APP), (ALAAPVPY)) unabhaengig von der Wakl der Lage des Punktes
P auf der Kurve.

207. Satz: FEine rationale Kurve vierter Ordnung mit Knotenpunk-
ten Ay, Ay Ay und ein durch Ay, Ay A; lindurchgehender Kegelschnitt
bestimmen eine Involution auf dem Kegelschnitt.

208. Satz: Eine rationale Kurve vierter Ordnung mit Knotenpunk-
ten Ay, Ay Ay und cine durch A, (i=1 od. 2 od. 3) Jlindurchgehende
Gerade bestimmen cine Involution auf der Geraden.

209. Satz: Fin durch A, A, As lhindurchgeliender Kegelschnitt
schneidet ein System von vationalen Kurven vierter Ordnung (Q,Q,Q:Q,
AAA;) mit Knotenpunkten Ay, Ay Ay in einer Involution auf sich
selbst.

210. Satz: Fine durch A; hindurchgehende Gerade schneidet ein
System von vationalen Kurven vievter Ovdnung (Q1QQuQuAAA;) mit
Knotenpunkten A, Ay A; in einer Involution auf sicl selbst.

XXVL

Interpretation eines Grundgebildes m-ter Ordnung
als ein Grundgebilde n-ter Ordnung
(m, n=1, 2, 3, m == n),

211. Satz: Die folgenden Paare sind in einem gewissen Sinne
miteinander vertauschbar (okne Schaden der Doppelvehaeltnisse) :

1) Grundgebilde erster Stufe, " 1) Grundgebilde erster Stufe,
erster Ordnung. eweiter Ordnung.
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il) Grundgebilde erster Stufe, ii) Grundgebilde erster Stufe,
zwetter Ordnung. dritter Ovdnung.

ili) Grundgebilde erster Stufe, iti) Grundgebilde erster Stufe,
dritter Ordnung. erster Ordnung.

Beweis. 1) Bezieht es sich auf die Punktreihen, so haben wir es
bereits in 130 bewiesen. Wenn von den Ebenenbuescheln die Rede
ist, so folgt unsre Behauptung aus 136, (i) und 137, (i).

ii) Das folgende Schema zeigt uns die Richtigkeit unsrer

Behauptung :
In der in Kap. IV betracht- In der gewoehnlichen
eten Pseudogeometrie. Geometrie.

Eine Pseudopunktreihe zweiter ...Eine £ dreimal betreffende durch
Ordnung. A, hindurchgehende Raumkurve
dritter Ordnung.
Eine Pseudoraumkurve dritter ...Eine durch A, hindurchgehende
Ordnung. und #* nicht betreffende Punkt-
rethe zweiter Ordnung.

In der in XIX betrachteten » In der gewoehnlichen
Pseudogeometrie. Geometrie.
Ein Pseudoebenenbueschel......... Ein mit dem Kegel (A, 4) drei
zweiter Ordnung. Schmiegungsebenen gemein ha-

bendes, die Ebene {A;AjA;}
anschmiegendes Ebenenbueschel
dritter Ordnung.
Ein Pseudoebenenbueschel......... Ein die Ebene {A;A;A;} ansch-

dritter Ordnung. miegendes und mit dem Kegel
(A4, #) keine Tangentialebenen
gemein habendes IEbenenbue-
schel zweiter Ordnung.

iii) Das folgende Schema zeigt uns die Richtigkeit unsrer

Behauptung

In der in Kap. Il betracht- In der gewoehnlichen
eten Pseudogeometrie. Geometrie.
Eine Pseudogerade .....ccoovvennnnn. Eine durch die vier festen Punkte

hindurchgehende = Raumkurve
dritter Ordnung,

1 Fuer die Beibehaltung der Doppelverhaeltnisse siche Schlusswort 10
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Eine Psudoraumkurve dritter.....

Ordnung.
In der in XVII betrachteten
Pseudogeometrie.

Ein Pseudoebenanbueschel
erster Ordnung.

Ein Pseudoebenenbueschel
dritter Ordnung.

212, Satz:

........

399

Eine das Fundamentalsystem nicht
betreffende Gerade.

In der gewoehnlichen
Geometrie.

Ein Ebenenbueschel dritter Ord-
nung, welches die vier festen
Ebenen als rektifizierende Eben-

en besitzt.

.Ein das Fundamentalsystem nicht

betreffendes Ebenenbueschel er-
ster Ordnung.

Die folgenden Paarve sind je in einem gewissen Sinne

miteinander vertauschbar (ohne Schaden der Doppelverhacltnisse) :

1) Grundgebilde zweiter Stufe,
sweiter Ordnung.

it) Grundgebilde zweiter Stufe,
dritter Ordnung.

iti) Grundgebilde zweiter Stufe,
erster Ordnung.

Beweis.
Behauptung :

In der in Kap. IV betracht-
eten Pseudogeometrie.

Eine Pseudoflaeche dritter ........

Ordnung.

Eine Pseudoquadriflaeche

In der in X betrachteten
Pseudogeometrie.

Eine Pseudoflaeche dritter........

Klasse.

1) Grundgebilde zweiter Stufe,
dritter Ordnung.

it) Grundgebilde zweiter Stufe,
erster Ordnung.

i) Grundgebilde zweiter Stufe,
sweiter Ordnung.

i) Das folgende Schema zeigt uns die Richtigkeit unsrer

In der gewoehnlichen
Geometrie.

.Eine durch A, hindurchgehende

und £ nicht enthaltende Qua-
driflaeche.

Eine 4% einmal in sich enthaltende
und einen zweifachen Knoten-
punkt in A, habende Flaeche
dritter Ordnung.

In der gewochnlichen
Geometrie.

Eine die Ebene {A;A A;} beruchr-
ende und den Kegel (A, £}) nicht
beruehrende Quadriflaeche.
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Eine Pseudoquadriflaeche ......... Eine den Kegel (A, #) einmal
beruehrende und einen Kegel-
schnitt in der Ebene {A;A,Az}
enthaltende  Flaeche dritter
Klasse.

ii) Das folgende Schema zeigt uns die Richtigkeit unsrer

Behauptung :
In der in Kap. II. betracht- In der gewoehnlichen
eten Pseudogeometrie. Geometrie.
Eine Pseudoebene ............... .. Eine die Fundamentalkurve sechs-
ter Ordnung L° enthaltende
Flaeche dritter Ordnung.
Eine Pseudoflaeche dritter.........Eine zum Fundamentalsysteme
Ordnung. nicht gehoerige gewoehnliche
Ebene.
In der zu der in Kap. II
betrachteten Geometrie In der gewoehnlichen
korrelativen Geometrie. Geometrie.
Ein Pseudopunkt.......cocvveeeeninen Eine die Fundamentalkurve sechs-

ter Klasse enthaltende Flaeche
dritter Klasse.
Eine Pseudoflaeche dritter ......... Ein zum Fundamentalsysteme
Klasse. nicht angehoeriger gewoehn-
: licher Punkt.
i) S. 142.

XXVIIL

Analogien zwischen Kegelschnitten und Raum-
kurven dritter Ordnung.

213. Der vorhergehenden Prinzipien wegen koennen wir zahlreiche
Analogien zwischen Gebilden von verschiedenen Ordnungen und von
derselben Stufe geben. Wir haben bereits in XVIII einige derartige
Beispiele nach der Meinung von Herrn Nishiuchi gegeben. Wir wollen
jetzt die folgenden geben, von denen jeder aus dem  gegenseitigen
beweisbar ist.
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214. Satz: Sind P, Py, Py,
Py irgend vier Punkte auf einem
Kegelschnitt, so ist das Doppelver-
haeltnis ([PP,][PP.], [PPy][PPr])
unabhaengtg von der Wakl der Lage
des Punktes P auf dem Kegelsch-
nitt.

215. Satz: Sind p, pu pr,
v irgend vier Tangenten eines
Kegelschnittes, so st das Doppel-
verhaeltnis (22 220, (202 ) 2929)
unabhaenigig von dev Wakl der
Lage der Tangente p des Kegel-
schnittes.

216. Satz: Ein Kegelschnitt
und eine Gerade in derselben Ebene
bestimmmen eine Involution auf der
Geraden sowolil ols auf demn Kegel-
schnitt.

217. Satz: FEin Geradenbue-
schel und ein Kegelschnitt bestim-
men eine Involution anf dem Kegel-
sclunitt sowokl als in dem Geraden-
bueschel.

218. Satz : Durch fuenf Punkte
P, Py, Py, P, P; von welchen keine
vier in einerlei Geraden liegen, ist
ein Kegelschnitt bestimant, welcher
durch die fuénf Punkte gehs.

219. Satz:  Durch  fuenf
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Satz: Sind P, P, Py, P»
irgend vier Punkite auf einev Raum-
kurve dritter Ordnung, so ist das
Doppelverhaelinis  ({A,QP,} {A,Q
P.}, {AQP2} {AQ.Pv}) unabhaen-
gty von der Wall der Lagen der
Punkte A, Q auf der Raumburve
dritter Ordnung.

Satz: Sindn,m, m,, 7, irgend
vier Schmiegungsebenen (in  der
Regelflaeche, oskulievende Kegel-
schnitte) einer Rawmbkurve dritter
Ordnung, so ist das Doppelverhaelt-
nis  ((mom)(mpm,),  (mom)(mpm,,)),
(m={AAA;}), unabhaengic wvon
der Wahl der Lagen der Schmie-
gungsebenen  (oskulierende Kegel-
schnittey ©, p der Raumburve
dritter Ordnung.

Satz: Eine Rawmbkurve dritter
Ordnung und e¢ine daszu inzidente
Gerade bestimmen eine Involution
auf der Geraden sowie auf der
Raumburve dritter Orvdnung

Satz:  Lin System von Kegel-
Schnitten, welche durch irgend zwei
Punkte auf einer Regelflaeche gelen,
und eine Raumbkurve dritter Ordnung
in dersclben Regelflaeche, bestimmen
eine Involution auf der Raumbkurve

| dritter Ordnung sowie in dem Ke-

gelschnittensysten.

Satz : Durch sechs Punkte A,
P, Py, Py, Py, Py, von welchen keine
vier in cinevlei Ebene liegen, ist
eine Raumburve dritter Ordnung
bestimmt, welche durch die sechs
Punkte gehs.

Satz: Durch sechs Ebenen

1 Vgl. Von Staudt, Beitraege zur Geometrie der Lage, 471.
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Gerade py, ps, ps, P, ps, VR welchen

keine vier durch einen Punkt gehen, |

ist  ein  Kegelschmitt  bestimmt,

welcher die fuenf gegebenen Geraden |

beruelrt.
220. Satz: Durch einen Kegel-
schnitt ist ein Polarsystem bestimm.

221. Satz: Fine Gerade schn-
eidet cin Kegelschnittsbueschel in

einer Involution auf sich selbst.

222, Satz: Ein su dem letsten
Satze korrelativer Sats.

223. Satz: ZEin Ebenenbue-
schel und ein in keiner dev Ebenen
des Bueschels liegender Kegelschnitt
bestummen eine Involution auf dem
Kegelschnitt.

224. Satz von Pascal.

|
|
|
i
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{AAA}, Ty, Ty, W, w, von
welchen keine viev durch einen Punkt
gehen, ist eine Raumbkurve dritter
Ordnung  bestimmt, welche an die
sechs Ebenen sich anschmiegt.

Satz: Durch eine Raumburve
dritter Ordnung anf einer Quadri-
Saeche und einen festen Punkt auf
dieser Raumburve ist eine Punkt-
kegelschnitt-zuordnung  bestimmt.

Satz :  FEine Gerade auf einer
Regelflacche schneidet ein  System
einer fuenf Punkte gemein habenden
Raumburve dritter Ordnung auf der
Regelflaeche in ciner Involution auf
sich selbst. Besitzt ein System von
Raumbkurven dritter Ordnung auf
einer  Quadriflaeche  fuenf Punkte
gemein, so schneidet ein durch einen
der fuenf Punkte lindurchgehender
Kegelschnitt auf dev Quadriflaeche
die Rawmburven in cincr Involution
auf sich selbst.

Satz: Ein zu dem letsten Satze
korrelativer Satz.

Satz:  Ein  Ebenenbueschel
[AP] und cine durch Ay hindurch-
gehende Raumburve dritter Ordnung
bestimmmen cine [nvolution auf der
Raumkurve,

Satz von Pascal im Raume:
Sind Ay, Py, Py, Py, Py, Py, Py drgend
steben Punkte auf einer Raumburve
dritter Ordiung K°® i einer Quad-
riflaeche Y, so licgen die wier

Puntte A,

({APP}, Q){ARP;}, Q)
(({APP], QI({ARP:}, Q)
(({ARE], Q){ARE}, Q)

anf einem Kegelschnitt in Q.
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225. Satz von Brianchon. | Satz von Brianchon im Raume.

Es ist zu bemerken, dass die letzten Saetze wesentlich nichts

anderes als die Pascal’schen resp. Brianchon’schen Saetze des Kegels
(A4, £*) sind.

XXVIL

Analogien zwischen Kegelschnitten und ebenen
kubischen Kurven mit Knotenpunkten.

-226. Da zwischen Kegelschnitten und Raumkurven dritter
Ordnung Analogien bestehen, und die Raumkurven dritter Ordnung
immer in ebenen kubischen Kurven mit Knotenpunkten projiziert werden
koennen', so koennen wir zwischen den cbenen kubischen Kurven init
Knotenpunkten und den Kegelschnitten Analogien aufstellen ; z.B.—

227. Satz: ZFEin Kegelschnitt Satz: FEine ebene Kurve dyitter
ist durch irgend zwei projektive | Ordnung mit Knotenpunkte ist durch
Geradenbueschel bestimmt. ein Kegelschnitisbueschel (A AA5P)
und ein dazu projektives Gevaden-
bueschel (A,) bestimms.

228. Satz: FEine Gerade und Satz : Eine ebene Kurve dritter

ein Kegelschnitt bestimmen eine In-
volution auf dev Geraden sowie auf
dem Kegelschnitt.

Ordnung mit Knotenpunkte und ein
durch den Knotenpunkt hindurchge-
hender Kegelschnitt bestimmen eine
Involution auf dem Kegelschnitt
sowie auf der Kurve dritter
Ordnung.

229, Ebenso koennen wir die zu 214-225 entsprechenden Ana-

logien aufstellen.

XXIX.

Einige Eigenschaften der Raumkurven dritter
Ordnung.

230. Mit Benutzung des Prinzips, dass jede Raumkurve dritter
Ordnung in eine ebene knotige Kurve dritter Ordnung projiziert werden
kann, koennen wir die Saetze in 188, 189, 190, 191, 192, 193, 194,
195 auf die Raumkurven dritter Ordnung anwenden.

231. Also z.B. der Satz in 188 wird:

1 Basset, Treatise on the Geometry of Surfaces, pp. 99-100.
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Satz: Es seien {OAB}, {OAC}, {OA'B'}, {OA'C'}y durch einen
Knotenpunkte A einer Raumburve dritter Ordnung und durch einen belie-
bigen Punkt O ausserhald derselben gezogene Tungentialebenen, welche in
den Punkten B, C, B bez. C' die Kurve beruchren ; es schneide eine
beliebige durch O, A gehende Gerade die Kurve dritter Ordnung in den
Punkten Py und Py, die Ebenen {OBC} und {OB'C'} in E bez. E/; dann
ist (PyPs, EE') eine harmonische Gruppe.

232, Und der Satz in 189 wird:

Satz: Sind {OAB}, {OAC}, {OAB'} und {OAC'} vier von einem
RKurvenpunkte A einer Raumburve dyitter Ordnung wund durch einen
beliebigen Punkt O ausserhalb derselben gezogene Tangentialebenen, dann
bilden {OBC}, {OB'C’}, {ODA}, {ODT} eine harmonische Gruppe, wobei
[OD]=[{OBC}, {OB'C'}] und {ODT} die Tangentialebenen an D der
Kurve sind.

XXX.

Einige projektive Saetze ueber Flaechen zweiter
und dritter Ordnungen.

233. Ausgangssatz: Besitzt ein System von Quadriflaechen eine
Kurve gemein, so schneidet jede Gerade die Quadriflaechen in involuto-
rischen Punkten.

Aus diesem Satze ergeben sich die folgenden zwei Saetze: .

Satz: DBesitet ein System vou Quadrifiaechen eine Kurve gemein, so
schneidet eine die Kurve viermal betveffende Rawmburve dyitter Ovdnung
die Quadriflacchen in involutorischen Punkten auf der Rawmburve dyitter
Ordnung.

234. Satz: DBesitst ein System wvon Quadriflaechen eine Kurve
gemein, und sind A,, A, trgend swei Punkte anf dev Kurve, dann schneidet
geder. durch A,, Ay hindurchgehende Kegelschnitt die Quadrifiaechen in
involutorischen Punkten anf sich selbst.

Beweis. Die Ebene des durch A,;, A, hindurchgehenden Kegel-
schnittes schneidet die Quadriflaechen in einem Kegelschnittsbueschel,
und mit Ruecksicht auf dem Satz ii in 129 erhaelt man daher unsren
Satz. :

235. Ausgangssatz: Ein Kegelschnitt schneidet die Ebenen eines
Ebenenbueschels in involutorischen Punkten auf sich selbst.

Aus diesem Satze ergeben sich die folgenden Saetze:
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Satz: Besitzt ein System wvon Flaechen dritter Ovdnung mit vier
Knotenpunkten Ay, Ag Az Ay eine durch Ay, Ay, Az Ay lindurchgehende
Raumbkurve dritter Ordnung gemein, so schneidet ein durch A,; Ay lin-
durchgehender Kegelschnitt die Flaechen in involutorischen Punkten auf
sich selbst.

236. Satz:; Besitst ein System von Flaechen dritter Ovdnung mit
vier Knotenpunkten Ay, Ay As, Ay eine durch Ay, Ag, As Ay hindurchge-
hende Raumburve dvitter Ordnung gemein, so schneidet ein durch A,
lindurchgehender und die Geraden [ AAL], [AA,] betreffender Kegelschnitt
die Flaechen in involutorischen Punkten auf sich selbst.

237. Satz: DBesitzt ein System von Flaechen dyitter Ordnung nut
vier Knotenpunkten Ay, A, As Ay eine duvch Ay, Ay, A, Ay lindurch-
gehende Raumburve dritter Ovdnung gemen, so schneidet ein durcl A,
Ay, lindurchgelender Kegelschnitt die Flaechen in involutovischen Punkten
auf sich selbst.

238. Satz: Besitat ein System von [laechen dritter Ordnung it
vier Knotenpunkten Ay, A, As Ay etne duveh Ay, As Ay Ay lindurch-
gehende Rawmbkurve dritter Ordnung gemein, so schneidet eine [AA]
betreflende Gerade die Flaechen in involutorischen Punkten auf sich selbst.

239. Ausgangssatz: Besitzt ein System von Quadriflaechen eine
Kurve gemein, so gehen die Polarebenen eines Punktes durch eine
Gerade hindurch.

Aus diesem Satze ergeben sich die folgenden Saetze :

Satz: Es haben ein System wvon Quadrifiaechen eine durch vier
Punkte Ay Ay, As, Ay lindurchgelende Kurve gemein ; es schneide eine
beweglicle, durch die fuenf Punkte P, A, Ay, Ay, A, hindurchgeliende Rawm-
kurve dyitter Ordnung die Quadyiflacchen in den Punkiepaaren Py, P/
dann ist der Ort von Q,; derart, dass (PQ,, P,P/) je eine Lhavmonische Gruppe
bilden, eine durch A, A, A, A, Jindurchgehende Rawmburve dyitter
Ordnung. Und korrelativ hierzu.

240. Satz: Es schneide eine bewegliche durch fuenf Punkte A4, A,,
Ay, Ay P lindurchgelende Raumburve dritter Ordnung die Ebenen eines
Ebenenbueschels [A;R), (j=1, 2, 3, 4) in den Punktepaaren P, P/, dann
ist dev Ort von den Punkten Q, devart, dass (PP, PQ,) je eine harmon-
ische Gruppe bilden, eine durch A; lindurchgehende Gevade.  Und korre-
lativ hierzu.

241. Satz: Besitst ein System von Quadriflacchen swei Kegelschnitte
B E? gemein; schneidet cin beweglicher durch zwei auf keiner der
Quadyiflaechen licgenden Punkte Ay, P lindurchgehender und E sweimal
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betreffender Kegelschnitt die Quadriflacchen des genannten Systems in den
Punktepaaren P, P/, dann ist dev Ort von den Punkten Q, derart, dass
(PP, PQ,) je eine havimonische Gruppe bilden, ein durch A, hindarchge-
lender und /Bt ziweimal betreffender Kegelschnmitt.  Und korvelativ liierau.

242. Satz: Schneidet etn durch zwei feste Punkte P, A hindurchge-
hender und einen festen Kegelschnitt & zweimal betreffender Kegelschnitt
die Lbenen eines Ebenenbueschels, dessen Achse nicht it A, B ingident
ist in den Punktepaaren P, P/, dann ist dev Ort von den Punkten Q)
derart, dass (PP, PQ,) je eine harmonische Gruppe bilden, cin durch A,
lindurchgelender und ¥ zweimal betreffender Kegelschnitt. Und korrelativ
liierzu.

243. Die folgenden zwei Saetze ermoeglichen uns ebenso ein
System von Saetzen aufzustellen :

Satz: Besitzt ein System von Quadriflaechen cine Kurve gemein,
so erzeugen die Polaren einer festen Geraden cine Regelflaeche zweiter
Ordnung. :

Satz: Besitzt ein System von Quadriflaechen eine Kurve gemein,
so erzeugen die Polaren einer festen Ebene eine Raumkurve dritter
Ordnung.

XXXI.

Einige projektive Saetze ueber Flaechen vierter Ordnung
" je mit einem knotigen Kegelschuitt und
einem Knotenpunkte.

244. Satz: Fine Flaecche vievter Ordnung mit einem Knotenpunkte
A, und einem knotigen Kegelsc/mitt £ (A1AAPQ) und ein durch A, P,
Q  Jundurchgehender Kegelsclnitt bestiminen eine Involution auf dem
Kegelschnitt. (Vgl. 207).

245. Satz: Eine Flaeche vierter Orvdnung muit einem Knotenpunkte
Ay und cinem Fnotigen Kegelschnitt 2 (A LGAPQ) und eine entweder
durch A, oder durch P hindurchgehende Gerade bestimmen eine Involution
auf der Geraden. (Vgl. 208). ;
’ 246. Satz: Ein durchk A, P, Q lundurchgehender Kegelschnitt
schneidet ein Systemr von eine Kurve gemein fhabenden Flaechen vierter
Ordnung mit einem Knotenpunkte A, und eincn knotigen Kegelschnitt &
(ALGAPQ) 1 einer Involution auf sick selost. (Vgl. 209).

247. Satz: Eine entweder durch A, oder durch P hinduvchgehende
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Gerade schneidet ein System wvon eine Kurve gemein habenden Flaechen
vierter Ordnung mit ecinem Knotenpunkte A, und einem knotigen Kegel-
schnitt B (A AAPQ) n einer Involution auf sich selbst. (Vgl. 210).

248. Wir koennen die den in 244-248 gegebenen Saetzen entsp-
rechenden Saetze bezueglich einer Flaeche sechster Ordnung aufstellen,
die eine Gleichung von der Gestalt besitzt :

anx gx §x3 +.anx gx :Z’x % + agpx Ex ?ff 3 + (l“.t‘fx;;’x% + 21517524’3554(‘112?53«’54

+ @y + A+ Attt anx i a,) =0,

XXXII.
Ebene Interpretationen der Saetze von Pascal

und Brianchon im Raume.

249.  Pascal’scher  Satz': Brianchon’scher Satz': Liegt
Liegt ein Sechsseit auf einer Re- | ein Sechsseit auf einer Regelflaeche
gelflaeche zweiter Ordnung, so | zweiter Ordnung, so schneiden sich
liegen die drei Geraden, in welcher | die drei Paar Diagonalen in einem
die drei Paar Tangentialebenen | Punkte.
der Flaeche in den gegenueberlie-
genden Ecken des Sechsseits paar-
weise sich schneiden, in einer
Ebene,

Ebene Intepretation.  Es ist nur noetig, den Fall des Pascal’schen
Satzes zu zeigen.

Es seien 1, 2, 3 irgend drei Erzeugende eines Systems und 1/, 2/,
3’ irgend drei Erzeugende des andern Systems auf der Regelflaeche
zweiter Ordoung R®% Es bestimmen ((117), (127), (22'), (23'), (33'), (31"))
das Sechsseit. Man nehme (32/)=A,, (21')=A,, (13)=A,, einer der
zwei Durchschnittspunkte ([{(11’), (22")(33/)} {(12")(23")(31')}], RH)=A,.
Bezeichnet man die Tangentialebene in (ij) mit {(ij)}, so sind

- ) A3} =[AxA],
[{(12)}. {3301 1=[A:A] [{(22)), {(30)}]=[AAs];

und die drei Geraden [A.A;], [A:A,], [AlA,] liegen offenbar in einer
Ebene. ' .

1 Nach Hesse.
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Betrachtet man die-
ses Gebilde von der Pseu-
dogeometrie in Kap. IV
aus, so ist die Regelflaeche
zweiter Ordnung eine Pseu-
doebene, in welcher die
Geraden 1, 2, 3,1/, 2/, 3/
die Rolle der Pseudogera-
den spielen.

Bezueglich des Pseudo-
sechssei's ((11') (127) (227)
(23')(33')(31))  gilt der

Fig. 1. Pascal'sche Satz in der
Pscudocbene, welcher wesentlick sum Pascal’schen Satze tm Rawme aequi-
valent ist. In der Tat liegen die drei Pseudopunkte ([(11')(12")][(23')
(330D, (G222 G3) D, [(2)(23))[(31)(11)]) in der uncigent-
lichen Pseudogeraden erster Art A,({A,A,A;}, R?), da die drei Pseudo-
punkte tatsaechlich drei Erzeugende des Kegels A,({A1AA;}, R?) sind.
Diese Pseudogerade ist als die Pseudo-Pascal’sche Gerade des Pseudo-
sechsseits anzusehen, In der Tat liegen die drei Pseudopunkte (11’),
(22"), (33') auf der Pseudogeraden ({(11/)(22')(33")}, R?, und die drei
Pseudopunkte (12'), (23"), (31’) auf der Pseudogeraden ({(12/)(23")(31')},
RY).

250. N.B. Die in 249 gegebenen Pascal’schen und Brianchon’schen
Sacetze im Raume sind den vier Arten von den Fseudogcometrien und der
gewoelinlichen Geometrie wesentlich gemeinsam.

In der in Kap. IIT besprochenen Pseudogeometrie :

Pascal’scher Satz : Fundament-
alpunkte :  (13)=A, (32")=A,,
(21)=As;, (ein beliebiger Punkt auf
der Regelflaeche zweiter Ordnung)
=A,.

Das Pseudosechsseit :
([ 20 2)(z2)]
[(22')(23)1[(23')(33")]
- [(33)G1)I[GB)()]),

die Seiten aus den eigentlichen

Brianchon’scher Satz: Funda-
mentalpunkte: (31')=A,, (12)=A,,
(23')=A,;, (cin beliebiger Punkt
auf der Regelflacche zweiter Ordn-
ung)=A,.

Das Pseudosechsseit :

)22
[(22')(23)][(23")(33)]
L(330GIGYE)D,

die Seiten aus den eigentlichen
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Pseudogeraden dritter Art beste-
hend.

Die Pseudotangentialebenen :
{(12")AA;} etc, die cigentliche
Pseudoebenen dritter Art sind.

Die drei Pseudodurchschnitts-
linien : [AAg], [AAs], [AsA]
die uneigentliche Pseudogerade
dritter Art sind.

Die Pseudo-Pascal'sche Ebene .
A,, die eine uneigentliche Pseudo-
ebene ist.

409
Pseudogeraden dritter Art beste-
hend.

Die Pseudodiagonalen :  [(31')
(227}, [(42')(33")], [(23/)(117)], die
cigentliche Pseudogeraden dritter
Art sind.

Der  Pseudo-Brianchon’sche

Punke; ([(31) (22)) [(11)(23)]
[(12)(33)]), welcher ein eigent-
licher Pseudopunkt ist.

In der in Kap. IV besprochenen Pseudogeomentrie :

Fundamentalpunkte : (13)=A,,
(32")=A,, (2U)=A,, (ein beliebiger
Punkt ausserhalb der Regelflaeche
zweiter Ordnung)=A,.

Das Pseudosechsseit :
([(1)(12)], [,
[(22)(23)], [(23)(33")],
[(33)(31)], [(31")(11)]),

wobei die Pseudoseiten eigentliche
Pseudogeraden dritter Art sind.

Die pseudotangentialebenen :
([(12)(e3)][(12)(327)], #, A) et
die eigentliche Pseudoebenen dritter
Art sind.

Die drei  Pseudodurchschnitts-
limen : [([(12")(13")][(12")(32)], #,
A)), {(13))(32")A4}] etc., die eigent-
liche Pseudogeraden erster Art
sind.

Die Bseudo-Pascal sche Ebene :
A, die eine uneigentliche Pseudo-
ebene ist.

Fundamentalpunkte : (3U)=A,,
(12)=A,, (23)=A,, (ein beliebi-
ger Punkt ausserhalb der Regel-
flacche zweiter Ordnung)=A,

Das Pseudosechsseit :

([(r1")(12")], [(12)(22")],
[(22/)(23")]. [(23')(33)],
[(33)(31)], [(31)(x 1)),

wobei die Pseudoseiten eigentliche
Pseudogeraden dritter Art sind.

Die drei Pseudodiagonalen :
[(31)(22)] . L(11)(237)], [(12")(33))],

die  eigentliche  Pseudogeraden
dritter Art sind.

Der Pseudo-Brianchon’sche

Punkt : ([(317) (22")}[(11) (23)],
[(12') (33)]), der ein eigentlicher
Pseudopunkt ist.
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Ganz ebenenso koennen wir die beiden Saetze in die beiden in
XVII, XIX betrachteten Geometrien ohne wesentliche Aenderung
einfuehren.

Schlusswort.

Die Hauptfruechte dieser Abhandlung sind No. 1 (S. 310), 50
(S. 338) und 94 (S. 358).

Auf Grund dieser Prinzipien koennten wir noch folgendes hinzu-
fuegen :

1° die Prinzipien 50 und 94 zur in Kap. II betrachteten Pseudo-
geometrie (und auch vielleicht zu jeder in 1 besprochenen Pseudogeo-
metrie) liessen sich erweitern;

2° indem wir die Cayley-Kleinsche Maassbestimmung in jede
Pseudogeometrie ohne Schaden der Doppelverhaeltnisse einfuehren,
liessen sich pseudoelliptische, pseudoparabolische und pseudohyperbo-
lische Geometrien aufbauen und zahlreiche schoene Analogien daraus
erzielen ;

3° in allen Pseudoraeumen liessen sich Pseudoliniengeometrien
autbauen;

4° liesse sich die unendliche Pluralitaet der raeumlichen Cremona-
Transformationen beweisen;

5° Dr. Berliners (S. die Fussnote auf S. 311) “une loi de la
pluralité infinie permettant d'interpréter chaque théoréme de la géométrie
projektive d’une infinité de manidres” koennte man eine neue Form
geben.”

6° Ueberdies glaube ich voraussehen zu koennen, dass die pro-
jektive Geometrie von Staudts sowie die Theorie der raeumlichen
birationalen Transformationen in kurzem auf Grund dieser Prinzipien
eine grosse Ergaenzung erhalten werden.

Mai 29, 1918.




