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Einleitnng. 

Sind zwei Raeume durch eine eineindeutige Transformation inein­
ander abgebildet und hat man fuer eine Figur des ersten Raumes einen 
Satz aus dem Gebiete der Geometrie der Lage1 bewiesen, der also 
keine metrischen Begriffe benutzt, so kann man die Figur durch die 
genannte Transformation in den zweiten Raum uebertragen und fuer 
diese neue Figur ohne weiteres einen entsprechenden Satz formulieren. 
Oder es gelingt unter Umstaenden, eine Aufgabe der Geometrie der 
Lage1 dadurch zu loesen, dass man den Raum eineindeutig in einen 
andern abbildet, die in dem zweiten Raume sich ergebende Aufgabe 
erledigt und die Loesung dann wieder in den ersten Raum uebertraegt. 

Es erscheint nun die Frage :-Wenn ein Raum R, i'n welchem ei'ne 
prqfekti've Geometri'e gilt, mittels einer Koordinatentransformation i'n einen 
andern R' eineindeutig abgebildet ist, gilt dann i'n dem zweiten Raume 
R' immer auch eine prqj'ektive Geometrie .? 

Wir wissen nicht ganz bestimmt, ob Anordnung und Stetigkeit 
da noch beibehalten sind. In der Tat hat Prof. T. Nishiuchi, indem 
er die ebene birationalc Transformation von Cremona aufnahm, eine 

t Im weiteren Sinne. 
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pseudoprojektive Geometrie begruendet und em1ge glaenzende Ergeb­
nisse erzielt1

. Nach dieser Tatsache zu urteilen, scheint die obige Frage 
noch nicht erledigt zu sein. Im ersten Teile dieser Abhandlung moechte 
ich darum diese Frage im bejahenden Sinne beantworten, und zwar 
unter Berufung auf die Vahlensche Theorie. 

Die Nishiuchi'sche ebene pseudoprojektive Geometrie ist aber, wie 
der Titel zeigt, nur auf die Ebene beschraenkt. Koennten wir sie aber 
zum Raume erweitern, so wuerde die Wichtigkeit der Geometrie um 
ein· bedeutendes gesteigert. Ist dann eine entsprechende pseudoprojek­
tive raeumliche Geometrie unmoeglich? Nun duerften die folgenden 
zwei Saetze wohl auf die Existenz einer solchen hinweisen.-

Satz 1 °. Fuer eine ebene Geometrie ist das Bestehen des Desargues­
schm Satzes die notwendige und lzinreichende Bedingung defuer, dass 
sie Schnitt einer raeumlichen Geometrie ist 2

• 

Satz 2°. Eine ebene Koordinatengeometrie ist Schnitt einer raeum­
lichen.3 

Der zweite Teil dieser Abhandlung besteht also darin, dass 
ich auf Grund der oben erwaehnten Bejahung der genannten Frage 
zwei raeumliche pseudoprojektive Geometrien als Ergaenzungen zur 
Nishiuchi'schen begruende, und dass ich weitere zahlreiche wichtige 
Ergebnisse daraus ziehe. 

KAP. I. 

Die allgemeinen birationalen Transformationen vom Gesichtspunkte 
der projektiven Geometrie aus, 

I. 

Fundamentalsatz. 

1. Fundamentalsatz : Gilt in einem Raume R eine projektive 
Geometrie und ist R in einen andern Raum R' mittels einer Koordinaten­
transformation eineindeutig abgebildet, so gilt in R' auch eine prqjektive 
Geometrie. 

Beweis. Es seien (x) die projektiven Punktkoordinaten im Raume 
R, so dass (:r) zum nicht singulaeren Zahlensytem gehoeren in welchem 
das associative Gesetz sowie das kommutative Gesetz der Multiplikation 

1 Mem. Coll. Sei. Engin., Kyoto. III, No. 10, (1912). 

2 Vahlen, Abstrakte Geometrie, II, 137. 

" ,, 76, 
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gilt, es seien (X) die Punktkoordinaten im Raume R', welche mit (x) 
eineindeutig d.h. birational verbunden sind1 

:-

so dass die Punkte, die Ebenen und. die Geraden in R' auf die folgende 
Weise definiert sind :-

( i) Es werde ein Zahlenquadrupel (X,) wo Xi notwendig nicht 
alle null sind, als Punkt, zwei Punkte (.X.:), (ÄX;), wo Ä eine beliebige 
von Null verschiedene Zahl bezeichnet, als identisch, sonst als verschieden 
bezeichnet. 

(ii) Ebenso werde ein Za!zlenquadrupel derselben Art (si)=Us1) als 
Ebene bezeichnet und das Zusammenfallen (die vereinigte Lage) eines 
Punktes ( Xt) mit einer Ebene (st) durch die Gleichung. 

definiert, welche bei Variabeln (Xt) Gleichung der Ebene, bei Variabeln 
(s,) Gleichung des Punktes (X;) heissen. 

(iii) Sind (st) und (s/) irgend zwei Ebenen, dann !zeisst der Inbegriff 
der Punkte, die zu (st) und_(s/) gemeinsam sind, die Gerade. 

Dann wird im Raume R' auch eine projektive Geometrie gelten. 
r O Verknuepfungsaxiome. Ah die Verknuepfungsaxiome wollen 

wir nach Vahlen2, die folgenden annehmen -
I. I. Es giebt wenigstens einen Punkt A und wenigstens einen 

von A verschiedenen Punkt B. 
I.2. Es giebt einen Punkt, der nicht zu der Geraden gehoert, 

welche durch die beiden nach I. r existierenden verschiedenen Punkte 
bestimmt ist. 

I.3. 
CDE=o 
=O ist. 
=O ist. 

Existiert zu A, B, C, D ein Punkt E derart, dass ABE = 
ist, so existiert auch ein Punkt F derart, dass ACF=BDF 
Also existiert auch ein Punkt G derart, dass BCG = ADG 

I.4. Es giebt einen Punkt, der nicht in der Ebene liegt, welche 
durch die nach I. I und I.2 existierenden drei Punkte bestimmt ist. 

t Es ist wohl bekannt, dass die birationalen Transformationen die allgemeinsten ein­
eindeutigen Transformationen sind. Neulich hat Dr. H. Berliner eine glaenzende Aufstel­
lungsmethode von eineindeutigen Beziehungen zwischen unendlich vielen Raeumen gegeben, 
von welchen die Dualitaet, die quadratischen Transformationen etc. je ein specieller Fall 
sind. Dabei sind die Koordinaten mittels Doppelverhaeltnisses definiert. S. L'Enseigne­
ment Mathematique, Tome XIX, 1917, S. 337. 

2 Abstrakte Geometrie, II, 2, , tc. 
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I.5. Es giebt wenigstens einen Punkt in demselben Raume, wie 
die nach I. r., I.2., I.4. existierenden vier Punkte, aber mit keinen drei 
von ihnen in einer Ebene. 

I.6. Es existiert kein Punkt ausserhalb I ABCD \. 
In dem in ( i), (ii) und (iii) dc>finierten System von Punkten, Ebenen 

und Geraden gelten die raeumlichen Axiome der Verknuepfung1 da 
(.Kt) eben demselben Zahlensystem angehoeren wie (xi)· 

2° Unsre raeumliche projektive Geometrie koennte vollstaendig 
begruendet werden, wenn wir noch weiter die Anordnungs- und Stetig­
keitsaxiome bewiesen. Da aber unsre Geometrie eine Koordinaten­
geometrie ist, koennen wir kuerzlich den Fundamentalsatz der profek­
tiven Geometrie ermitteln, indem wir den Pascal'schen Satz einfuehren. 
In der Tat ist der Fundamentalsatz der projektiven Geometrie (die 
Definition der Projektivitact auf dieselbe Weise wie in der gewoehn­
lichen projektiven Geometrie gemacht seiend), auf Grund des Pascal'­
schen und des Desarguesschen Satzes rechnerisch beweisbar.2 

Also bleibt nur noch uebrig, die Desarguesschen und Pascal'schen 
Saetze zu beweisen. 

3° Desarguesscher Satz: Sind [AA1], [BB1], [CC1] drei Gerade 
eines Punkte 0, welche nicht in einer Ebene liegen, schneiden sich die 
Geraden [AB], [~1B1] in einem Punkte R, die Geraden [BC], [B1C1l in 
einem Punkte P, die Geraden [CA], [C1A1:J in einem Punkte Q, so liegen 
die drei Punkte P, Q, R in einer Geraden. 

In der Tat liegt P auf [BC], also in {ABC}, ebenso in {A1B1Ci}, 
also in der Schnittgeraden dieser beiden Ebenen ; dasselbe gilt von Q 
und R. 

Zusatz : In jeder Ebene in der Pseudogeametrie gilt der Desar­
guessche Satz. 

In der Tat kann die ebene Geometrie in jeder Ebene als Schnitt 
einer raeumlichen Geometrie angesehen werden. 

4° Pascal'scher Satz: Liegen A, B, C au.feiner und A 1, B1, C1 auf 
einer zweiten Geraden einer Ebene, so liegen die drei Punkte ([BC1], [B1C]), 
([CA1], [C1A]), ([AB1], [A1BJ) in einer Geraden. 

Diese_r Satz folgt aus dem folgenden Lemma, da in dem unsrer 
Geometrie zu Grunde liegenden Zahlensystem das kommutative Gesetz 
der Multiplikation gilt.-

1 Abstrakte Geometrie, II, 68. 
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Lemma : In einer ebenen Desarguesschen Koordinatengeometrie gilt 
der Pascal' sehe Satz, wenn in dem zu Grunde liegenden Zahlensystem 
das kommutative Gesetz der Multiplikation gilt1. 

Hiermit ist unser Satz vollstaendig begruendet. 
3. Wir wollen jetzt, der spaeteren Anwendungen wegen, einige 

Saetze betrachten.-
Satz: Sind (X.'), (X/') zwei verschiedene Pseudupunkte der Pseudo­

sclznittgeraden der beiden Pseudoebenen (s/), (s/'), so ist in (A.1 X/+ )..11 X/1) 

fuer beliebige Werte von ).', ).", die nicht beide Null sind, stets ein Pseu­
dopunkt und fuer geeignete Werte von ).',)."Jeder Pseudopunkt (X1) der 
Pseudogeraden enthalten.2 

4. Satz : Sind (s/), (s/') zwei verschiedene Pseudoebenen der Pseudo­
verbindungsgeraden der zwei verschiedenen Pseudopunkte (X.'), (X/'), so 
ist in (l' s/ + l" s/') fuer beliebige Werte von l', l", die nicht beide Null 
sind, stets eine Pseudoebene und fuer geeignete Werte von l', l" jede 
beliebige Pseudoebene der Pseudogeraden enthalten.3 

5. Satz: Sind (X/), (X/'), (X/") drei nicht in einer Pseudogera­
den liegende Pseudopunkte einer Pseudoebene, so ist in ().'X/+)." X/'+ 
)."'X."') fuer beliebige Werte vou J.1,).

11
, ).''', die nicht zugleich Null sind, 

stets ein Pseudopunkt und fuer geeignete Werte von ).', ).'', )."', jeder 
beliebige Punkt (Xt) der Pseudoebene enthalten.4 

6. Satz : Sind (s/), (s/'), (s/ 11
) drei nicht durch eine Pseudogerade 

gehende Pseudoebenen eines Pseudopunhtes, so z'st in (l' s/ + l" s/' + 1111 s/11 ) 

fuer beliebige Werte von 11, 111 , 1111 , die nicht zugleich Null sind, stets 
eine Pseudoebene und fuer geeignete Werte von l/, l/', l/11 jede beliebige 
Pseudoebene des Pseudopunktes enthalten.5 

II. 

Pseudoprojektivitaet, Pseudokegelschnitt etc. 

7. Die Definition der pseudoharmonz'schen Elemente soll analog 
zur gewoehnlichen gemacht werden. Also gelten in unsrer Pseudo­
geometrie die folgenden Saetze. -

Erster Harmoniesatz : Durch irgend drei' von vier pseudoharmoni­
schen Pseudoelementen ist der vierte eindeutig bestimmt. 

1 Abstrakte Geometrie, II, IIO. 

2 " " 69. 
3 

4 

5 

" ,, 
" 

" 
" 

,. 70. 

" 71. 
,, 72. 
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Zweiter Harmoniesatz : Wenn A, B, C, D pseudoharmonisch sind, 
dann sind auch C, D, A, B pseudohannom'sch. 

8. Die Definition der Pseudoproj'ektivitaet, die der Pseudoperspek­

tivitaet und die der Pseudoinvo!ution, sollen analog zur gewoehnlichen 
gemacht werden. 

9. Definition. Zwei Pseudoraeume heissen pseudoko!lineaer auf­
einander bezogen, wenn jedem Pseudopunkte (X,:) des einen Raumes 
ein Pseudöpunkt (X.) des andern so zugeordet ist, dass 

k' X/= a11x; + a12X 2 + a13X3 + a14X 4, 

k' Xl = a21Xi + a22.Xii + aziXs + a21X4, 

k' X/= aa1X1 + aa2.A';i + ass~ + awl':i, 

k' Xl = a 41X1 + a42..\:'; + a 4a.X:i + a44..K.i, 

Satz: Jedem Pseudopunkt des einen Pseudoraumes entspricht bei der 
Pseudoko!!ineation ein einziger Pseudopunkt des andern. 

Satz : Die Pseudoebenen der Pseudoraeume sind bei der Pseudo­

ko!!ineation einander eindeutig zugeordnet. 
Satz: So eft ein Pseudopunkt (X/) in einer Pseudoebene (si) liegt 

bei der Pseudokollineation auch der entsprechende Pseudopunkt (X/) in 
der zu (s,) zugeordneten Pseudoebenen (s/). 

Definition. Ist !J eine Pseudokollineation derart, dass !22 = r ist, 
dann heisst !J eine Pseudoinvolution der Pseudoko!!ineation. 

10. Definition. Zwei Pseudoraeume heissen einander pseudoreci­
prok (oder pseudokorrelativ) zugeordnet, W<;'tln jedem Pseudopunkte (Xi) 
des ersten Raumes eine Pseudoebene (s/) des zweiten Raumes und 
jeder Pseudoebene (si) des ersten ein Pseudopunkt (X/) des zweiten 
so zugeordnet sind, dass 

und 

r' Xi' = a 11s1 + a12s2 + a1asa + a14S4, 

r' ~Y/ = a21S1 + a22S2 + a2aSa + a24S4, 

r1 Xs' = a 31S1 + a32s2 + a 3aS3 + a3,S4, 

r' Xl = a41S1 + a 42s2+ a43Sa + aHs4, 

tX1 = aus/+ a21sz' + a31sa' + a41S/, 

t.A';i = a12s1'+a2~s/+acs2sa'+a42s/, 

1 Also ist die Pseudokollinealion von der Form B-ILB, wo L eine gewoehnliche 

Kollineation und B eine birationale Transformation sind. 
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tX3 = a1ssi' + a2asl + a33ss' + a43sl, 

tX4 = a14s/ + a24s/ + a34s/ + a44sl, 

Satz: Jedem Pseudopunkte des einen Pseudoraumes entspricht eine 
Pseudoebene des andern Pseudoraumes, und Jeder Pseudoebene des einen 
Pseudoraumes entspricht ein Pseudopunkt des andern Raumes. 

Definition. Ist Q eine Pseudokorrelation derart, dass W = I ist, 
dann heisst !J eine Pseudopolarreciprocitaet. 

Satz: Jede Pseudopolarreciprocitaet fuehrt aef eine Pseudoßaedte 
zweiter Ordnung. 

r r. Definition. Zwei Pseudoebenen heissen pseudokollineaer auf­
ez'nander bezogen, wenn jedem Pseudopunkte (X.) der einen Pseudoebene 
ein Pseudopunkt (X.') der andern Pseudoebene so zugeordnet ist, dass 

1 a.J 1 =l= o. 

Satz : Jedem Pseudopunkte der einen Pseudoebene entspricht ein 
einziger Pseudopunkt der andern. 

Satz : Die Pseudogeraden der Pseudoebenen sind einander eindeutig 
zugeordnet. 

Satz: So oft ein Pseudopunkt (X.) in einer Pseudogeraden (si) liegt, 
liegt auch der entsprechende Pseudopunkt (.X.') in der zu (s,) zugeord­
neten Pseudogeraden (s,/). 

Definition. Ist !2 eine Pseudokollineation derart, dass !J2 = 1 ist, 
dann heisst !J eine Pseudoinvo!ution der Pseudokollineation. 

12. Definition. Zwei Pseudoebenen sind einander pseudoreciprok 
(oder pseudokorrelativ) zugeordnet, wenn jedem Pseudopunkte (.X.) der 
ersten .Pseudoebene ein Pseudogerade (s/) der zweiten Pseudoebene und 
jeder Pseudogeraden (si) der ersten Pseudoebene ein Pseudopunkt (X/) 
der zweiten so zugeordnet sind, dass 

und 

r' X/ = a11s1 + a1'1h + a1sSs, 

r'Xl = a21s1+a2~2+a2sSs, 

r' X/ = a31S1 + a32S2 + asass, 
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tX1 =ans/+ a21sl + a31sa', 

t~=a12s/ + a22sl +a3~a', 

tXa = a13s/ + a23s/ + ~sa', 

Satz : jedem Pseudopunkt der einen Pseudoebene entspricht eme 
Pseudogerade der andern und jeder Pseudogeraden der einen Pseudoebene 
entspricht ein Psettdopunkt der andern. 

Definition. Es sei in der Pseudokorrelation (s,) s (s/), und (X;) 
=(X/); eine derartige Zuordnung in der Pseudoebene nennt man ein 

pseudoebenes· Polarsystem oder eine Pseudopolarreciprocitaet. 
Satz : Jede Pseudopolarreciprocltc1et fuehrt auf eine Pseudokurve 

zweiter Ordnung. 
13. Die Erzeugung des Pseudokegelschnittes, die des Pseudo­

kegels, die der Kurve dritter Ordnung, die der Regelflaeche zweiter 
Ordnung sind ganz zu den gewoehnlichen analog. 

1 4. Satz : In jeder Pseudoebene gilt eine ebene psmdoprqfektz've 
Geometrie. 

Wir koennen ein Koordinatensystem (X/: X/: Xs') in jede Pseu­
doebene einfuehren, indem wir in den Formeln in 9 nur ~, =O setzen. 

KAP, II. 

Aufbau einer raeumlichen pseudoprojektiven Geometrie mittels der 
all gemeinen kubischen birationalen Transformation, 

III 

Pseudoelemente. 
1 5. Es sei die allgemeine kubische birationale Transformation 

-durch die Gleichungen 

(r) 

gegeben. 
I

A = I a11r7,Xk = o, 
i,k 

B = I b;,.x;Xk = o, (i, k= I, 2, 3, 4) 
i, k 

C = }; CiA,X;Xk = o, 
i, k 

Ordnen wir die gegebenen birationalen Gleichungen nach 
den X,, so moegen sie die Form annehmen: 

(2) I
A 1X1 + A 2.A'; + A3.%; + A,iX.4 = o, 
B1X1+B2X2+BaXa+B4~ = o, 
c;_xl + C2X2 + CaXa + CiX4 = o, 
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wo 

(3) 

Nach den z, geordnet erhaelt man dagegen 

A/z1+A/z;+As'.x:1+Alx4 = o, 
B/x1+B/x2+Bs'.x3+Blx4 = o, 
C/ X1 + C/ .Xz + Cs' Za + Cl %4 = o, 

wo 

(s) 

Aus (2) oder (3) erhalten wir 

(6) 

oder 

wobei 
rXi = 'Pi, (i= r, 2, 3, 4), 

'Pt= A 2A3A4 ' 'P2 = - A1A3A4 ' 
B2B3B4 B1B3B4 
c; c3 c4 C1C3C 

'f3 = A 1A2A4 ' 'f4 = - A1A2A3 
B1B2B4 B1B 2B3 
C1C2C4 CiC2C:3 

ist, waehrend andererseits 

(8) 

oder 

wobei 
'Pt= 

(9) 
'fs = 

r'xi = 'Pi, (i= r, 2, 3,4), 

A/As'A/ 
B/Bs'B4' 
C/Cs'Cl 

A/AlAl 
B/B/B4' 
C/ClCl 

, 'f4= - A/As'A/ , 
B/Bs'Bl 
C/Cs'C/ 

, 'f4=- Ai'AlAs' 
B/BlBs' 
C/ClCs' 
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ist. 
Die Funktion <p1, ebenso die </, sind demnach vom dritten Grade in z„ 

resp. X,. Einer Ebene 

(10) e1z1+e~2+eszs+e4x4 = o 

im Raume R entspricht im Raume R' die Flaeche dritter Ordnung 

(II) e1tfi1 + e2<f!2 + ea<fs + e4'p 4 = o, 

und ebenso der Ebene 

(r 2) e/X1+e/X2+es'X{+elX4 = o 

die Flaeche dritter Ordnung 

Also ist die Transformation kubisch in beiderlei Sinn. 
r 6. Das Fundamentalsystem in Jedem Raume besteht aus einer 

Kurve sechster Ordnung (vom Geschlechte drei) L6 und einer Regelflaeche 
ac/zter Ordnung M, welche aus allen dreifachen Sehnen dieser Raumkurve 
besteht und die Kurve sechster Ordnung als eine dreifache Kurve ent­
haelt. Den Punkten der Fundamentalkurven in einem'Raume entspreclien 
je die Erzeugenden der Regelflaeche des andern Raumes.1 

IV. 

Geometrische Darlegung der Pseudopunkte, 
Pseudoebenen und Pseudogeraden. 

r 7. Es giebt vier Arten von Pseudoebenen :-
( i) Eine Pseudoebene erster Art heisst jede die Fundamentalkurve 

sechster Ordnung L6 enthaltende Flaeche dritter Ordnung und ist durch 
eine Gleichung von der Form 

s1Xi+s2X°;+s3X 3 +s4X4 = o, 

(s1 =l= 0, S2 =l= O, Sa =l= O, S4 =l= 0) 

gegeben. Nun fragt es sich, ob die Flaeche dritter Ordnung, welche 
aus Bild einer Ebene 

s1X1 + S2X°; + s3X 3 + S4X4 = 0 

in der kubischen Transformation ( r) ergiebt, die allgemeine ihrer Art 
ist. Da wir aber in der Transformation 48 Konstanten zur Verknuep-

1 Doehlemann, Transformationen II. 
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fung haben, die allgemeine Flaeche dritter Ordnung weiter nur von 
19 Konstanten abhaengt, so koennen wir noch jede allgemeine Flaeche 
dritter Ordnung als durch eine derartige Verwandtschaft entstanden 
auffassen. 

( ii) Einen Pseudoebene zweiter Art heisst jede durch den bestimmten 
Punkt z.B. <p1=<p2 =<p3=0 hindurchgehende, die Fundamentalkurve L6 

enthaltende Flaeche dritter Ordnung, und ist durch_eine Gleichung von 
der Form 

s1X1+s2X2+s3Xa = o, 

(s1 ==I= o, S2 ==I= o; ss ==I= o; S4 = o) 
gegeben. 

(iii) Eine Pseudoebene dritter Art heisst jede durch eine Raumkurve 
dritter Ordnung z.B. <p1 =<p2=0 und die Fundamentalkurve L6 hindurch­
gehende Flaeche dritter Ordnung und ist durch eine Gleichung von 
der Form 

S1X1 + S2X2 = o, 

(s1 ==I= o, S2 ==I= 0, S3 = o, S4 = o) 
gegeben. 

(iv) Eine Pseudoebene vierter Art heisst die feste die L6 enthaltende 
Flaeche dritter Ordnung, welche durch eine Gleichung von der Form 

gegeben ist. 

s,x. = o, U= 1, 2, 3, 4) 

(s, ==I= O, Sj = s,. = Si = 0) 

18. Es giebt vier Arten von Pseudopunkten. 
( i ) Ein Pseudopunkt erster Art heisst jeder gewoehnliche Punkt 

nicht auf <p. =O, (i= I, 2, 3, 4), und ist durch eine Gleichung von der Form 

b1S1 + b2S2 + b3S3 + b4S4 = o, 

(b1 ==I= o, b2 ==I= o, b3 ==I= o, b4 ==I= o) 
gegeben. 

( ii) Ein Pseudopunkt zweiter Art heisst jeder gewoehnliche Punkt 
auf einer von <p, =o, (i= 1, 2, 3, 4) und ist durch eine Gleichung z. B. 
von der Form 

b1s1 + b2s2 + b3s3 = o, 

(b1 ==I= o, b2 ==I= o, ba ==I= o, b4 = o) 
gegeben. 

(iii) Ein Pseudopunkt dritter Art heisst jeder gewoehnliche Punkt 
auf der Raumkurve dritter Ordnung z.B. <p3 =<p4=0 und ist durch eine 
Gleichung z. B. von der Form 
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b1S1 + b2S2 = o, 

(b1 =!= o, b2 =!= o, b8 = b4 = o) 
gegeben. 

(iv) .Ein Pseudopunkt vierter Art heisst jeder Schnittpunkt z.B. 
von <p 1 =<p2 =<p8 =o und ist durch eine Gleichung von der Gestalt 

b1S1 = o, 

(b1 =!= o, b2 = bs = b4 = o) 
gegeben. 

19. Definition. Sind (s,.) und (s/) irgend zwei Pseudoebenen, 
dann heisst der Inbegriff der Punkte, die zu (si) und (s/) gemeinsam 
sind, eine Pseudogerade. 

20. Es giebt sieben Arten von Pseudogeraden. 
( i ) Ein Pseudogerade erster Art heisst jede Raumkurve dritter 

Ordnung, welche durch vier feste Punkte hindurchgeht, und ist durch 
Gleichungen von der Gestalt entweder 

oder 

oder 

a1X1 +a2.A';+a3X 3 +a4X 4 = o, 

ai'X1+a/.-X;+a/-Y:i+al x4 = o, 

(a, =!= o, a/ =!= o, i= I, 2, 3, 4) 

a1X1 + a2X2 + a;;X3 + a4X4 = o, 

a1'Xi+az'A""z+aa'-Y:i = o, 

(a, =!= o, a/ =!= o, i= r, 2, 3, 4, J= I, 2, 3) 

a2X 2 + a3.X:i + a4X 4 = o, 

a/X1 +a/X3+a/X4 = O, 

(a,. =!= o, aJ =!= o, i= 2, 3, 4, J= I, 3, 4) 

gegeben. In der Tat, die ersten zwei koennen immer zur dritten Ge­
stalt reduciert werden. 

( ii) Eine Pseudogerade zweiter Art heisst jede der bestimmten 
kubischen Kurve z.B. <p2 =<p2 =0 begegnende Raumkurve dritter Ord­
nung und ist durch Gleic.hungen von der Form entweder 

oder 

a1X1 + a2X2 + aaXa + a4X4 = o, 

ai'X1+az'X2 = o, 

(a, =!= o, a/ =!= o, i= I, 2, 3, 4, J= I, 2) 

a2X2 + aa.X:i + a4~ = o, 

a'1X1+a12.-X; = o, 
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(a, =4= o, a/ =4= o, i=2, 3, 4, j= 1, 2) 

gegeben. In der Tat ist die erste zur letzten Gestalt reduzierbar. 
(iv) Eine Pseudogerade vierter Art heisst jede zwei bestimmten 

kubischen Raumkurven z.B. <p1 = 'h = o, <p2 = <p3 = o begegnende gewoehn­
liche Raumkurve dritter Ordnung und ist durch Gleichungen von der 
Form 

gegeben. 

a1,Y1 + a2X 2 = o, 

a/X3+a4'..Ki = o, 

(ai =4= o, a/ =4= o, i = I, 2, j= 3, 4) 

( v) Eine Pseudogerade fuenfter Art heisst jede gewoehnliche 

kubische Raumkurve in der Flaeche dritter Ordnung z.B. <p2 =o, welche 
durch die festen Schnittspunkte von rp1 =<p2=cp3 =<p4 =0 hindurchgeht, 
und ist durch Gleichungen von der Form entweder 

oder 

a1X1 + a2X2 + a3X3 + a~..Ki = o, 

a/X1 = o, 

(ai =!= o, a/ =4= o, i= I, 2, 3, 4) 

a2X2 + a:iXa + a4X 4 = o, 

a/X1 = o, 

(ai =4= o, a/ =4= o, i=2, 3, 4) 

gegeben. In der Tat ist die erste zur letzten reducierbar. 
(vi) Eine Pseudogerade sechster Art heisst jede durch einen festen 

Punkt z.B. <p1 = cp2 = <p3 = o hindurchgehende gewoehnliche kubische 
Raumkurve in der Flaeche dritter Ordnung <p2=0 und ist durch Glei­
chungen von der Form entweder 

oder 

gegeben. 

(vii) 

a1X1 + a2X2 + a3X3 = o, 

a/X1 = o, 

(ai=4=0, a/=4:o, i=1,2,3) 

a2X 2 +asX3 = O. 

a/ .x;_ = o, 

(ai=4=0, a/=4:o, i=2, 3) 

In der Tat ist die erste zur zweiten reducierbar. 
Eine Pseudogerade siebenter Art heisst jede bestimmte gewo-
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ehnliche kubische Raumkurve, welche durch Gleichungen von der Form 
entweder 

oder 

oder 

a1X 1 + a2A'; = o, 

a/x;_+a/X2 = o, 

(ai =t= o, a/ =t= o, i= 1, 2) 

a1X1 + a2.X-2 = o, 

a/X1 = o, 

(ai=t=o, a/=t=o, i=I, 2) 

a1X 1 = o, 

a/X2 = o, 

gegeben ist. In der Tat sind die ersten beiden zur letzten reducierbar. 

2 I. Die Definition der Pseudogrundgebilde koennen ganz wie in 

der gewoehnlichen projektiven Geometrie gemacht werden. 
22. Die Definitionen der pseudoprofektiven Operationen koennen 

ganz wie in der gewoehnlichen projektiven Geometrie gemacht werden. 

V. 
Die entsprechenden Gebilde. 

23. Der Flaeche F m-ter Ordnung, welche durch L6 J..-mal hindurch­
geht, cntspri"cht eine Pseudojlaeche F;_ von der Ordnung (3m-8l), welche 
(M;_, F;_) zur (m-3J..) fachen Kurve hat.1 

24. Bezeichnet man mit pm (J..) eine Flaeche m-ter Ordnung, 
welche durch L 6 J..-mal hindurchgeht, und mit Ft' (µ) eine Pseuciofla­
eche m'-ter Ordnung, welche (M;, F;_m' (µ)) als eine µ-fache Kurve hat, 

dann erhalten wir dass folgende Schema 

F 1 (o) F 2 (o) F 3 (o) F 4 (o) F 3 (1) F~(1) 

F~ (1) FHo) FH3) F? (4) Ft(o) FH1) 

Es ist klar, dass mit leicht verstaendlicher Bezeichnung pm (J..) und 
F;_m' (µ) durch F1m (J..) resp. pm' (µ) ersetzbar sind. 

2 5. Einer Raumkurve k-ter Ordnung, welche L6 in n Punkten trifft, 
entspricht eine Pseudokurve (3k-n)-ter Ordnung, welche L! in (8k-3n) 
Pseudopunkten begegnet.2 

1 Transformationen II. 
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26. Bezeichnet man mit Kk(n) eine Raumkurve k-ter Ordnung, 
welche L6 in n Punkten trifft, und mit Kf'(s) eine Pseudokurve k'-ter 
Ordnung, welche L~ in s Pseudopunkten begegnet, so erhaelt man das 
folgende Schema-

K 1( o) K 2(o) K 1(1) K 2(1) K 1(2) K 2(2) 

Ki(8) Kf(16) Ki(5) K~(13) KK2) K:(10) 

K 2(3) K 3(3) K 2(4) K 3(4) K 2(5) K 3(5) K3(6) 

KK7) Kt(15) K;(4) Kf(r2) K1(1) Kt(9) Kf(6). 

KAP. III, 

Ein specieller Fall der vorhergehenden als eine Ergaenzung zur Nishiuchi'­
schen ebenen pseudoprojektiven Geometrie. 

VI. 
Pseudopunkte, Pseudoebenen uud Pseudogerade. 

27. Die in Kap. II betrachtete Transformation kann mancherlei 
specielle Formen annehmen, die sich dadurch ergeben, dass die Funda­
mentalkurven L 6 und L~ zerfallen und zwar entweder fuer beide Raeume 
in der gleichen Weise oder auch in verschiedener Art. 

Im speciellsten Falle besteht jede der beiden Fundamentalkurven 
aus sechs Geraden, welche je ein Tetraeder bilden. Waehlen wir 
diese als Fundamentaltetraeder, so laesst sich die Transformation in der 
Gestalt schreiben : 

wobei a1, a 2, a3, a4 Zahlenkoeffizienten sind. Umgekehrt folgt daraus 

z 1 : Z 2 : Z 3 : .X4 = a1.A'.;Xa~: a2X1XaX4: a3X 1X2X4 : a4x;,X2Xa. 

Diese Gleichungen erinnern an den analytischen Apparat in der Nishi­
uchi'schen ebenen Pseudogeometrie, wenn sie sich in der Form schreiben 
lassen: 

Speciell koennten wir die Einheitspunkte eines jeden der beiden 
Koordinatensysteme einander zuweisen und erhielten dann die Formeln 



Tsurusaburo Ota. 

28. Beschreibt nun der Punkt (X.} eine Ebene 

so beschreibt der Punkt (z,) eine Flaeclze dritter Ordnung 

welche die sechs Kanten des Fundamentaltetraeders in sich enthaelt. 

Umgekehrt ist 

eine beliebige Flaeche dritter Ordnung, welche die sechs Kanten ent­

haelt. Gesetzt X-4=0, so muss es geben z1z 2z3=o, so dass a111=a222 
=aaaa=a112=a221 =au3=a331=a223 =a332=0 sind. Ebenso erhalten wir 
a444=a114 =a441 =a224 =a442 =a331=a443 =0, so dass die obige Gleichung 

wird. 
29. Es giebt drei Arten von eigentlichen Pseudoebenen :-
( i ) Eine eigentliche Pseudoebene erster Art heisst jede die sechs 

Kanten des Fundamentaltetraeders in sich enthaltende Flaeche dritter 

Ordnung und ist durch eine Gleichung von der Form 

gegeben. 

s1X1 +s2.,-Y2 +ss-¾+s4X4 = o, 

(s1 =f o, S2 =f o, S3 =f o, S4 =f o) 

Diese kubische Flaeche gehoert zur XVI-ten Art bei der Cayley'­

schen Einteilung in 23 Arten1; und besitzt vier Knotenpunkte Ai, A 2, 

Aa,A4• 

Die 27 Geraden in derselben bestehen in 
i ) den sechs vierfachen Geraden 

[ A 1A 2] : .x-8 = o, .x-4 = o ; 

[ A1Aa] : Z2 = O, %4 = O j 

[ A1A4] ; %2 = o, X3 = 0 j 

[A2Aa]: %1 = O, %4 = Oj 

1 Cayley, Collected Mathematical Papers, Vol. VI, p. 359. 
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Pseudoebenen erster Art. 

(Modelle, ver!. v. Martin Schilling, Halle a . S.) 
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[A2A4J: z1 = o, .x-3 = o; 

[AsA4]: .x-1 = o, .:r;. = o ; 

und ii) den drei einfachen Geraden 

([ A1A2][ A3A4]) : s3a3.X-3 + S4a4.X-4 = o, s1a1.X-1 + s2a2.:r2 = o, 

([A1As]r A2A4]); S2a2.:r2+S4a4.X-4 = o, S1a1.:r1+ssa3.X-3 = o, 

([A1A4][A2A3]): s2a2.:r~+s3a3.:r3 = o, s 1a 1.x-1+s4a4.x-4 = o, 

so dass 6 4 + 3.1 = 27 ist. Die 45 dreifachen Tangentialebenen be­
stehen in-

i) den sechs zweifachen Ebenen 

Ssa3.:ra + S4a4.X-4 = o, 

s2a2.x-2+ S4a4%4 = o, 

S2a2X-2+S3a3X3 = o, 

s1a1z1 + s4a4X-4 = o, 

s1a1.X-1 + s3a3.r3 = o, 

S1a1.X-1 + S2a2X2 = o, 

und ii) den vier achtfachen Ebenen 

und iii) der einen einfachen Ebene 

so dass 62+4.8+ 1.1=45 ist. 
( ii) Eine eigentliche Pseudoebene zweiter Art heisst jede die drei 

Knnten [A,Aj], [ AiAk], [ AiAi] 1 enthaltende Kegelflaeche zweiter Ord­
nung und ist durch eine Gleichung z.B. von der Form 

s1X1 +s2X2+ssX3 = o, 

(s1 =I= o, S2 =I= o, S3 =I= o, S4 = o) 
gegeben. 

(iii) Ein eigentliche Pseudoebene dritter Art heisst jede Ebene, welche 
durch eine Kante z.B. [ A 3A4] hindurchgeht und mit keiner von den 
Ebenen {A1A3A4}, { A2A3A 4 } zusammenfaellt, und ist durch eine 
Gleichung z.B. von der Form 

1 Wir wollen das Fundamentaltetraeder mit A1 A~A3A• bezeichnen, 
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S1X1 + S2X2 = o, 

(s1 =f= o, S2 =f= o, S3 = o, S4 = o) 
gegeben. 

30. Es giebt eine Art von uneigentlichen Pseudoebenen ; sie besteht 
aus dem Inbegriff der Linienelemente in einem Ecke z.B. A1 des 
Fundamentaltetraeders, die Kanten [ A 1A 2], L A,A3], [ A1A4] inklusiv, und 
ist durch eine Gleichung von der Form 

s1X, = o, 

(s1 =t= o, s2 = o, s3 = o, s4 = o) 
gegeben. 

3 r. Es giebt eine Art von eig·entlichen Pseudopullkten: Ein eigent­
licher Pseudopunkt ist ein gewoehnlicher Punkt und ist durch eine 
Gleichung von der Form 

b1s1+b2s2+b3s3 +b4S4 = o, 

(b1 =f= o, b2 i= o, b3 =t= o, b4 =t= o) 
gegeben. 

32. Es giebt drei Arten von uneigentlichen Pseudopunkten 
( i ) Ein uneig-etttlicher Pseudopunkt erster Art heisst jedes Linien­

element in einem Ecke z.B. A 4 und ist durch eine Gleichung von der 
Form 

b1S1 + b2S2 + b3S3 = o, 

(b1 =t= o, b2 =t= o, ba =t= o, b4 = o) 
gegeben. 

( ii) Ezn uneigentliclzer Pseudopunkt zweiter Art heisst jedes Ebe­
nenelement durch eine Kante z.B. [ A 3A4] und ist durch eine Gleichung 

von der Form 

b1S1 + b2S2 = o, 

(b1 =f= o, b2 =t= o, b3 = o, b4 = o) 
gegeben. 

(iii) Ein uneigentlicher Pseudopunkt dritter Art heisst jeder Punkt 
in einer der vier Flaechen z.B. { A 2A 3A 4 } des Fundamentaltetraeders 
(die ganze Ebene) und ist durch eine Gleichung von der Form 

gegeben. Jede zwei solchen Punkte sollen als ein und derselbe ange­
sehen werden. 
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33. Es giebt vier Arten von eigentlichen Pseudog~raden: 
( i) Eine eigentliche Pseudogerade oster Art heisst jede durch A 1, A 2 

A 3, A 4 hindurchgehende Raumkurve dritter Ordnung, und ist durch 
Gleichungen von der Gestalt entweder 

oder 

oder 

s1X1 + s2X2 + s3X3 + s4X 4 = o, 

s/ Xi+ sl LY2+ s.f x3+ sl x4 = o, 

(s,=t=o, s/=t=o, i 0-=1,2,3,4) 

s1X1 +s2X2+ ssX3+s4X4 = o, 

s/X1 +s/X2+ss'Xs = o, 

(St=f=O, s/=t=o, i=I,2,3,4,J=.1,2,3). 

s2X 2 + s3.x; + s4 X4 = o, 

bi' Xi+ S3
1 Xs + sl x4 = o, 

(s, =t= o, s/ =t= o, i=2, 3, 4, J= I, 3, 4) 

gegeben. In der Tat koennen die ersten zwei zur dritten Gestalt redu­
ciert werden .• 

( ii) Eine eigentliche Pseudogerade zweiter Art heisst jeder Kegel­
schnitt, welcher durch zwei Ecke z.B. A3, A 4 des Fundamentaltetraeders 
hindurchgeht und die gegenueberliegende Kante trifft und in keiner 

der Tetraederflaechen enthalten ist, und ist durch Gleichungen von der 
Gestalt entweder 

oder 

s1X1+s2X2+s3X 3+s4X 4 = o, 

si'X1+slX2 = o, 

(s; =t= o, ss' =t= 4, i = I, 2, 3. 4-, j= r, 2) 

S2X2 + S3X3 + S4X1 = o. 

si'X1+s/X2 = o, 

gegeben. In der Tat ist die erste zur letzten Gestalt reducierbar. 
(iii) Eine eigentliche Pseudogerade dritter Art heisst jede Gerade, 

die durch A; hindurchgeht und in keiner der Fundamentaltetraeder­
flaechcn liegt, und ist durch Gleichungen z.B. entweder von der Form 

s1X1+s2X2+s3X3 = o, 

s/X1 +s/ X2+s/.,Y3 = o, 

(s;=f=O, s/=!=:o, i=r,2,3,j=1,2,3) 
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oder von der Form 
s1X1+s2.x;+s3.x; = o, 

s/ X1 + s/ x; = o, 
(si=po, s/=po, i=r,2,3,j=1,2) 

oder von der Form 
s2X2 + S3%3 = o, 

s/X1+s/X2 = o, 

(s.=po, s/=po, i=2,3,j=r,2) 

gegeben. In der Tat sind die beiden ersten zur letzten Gestalt rcdu­
cierbar. 

(iv) Eine eigentliche Pseudogerade vierter Art heisst jede Gerade, 
die einen Punkt in einer Kante [ A;A;] mit einem Punkte in der ge­
gen ueberliegenden Kante [ AkA1 l verbindet und mit keiner der sechs 
Kanten zusammenfaellt, und ist durch Gleichungen von der Form 

gegeben. 

s/X3 +slX4 = o, 

s1X1 + s2X 2 = o, 

(s; -=J= o, s/ =p o, i=,, 2, j= 3, 4) 

34. Es giebt drei Arten von uneigentlichen Pseudogeraden. 
( i ) Eine uneigentliche Pseudogerade erster Art heisst der Inbegriff 

der Linienelemente im Punkte A., den Kanten [A,Aj], [AiAk], [AiA1] 

inklusiv, welche in einer Kegelflaeche etwa AiAjAkA1PQ) liegen, und 
ist durch Gleichungen z.B. von der Form entweder 

oder 

s1X1+s2X2+ssXs+s4X• = O, 

s/Xi_ = o, 

(si=po, s/=po, i=I,2 3,4) 

s2X2+s3.J';+s4X4 = o, 

s/X1 = o, 

(si =p o, s/ =p o, i= 2, 3, 4) 

gegeben. In der Tat, die erste ist zur letzten reducierbar. 
( ii) Eine uneigentliche Pseudogerade zweiter Art heisst der Inbe­

griff der Linienelemente im Punkte Ai, welche in der [ A;Aj] enthalt­
enden, aber nicht mit { A;A.iAd, { A;A_iA1 } zusammenfallenden Ebene 
s liegen, die Geraden [ AiAi ], [{ A;AkA1 }, s J inklusiv, und ist durch 
Gleichungen von der Gestalt entweder 
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s1X1 + s2X2 + ssXa = o, 

s/X1 = o, 

(s,=J= o. s/=J=o, i=1,'2, 3) 
oder 

s2X2+ s3_x; = o, 

s/X1 = o, 

gegeben. In der Tat, die erste ist zur zweiten Gestalt reducierbar. 
(iii) Eine uneigentliche Pseudogerade dritter Art heisst jede Kante 

[ A;AJ und ist durch Gleichungen z.B. von der Gestalt entweder 

oder 

oder 

S1X1 + S;X2 = o, 

si'.Xi+s/X2 = o, 

(s; =l= o, s/ =l= o, i= r, 2) 

s1X1+s2X 2 = o, 

S1X1 = o, 

(si =l= o, s/ =I= o, i= r, 2) 

s1X1 = o, 

s/X2 = o, 

(s1 i= o, s/ =!= o) 

gegeben. In der Tat, die ersten beiden sind zur letzten reduzierbar. 

VII 

Merkwuerdige Tatsachen in der Pseudogeometrie. 

35. Satz: ( i) Eine durck [ A,AJ hindurchgehende gewoehnliche 
Ebene und (ii) eine die sechs Kanten enthaltende kubische Flaeche sind 
j'e eine Pseudoebene. 

36. Satz: ( i) Eine A 1, A 2, A 3, A 4 enthaltende gewoehnliche Qu­
adrißaeche und (ii) eine A, enthaltende gewoehnliche Ebene koennen fe 
als eine Pseudoquadrijlaeche angesehen werden. 

37. Satz: ( i) Eine A. nicht enthaltende gewoehnliche Ebene 
und (ii) eine A,, Aj, Ak entlta!tende Quadrißaeclte kann fe als eine 
pseudokubischc Flaeche angesehen werden. 

38. Satz : ( i ) E'ine durch A. hindurchgehende gewoelm!iche 
Gerade, (ii) eine [ AiAj], [ AkA1] betrejjende Gerade, (iii) eine Kante 



330 Tsurusaburo Ota. 

[AiAJJ, (iv) ein durch Ak, A 1 hindurchgehender und [AA1] betreffender 
Kegelsclznitt und (v) eine durch A1, A 2, A3, A4 hindurchgehende kubische 
Kurve sind Je eine Pseudogerade. 

39. Satz : (i) Eine [ AkA1] und keine anderen Kanten schneidende 
gewoehnliclte Gerade, (ii) ein durch Ai hindurchgehender und [A,Ak], 
[ A.A1] schneidender Kegelschnitt, (iii) ein durch A;, A.i hindurchgehender 
und keine andern Kanten schneidender Kegelschnitt, (iv) ein durch A,.,1, 
Ak hindurchgehender und durch A1 nic/1t hindurchgehender Kegelsclmitt 
in der Ebene {Ai.iAkA1}, (v) ein [A.Ak], [A.Az], [A.iAk], [A.iA1] schnei­
dender Kegelschnitt und (vi) eine durch Ak, A1 hindurclzgelzende und [ A.A.i], 
[ A 1Ak], [ A;Az] betreffende kubisc!te Raumkurve sind Je ein Pseudokegel­
schnitt. 

Beweis. (i). K1 (1)=Ki2 (5). 
(ii), (iii), (iv), (v). K2 (4)=K? (4). 
(vi). K 3 (7)=K12 (3). 

4ö. Satz : (i) Eine keine von den sechs Kanten [ A.A3] betreffende 
gewoelmliche Gerade, (ii) ein [A.A.i], [AiAk], [A.A1] schneidender und durch 
An (n=I, 2, 3, 4) nicht hindztrc!tgelzender Kegelschnztt, (iii) ein [A.AJ] 
schneidender und mit [ AkA1] koplanaerer und [ A.Ak], [ A.A1] niclzt be­
treffender Kegelschnitt, (iv) ein [ A.Ak], [ AJ\1], [ AJAk] betreffender 
Kegelschnitt und (v) eine die sechs Kanten [A.AJ], (i,j'=I, 2, 3 1 4, i=j=J) 
betreffende kubische Kurve sind Je eine pseudokubische Kurve. 

Beweis. (i). K1 (o)=K3
1 (8). 

(ii), (iii), (iv). K2 (3) = K? (7). 

(v). K3 (6)=K3i (6). 

41. Satz: Sind P1, P2, PA, P).1 irgend vier Pseudopunkte entweder 
(i) auf einer eigentlichen Pseudogeraden erster Art, oder (ii) auf t'iner 
eigentlichen Pseudogeraden zweiter Art,. oder (iii) auf einet uneigentliclzen 
Pseudogeraden erster Art, so ist das Pseudodoppelverhaeltnis (P1l\, P;,.P;v) 
gleich dem gewoe/znliclzen Doppelverhaeltnis der vier prr?J°izierenden gewoehn­
lichen Ebenen {Pr,A1Pi}, {Pr,A1P2}, {Pr,A1PA}, {PµA 1P>-'}, worin P11 ein 
beliebiger Punkt auf der Pseudogeraden ist; und umgekehrt. 

Beweis. Man projiziere die vier Punkte P1(X'), PiX"), P>.(X' +ÄX"), 
P,1(X' + Ä' X") von der Geraden [PµA1] aus mittels der gewoehnlichen 
Ebenen. Die Gleichungen dieser Ebenen nehmen je die Gestalt 

a2X 3X 4 + a3X 4X2 + a4X 2X 3 =O. 

1 Von jetzt an, wollen wir einen Punkt auf der Geraden [AtAJ] stillschweigend mit. 
~i• P,J etc. bezeichnen. 
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Also erhalten wir 

X 4X2 
Xz'Xs' 

(X2
1 + µXz'')(Xa' + pX/') 

X2X3 

XiX2 
Xz''Xa" 

(Xz' + pXt)(Xa' + µXa'') 

X2X8 

{Pp.A1PA}: (Xa'+ JXa'')(X/+11X/') (Xl+ JXl')(Xz'+JXz'') 

'h = (Xa' + µXa'')(Xl + p.Xl') (X4' + µXl' (Xz' + µXz'') 

x4x2 

=O, 

=o, 

(Xz'+ 11Xz'')(Xs'+11Xs'') =ü, 

(Xz' + µXt)(Xa' + µXa'') 

X2Xa 

{PµA1P)/} : (X/+).' X/')(Xl + J'X/') (X/ +111 X/')(X2
1 +111%2

11
) 

<f\,= (Xa' + µXs'')(Xl+ µX/') (X/+ pX/')(X/ + µXz'') 

Setzt man nun 

LI= X/Xl XlX2' Xz'Xa' 

Xa'' Xl' X/ Xz'' Xz'' Xs'' 
X3X4 X4X2 X 2X 3 

x4x2 
(Xz' + J1 Xz'')(Xs' + 111 X/') = o. 

(Xz' + pX/')(Xs' + pX/') 

(X2Xa 

Ll'= Xa'Xl X 4'X/ Xz'X: 

Xs'X4"+Xa''Xl X/Xz''+X/'Xz' Xz'Xa''+Xz''Xa' 

X3X4 X4X2 X 2X 8 
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LI"= Xa''Xt 
Xa'X}'+Xa''Xl 
%gX4 

Xl' Xz'' Xz'' Xa" 
XlXz''+Xl'X/ Xz'Xa''+X/1.Xa' 
X 4X 2 X2X3 

so erhaelt man 
'Pi= µ(p' + pLI), 

<p2 = -LI+ pLI", 

<p). =<f!i + A2 <p 2-A(LI' + p2 LI"), 

'h,=<f!i + A'2<p2- ).'(LI'+ p.2 J"). 

Aus den ersten zwei Gleichungen ergiebt sich 

'1' + /12 LI''= 51_ + 'P2/1 
so dass /1 ' 

'Pt =O, 

'P2=0, 

<p/ p-A )-).p (/1 - ). )<p2=0, 

'Pi(11-A') - J.'p(µ-A')<p2= o. 

Da µ-A{=o, µ-A'=J=o sind, so erhalten wir schliesslich 

'f1=0, 

'f2=0, 

'Pi -Äµ<pz=O, 

<{t- J,.'µ<p2 =O. 

Das Doppelverhaeltnis der vier projizierenden Ebenen ist also 

( - ).µ) : ( - ;,_, /1) = ). ; i.'. 

Nun ist das Pseudodoppelverhaeltnis (PiP2, P1,P1.1) gleich ). : Ä'. Also 
stimmen die beiden Doppelverhaeltnisse ueberein. 

42. Satz: Sind P1, P2, P1., P)/ irgend vz·er Pseudopunkte entweder 

auf einer eigentNc!zen oder uneigentlic!zen Pseudogeraden, so ist das Pseudo­
doppe!verhaeltnis (P1P2, P1. P1.1) gleich dem gewoehnlichen Doppelverhaeltnzs 

(PiP2, P1. P1.1), wenn die Pseudogebilde als gewoehnliche angesehen sind. 
Beweis. Ist die Pseudogerade entweder eine eigentliche Pseudo­

gerade erster oder zweiter, oder eine uneigentliche Pseudogerade erster 
Art, so folgt unser Satz unmittelbar aus 41. 

Ist die Pseudogerade eine uneigentliche Pseudogerade dritter Art 
(z.B. [A1A 4]), so schneidet eine durch die gegenseitige Kante ([ A 2A3]) 

hindurchgehende Ebene eine Bueschel von Linienelementen aus, und 
gilt in dieser Ebene die Nishiuchi'sche Pseudogeometrie, in welcher 
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das Bueschel die Rolle einer uneigentlichen Pseudogeraden zweiter Art 
spielt. 

In diesem und in andern Faellen, folgt unsre Behauptung aus dem 
folgenden Lemma: Das Pseudodoppelverhaeltnis (P1P2, PA P).1) ist gleich 
dem gewoehnlichen Doppelverhaeltnis der 'llier Ebenen {A,;AJP1 }, { A,;AJP2}, 

{ A,AJPA } , { A,;AJPl.t}, wo die Gerade [ A,;AJJ keine der Pseudopunkte 
P 1, P 2, P:. , P)/ enthaelt. 

In der Tat sind die vier projizierenden Ebenen durch die Gleichungen 

'f2=1 %3 X2 1=0, 
X/' Xa" 

'f1 +Ä'f2=1 X3 X2 1=0, 
X/Ä+X/1 X/+J.Xa'' 

'fi+Ä''f2=1 %3 X2 1=0 
Xl+Ä'X/' Xa'+Ä'Xs'' 

gegeben. 
Das Doppelverhaeltnis dieser Ebenen ist. Ä: Ä', welches mit dem 

Pseudodoppelverhaeltnis (P1P2, P).P).1)=Ä: Ä' uebereinstimmt. 
43. Satz: Ein Pseudodoppelverhaeltnis von irgend vier eigentlichen 

Pseudogeraden dritter Art in einer eigentlichen Pseudoebene dritter Art, 
ist gleich dem entsprechenden gewoehnlichen Doppelverhaeltnis, wenn die 
Pseudogeraden als gewoehnliche Geraden angesehen sind. 

Beweis Die genannte Pseudoebene kann als eine Nishiuchi'sche 
Pseudoebene angesehen werden, so dass wir die Nishiuchi'schen Pseudo­
koordinaten (X.) einfuehren koennen. 

Es seien die vier Pseudogeraden durch 

4'1=s2X3+s3X2 =o, 

4'2=s/ X 3 +sa' X2=0, 
4'1 + Äif2 == o, 

4'1 +J.'<f2=0 

gegeben, welche durch den Pseudopunkt (o:i: a2 : -a3) (ein Punkt auf 
[ A2A 3]) hindurchgehen. Dies werden : 

'P1 = S2a3X2 + S3 a2Xa =0, 

'P2=sl a3X2 + sa' a2Xa = o, 



334 Tsuntsaburo Ota. 

'Pi+Ä <fJ2=0, 

'Pt+ Ä'cp2= 0. 

JJas Pseudodoppelverhaeltnis der vier Pseudoebenen 

'f1=0, 

<h=o, 
<11+2 <h=O, 

111 +2'<12=0 
ist ). : 2'. Das Doppelverhaeltnis der vier Ebenen 

<fl=0, 

<p2=0, 

<f'1 +2 cp2-=0, 

'1'1 +2'<p2=0 

ist ebenfalls 2 : 2'. Also folgt unsre Behauptung. 

44. Satz : Das Pseudodoppelverhaeltnis von irgend vier eigeutlichen 
Pseudoebenen dritter Art ist gleich dem entspreclzenden Doppelverlzaeltnis, 
wenn die Pseudoebenen als gewoehnliche Ebenen angesehen sind. 

Beweis. Es seien die vier Psendoebenen durch 

cpl =S2X3 + S3,,,Y2= o, 

cJ;2=Sl x3 + Sa' X2= o, 

4'1 +2 'f2=0, 

'Pi +2',P2=0 

gegeben, dann erhalten wir das Resultat auf ganz analoge Weise wie 

in 43. 
45. Satz: Das Pseudodoppelverhaeltnis von irgend vier Pseudopunk­

ten auf einem Pseudokegelsclmitt, welcher den Durchschnittskegelschnitt 
eines Kegels z.B. A1(A2A3A 4PQ) mit einer durch A.(i =- 2, 3, 4) hindurch­
gehenden Ebene ist, ist gleich dem entsprechenden gewoehnlichen Doppel­
verhaeltnis, wenn der Pseudokegelsclmitt als ein gewoehnlicher Kegelschnitt 
angesehen ist. 

Beweis. Es seien P1, P2, P}, Pv die vier Pseudopunkte auf dem 
genannten Pseudokegelschnitt, welcher z.B. durch A 4 hindurchgeht. 

Man fasse die vier Pseudoebenen {[A1AJ, P1 }, {[A1A 2], P2 }, ff A1A2], 

P, }, {[A1A 2], P,1 }, welche gleichzeitig auch gcwoehnliche Ebenen sind 
ins Auge. Diese vier Pseudoebenen bestirnmen ein Doppelverhaeltnis; 

und sie schneiden vie1· uneigentliche Pseudopunkte (Linienelemente) von 
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der Kegelflaeche aus, welche auch ein gewoehnliches Doppelverhaeltnis 
von Linienelementen bestimmen. Betrachtet man nun die gena111ite 
Konfiguration vom Gesichtspunkte der gewoehnlichen Geometrie aus, so 
ist der Punktquadrupel P1, P2, PA, P)/ zum Quadrupel der genannten 
Linienelemente perspektiv. Die letzten bestimmen aber ein Doppelver­
haeltnis im gewoehnlichen Sinne Also ist das Pseudodoppelverhaeltnis 
(P1P2, P),Pl/) gleich dem gewoehnlichen Doppelverhaeltnis (P1P2, PAPl/). 

46. Satz: Das Pseudodoppelverltaeltnis von irgend vier Pseudopunk­
ten auf einem Pseudokegelsclmitt, welcher entweder (i) eine die Kante 
[ AkA1] betreffende und keine anderen Kanten schneidende gewoehnliche 
Gerade, oder (ii) ein durch A., Aj hindurchgehender und keine anderen 
Kanten schneidender Kegelschnitt, oder (iii) ein durch AiJ hindurchgehen­
der und durch A1 nicht hindurchgehender Kegelschnitt ist, ist gleich dem 
entsprechenden Doppelverhaeltnis, wenn der Pseudokegelschnitt als ein 
gewoehnliches Gebilde angesehen ist. 

Beweis. ( i) Der Beweis ist wesentlich in 4 I enthalten. 
(ii) In der Pseudoebene des Pseudokegelschnittes gilt die 

Nishiuchi'sche ebene Pseudogeometrie, und die Gleichung des genannten 
Kegelschnittes ist etwa von der Gestalt 

K2= d0X'i + d1X2Xs + d2XsX1 + daX1X2= 0. 

Es seien die vier Punkte durch die folgenden Gleichungen gegeben. 

P1 : f½=o, 

P2 : f½=o, 

PA : f½=o, 

pA,: f½=o, 

Dies werden 

wobei 

P1 : K/=o, 

P2 : f½'=o, 

Pl. : f½'=o, 

PA': K/=o, 

9'1=b1X1 +bsXs=O, 

'P2=C1X1 +csXs=O, 

'Pi +Ä <p2=0, 

'f1 +Ä'<p2=0. 

</1 =b1a1X 3 + b3a3X 1 =O, 

</2=c1a1X3 + c3 'l'a.X1 =O, 

</1+Ä</2=0, 

</1+Ä'</2=0, 

Kl = doai X2Xs + d1a2asXi + d2asa1X1X2 + daa1a2X1Xa 

gesetzt ist. Hiermit haben wir 

das Doppelverhaeltnis (P1P2, PA P)/)=Ä: l' 

=das Pseudodoppelverhaeltnis (P1P2, P), Pl/). 

47. Satz : Das Pseudodoppelverhaeltnis von irgend vier Pseudopunk-
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ten auf dem Pseudokege!scfmitt, welcher ein [AiAk], [AiAzl, [AiAk], 
[ AjAt] schneidender Kegelschnitt ist, ist gleich dem entsprechenden Dop­

pelverhaeltnis, wenn der Pseudokegelschnitt als ein gewoehnlicher angesehen 

ist. 
Beweis. Sind die vier Punkte mit Pi, P2, P3, P4 bezeichnet, so sind 

{A.AiPi}, {A,;AjP2}, {AiAiPJ}, {A.Al4 } Pseudoebenen eines Pseudo­
ebenenbueschels sowie Ebenen eines Ebenenbueschels. Also folgt unser 

Satz aus 44. 
48. Satz : Das Pseudodoppelverlzaeltnis von irgend vier Pseudopunk­

ten auf dem Pseudokegelschnitt, welcher eine durch Ak, A1 hindurchgehende 

und [ AiAj], [ A,;Ak], [ AiA1] betreffende kubische Raumkurve ist, ist gleich 
dem entsprechenden Doppelverhaeltnis, wenn der Pseudokegelschnitt als eine 

gewoelznliche kubische. Kurve angesehen ist. 
Beweis. Sind Pi, P2 , P3, P4 die vier Pseudopunkte, dann sind 

{AkA1P1 }, {AkA1P2}, {AkA1P3}, {AkA1P1 } Pseudoebenen eines Pseudo­
ebenenbueschels sowie Ebenen eines Ebenenbueschels. Also folgt unser 

Satz aus 44. 
49. Satz : Das Pseudodoppelverhaeltms von irgend vier Pseudo­

punkten auf der pseudokubischen Kurve, welche entweder (i) eine keine von 

den sechs Kanten [ A.AJJ betreffende gewoehn;liche Gerade, oder (ii) ein 

[AiAj], (A.Ak], [A,;A1] schneidender und durch A,.(n=I, 2,3,4) nicht 
hindurchgehender Kegelschnitt, oder (iii) ein [ A,;Aj] schneidender und mit 

[ AkAt] koplanaerer und [ AiAk], r AiA1] nicht betreffender Kegelschnitt, 
oder (iv) ein [A.:Ak], [A,A1], [AJAk] betreffender Kegelschnitt, oder (v) 
eine die sechs Kanten [A,;AJJ (i, j=I, 2,3, 4, i=4=J) betreffende kubische 
Kurve ist, ist gleich dem entsprechenden Doppelverhaeltnis, wenn die 
pseudokubische Kurve als eine gewoehnliche angesehen ist. 

Beweis. (i) Der Beweis ist wesentlich in 41 enthalten. 
(ii), (iii), (iv). Der Beweis ist wesentlich in 48 enthalten. 
(v). Wenn die genannte kubische Kurve durch paramet­

rische Gleichungen gegeben ist, so muessen die Gleichungen die Gestalten 
annehmen: 

welche in 

x1 =ai(t- a2)(t- a3)(t-04)sa1t3+ bit2 +c1t+ d1, 

Xz=ait- a4)(t- a5)(t-a6)=a2t3+ b2t2+ c2t+ d2, 

x3=as(t-a6)(t-a1)(t-a2) sa3t 8 + b3t 2 +c3t+ d3, 

%4 = ait- a1)(t- as)(t-05)= a3t 3 + b4'2 + c4t+ di, 
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X 2= pa-;1(t-a1)(t-a2)(t- a3)=.a/ t 3 + blt2 + cl t+ d/, 

X3= pa:;1(t-a3)(t- a4)(t-a5)= aa't3 + ba't2 +c.f t+ da', 

X 4 =pa41(t-a2)(t- a4)(t- a6) =alt3 + blt2 + clt+ d4' 

uebergehen. 
Es seinen irgend sechs Punkte auf der Kurve durch 

(x')=t1, (x'')=t2, (x'")=la, (xff)=t4, (xv)=t5 , (xvr)=t6 , 

gegeben. Dann erhalten wir -

{ 1 2 3} : X1 Z2 %3 X4 

x/ z/ x.f xl 

z/1 z2
1

' z.f' zl' 

z/11 zl" xa'" zl" 

- ait3 +bit2 +c1t +d1 

a1t~+bi!i+cA +d1 

a1tJ + bit: + ci/2 + d1 

ait: + bit: + cifa + d1 

aat3 + b3t2 + cat + da 
aati + ba!i +- Cgfi. + da 

a,if ~ + bsf: + ·ca/2 + da 

aati + b3t: + Cg/3 + da 

= 

Ebenso erhalten wir-

{ I 24}: X1 Z2 X3 X4 

z/ z/ x/ zl 

zi" .xt z.f 'zl' 

.x-[Vz[Vx[Vx{v 

a2'3 -t-b.t2+c2t +d2 

a2'~ + b2ti + c2'1 + d2 

a2t~ + b2t~ + c2'2 + d2 

a2': + b2t: + C2t3 + d2 

a4t 3+b4t2 + c4'+d1 ' 
a4ti + b4ti + c4'1 + d4 

aif~ + b4t~ + c4'2 + d4 

a4'J + bii +- C4(1 + d4 

ai bi Ci d1 1a 12 t 

a2 b2 C2 d2 ti /i ti 

aa b3 c3 d3 t~ t~ t2 

a4 b4 C4 d4 t~ t; t3 

a1 bi Ci d1 . ta ,2 t 

a2 b2 C2 d2 ti li 11 

aa b3 C3 d3 t; t~ t2 

a4 b4 c4 d4 d t! t4 

Es seien die Gleichungen von { r 2 5 } und { 126} durch 

I =O. 

I 

1 

I 

[ =O. 

I 

1 

r 

{ 1 2 s}: 1 X1 .X2 %3 X4 1- A.,1 Xi X2 X3 X4 =O, S=5, 6, 

i x/ x/ x.f X 4
1 

i 
I 
z/ x/ x/ Z 4

1 

x/1 x/1 z.f' xt 

xi'" x/" i:.f "%4
111 

. 

x/" x/' x.f' X 4
11 

xf v 4v xf v x{V : 
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gegeben. Dann sind A8 durch 

t; t; !8 I 

t~ !i t1 1 

t~ t~ t2 I 

t: t~ f:1 1 

definiert, so dass wir haben : 

-A, t; t; t, I 1=0 
t~ !i t1 I 

t; t~ t2 I 1 

tl t! /4 l i 

, t~ t! t5 I 

t! li t1 I 

t~ t~ tt I 

t~ t~ ls I 

t: t~ t5 I 

t~ !i t1 1 

t~ t~ t2 I 

t: t! t4 I 

tJ t: t6 I 

d !i t, I 

t~ t! t2 I 

t! t! t4 I 

t~ t: ta I 

t~ fi 11 1 

t~ t~ 12 I 

t: t: 'f.1 I 

Ebenso erhalten wir fuer die Pseudoebenen -

{ 1'2'r'}: Xi X2 x; x4 a/ b/ c/ d/ t3 t2 t 
X/ X/ .Ka' X4' a/ b/ c/ d/ t~ ti t1 

X/' X/' A';" X/' as' b3' es' d,/ ti t~ t2 

I 

I 

I 

Xt' Xt> Xtl Xt> a/ b4' c4
1 dl t;, t;, t,, I 

so dass 

X/ X/ X./ Xl 
X/' X/' X/' .LY./' 
Xi"' .Ä.~

111 X./" X./11 

Xi' X/ X./ X./ 
X/' X/" X/' X./' 
x{vx:vx:vxrv 

=o, 

r'= 3, 4, 

t; t; t, I 

tI li t1 1 

t~ tJ t2 I 

t~ t~ t,1 I 

A, t; t; !8 l = 0, s = 5, 6. 

t; li t1 I 

t] t~ t2 1 

t} t! t4 I 

Also erkennen wir, dass 

( { I 2 3 }{ I 24}, { I 2 5 }{ I 26}) = A5/AG = A/ /Al, 
=({ I 12 131 

}{ I 12 14' }{ I 12 151 
}{ l 12 161

}) 

ist. 
5 o. Satz : Das Pseudodoppelverhaeltnis von irgend vier Pseudoele-
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menten eines Pseudogebildes erster Stzife, erster oder zweiter oder dritter 
Ordnung ist gleich dem entsprechenden Doppe!verhaeltnis, wenn das Pseuf 
dogebilde als ein gewoehnliches Gebilde erster Stufe, erster oder zweiter 
oder dritter Ordnung angesehen werden kann. 

51. Zusatz: Das pseudoharmonische Doppelverhaeltnis von Pseudo­
elementen eines Pseudogebzldes erster Stufe, erster oder zweiter oder dritter 
Ordnung ist auch ein gewoehnliches lzarmoniscltes Doppelverhaeltnis, wenn 
das Pseudogebilde als ein gewoehnlichcs Gebilde erster Stufe,' erster oder 
zweiter oder dritter Ordnung angesehen werden kann. 

52. Zusatz: Die Pseudoinvolution von Pseudoelementen eines Pseu~ 
dogebildes erster Stufe, erster oder zweiter oder dritter Ordnung ist auch 
eine gewoehnliche Involution, wenn das Pseudogebilde als ein gewoehnliches 
Gebilde erster Stufe erster oder zweiter oder dritter Ordnung angesehen 
werden kann. 

VIII. 

Pseudoprojektive Erzeugnisse und Analogien. 

(A) In der Pseudoebene: 

5 3. Satz : Zwei Pseudopro­
jektive (nicltt pseudoperspektive) 
Pseudopunktreihen bestimmen eine 
Pseudopunktreihe zweiter Ordnung. 

Satz : Zwei pseudoprofektive 
(nicht pseudoperspektive) Pseudoger­
adenbueschel brstimmen ein Pseudo­
geradenbueschel zweiter Ordnung. 

Satz : Die Pseudopunktreihe zweiter Ordung und das Pseudogera­
denbueschel zwez'ter Ordnung stimmen miteinander ueberein. 

Es giebt einige merkwuerdige specielle Faelle : 
( r O ) Die folgenden zwei Erzeugungsweisen stimmen zn den beiden 

Geometrien ueberein -

Eine Ebene s1x1 + s2x2 = o schn­
eide die sechs Kanten in den Punkten 
A12, A3, A4 • Es seien in dieser Ebene 
zwei prqjektiven Geradenbueschel 
As(gi), A(g/) gegeben, in welclten 
[ A3A12], [ A4A12] sich nicht ent-
sprechen. Dann ist das projektive 
Erzeugnis ein durch A 3, A 4 hin­
durchgehender Ke gelsclmitt. 

Es seien in der Pseudoebene 
{ AsA4A12 } zwei pseudoprofektive 
Pseudogeradenbueschel Algi),Alg/) 
gegeben, in welchen [ A3A 12], [ A 4A12] 
sich nicht entsprechen, und die Kerne 
die Pseudopunkte [ A3A12], [A4A12] 
sind. Dann ist das pseudoprojektive 
Erzeugnis ein durch fe einen Pseudo­
punkt (im Punkte A 3 od. A 4) lzi11-
durchgehender Kegelschuitt. 
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(2°) Ein und derselbe Kegelschnitt kann auf zwei Weisen erzeugt 
werden: 

Es seien [PA2], [PA3] zwei 
projektive (sowie pseudoproj'ektive) 
Punktreihen (P,) und (P/) derart, 
dass P(✓ 4a2-1/2, a, a)-A3(o, o, 1), 
Alo, I, o) -P(,, ). Dann wird 
der Inbegriff der Geraden (P,P/) 
(Pseudokegelschnitt) einen dnrch A2, 

A 3 hindurchgehenden Kegelschnitt 
(einen Pseudokegelschnitt) umhuel­
len. 

Es seien [PA2], [PA 3] zwei 
pseudoproi'ektive (sowie projektive) 
Pseudopunktreihen (P,) und (P.') 
derart, dass P(y' 4a2-z/2, a, a) 
-[A1A2](0, o, z), [A2A3](o, 1, o) 
,..., P( ,, ). Dann wird der Inbegriff 
der Pseudogeraden (A1A2A3P,P/) 
(Kegelschnitt) einen durch A 2, A 3 

hindurchgehenden Pseudokegelschnitt 
(Kegelschnitt) umhuellen. 

(3°) Die folgenden zwei Erzeugungsweisen stimmen in den beiden 
Geometrien ueberein -

Eine pseudokubisclte Kurve 
( ein Kegelschnitt) ergiebt sich aus 
dem Pseudogeradensystem 

c1X2X:1 + c2X:1X1 + C3X1X2= o, 

b2~ + ÄbaX:1 = o. 

und dem Pseudokegelsclznittensystem 

C1X2Xa + C2X3Xi + C3X1X2= o, 

d1X 1 +Äd4X 4 =o. 

Ein Kegelschnitt (eine pseudo­
kubische Kurve) ergiebt sich aus 
dem Geradensystem 

C1X1 + C2X2 + C3X3 = O, 

bzX,1 + ÄbaX2 = O. 

und dem Geradensystem 

C1X1 +c2X2+C3X3=0, 

d1X1 +Äd4X4=0. 

54. Satz: In der Nishiuchi'schen Pseudoebene ist die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafuer, dass das pseudoprojektive Erzeugnis 
der beiden pseztdoprofektiven Pseudogeradenbueschel P(g,) und P'(g/) eine 
gewoehnliche Gerade sei, besteht darin, dass die beiden Kerne P und P' 
ilzre Koordinaten in der Beziehung 

P: (Xi: X2: Xa), P' : (X1r1 : ~r2: Xar:1) 

haben, wo r, Konstante sind. 

55. Satz: Das pseudoprqjek­
tive Erzeugnis von dem Pseudoke­
gelsclmittsbueschel 

K2+U(l=o 

und dem dazu pseudoprqj'ektiven 
Pseudogeradenbueschcl 

P+ÄP=o 

Satz : Das pseudoprqj'ektive Er­
geugni·s von der Pseudokegelschnitts­
schar 

B2 -.-).B/=o 

und der dazu pseudoprqjektiven 
Pseudopunktreilze 

G+ÄG'=o 
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ist eine Pseudokurve dritter Ordnung 

1 :2 ~ 1=0, 
wo K2, Kz' je einen quadratischen 
Ausdruck und P, P je einen linea­
ren Ausdruck in (X) darstellen. 

ist eine Pseudokurve drz"tter Klasse 

1 

B2B21 1=0, 
G G' 

wo B 2, Bz' je einen quadratischen 
Ausdruck und G, G' je einen linea­
ren Ausdruck in (s) darstellen, 

Einige specielle Faelle derselben sind interessant: 

(1 °) Die folgende Erzeugung stimmt in den beiden Geometrien 
ueberein-

Das Erzeugnis von 

b1X2.X:i + b2.X:1X1 + b3x;X2 

+J(c1X2X3 +c2X:1X1 + c3X 1X 2)=0 

und 

d1x; + d2.A'; + d2X3 

+ J(e1x;_ + e2.x; + e3.X:i)= o 

ist eine Pseudokurve dritter Ordnung. 

Das Erzeugnis von 

b1X1 + b2X2 + P3X.1 

+ A(c1x1 + c2.i-2 + c3x~) = o 

und 

d1Xz.t"a + d2x.1x1 + ds.i-1.i-2 

+ J(e1.X-z.t"3 + e2XsX1 + es.i-1.x-2) = 0 

ist eine Kurve dritter Ordnung. 

(2°) Die folgende Erzeugung ist interessant-

Das Erzeugnis von 

b1X2~¾ + b,.X:iX1 + b3X1X2 

t A( C1X2X3 + C2X3X1 + C3X1X2 )= 0 

und 

diX1 +d2X2+A(e1X1 +e2X2)==0 

ist eine Pseudokurve dritter Ordnung. 

und 

Das Erzeugnis von 

b1 X1 + b2X2 + b3X3 

+ J.(c1X1 + C2X2 + C3Xa) =0 

d1x2+d1.x-1 +J.(e1x2+e2x1)=0 

ist ein durch A3 hindurchgehender 
Kegelschnitt. 

(B) Im Pseudobuendel : 

56. Satz: Es seien zwei von 
einander verschiedene nicht pseudo­
perspektive Pseudoebenenbueschel ge­
geben: der Inbegrijf der Pseudogera­
den, welche die Durchschnitts­
pseudolinien zweier zu einander 
entsprechender Pseudoebenen sind, 
ist das Pseudokegel zweiter Ordnung. 

Satz: Es seien zwei von 
einander verschiedene nicht pseudo­
perspektive Pseudogeradenbueschel 
gegeben : der Inbegrijf der Pseudo­
ebenen, welche die Verbindungs­
pseudoebenen zweier zu einander 
entsprechender Pseudogeraden sind, 
ist das Pseudoebenenbueschel zweiter 
Ordnung. 
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N .B. Der Scheitel des Pseudokegels 

b1X2Xa + b2.A.';X. + baX1X2 = o 
oder 

cX.Xa + c1X2X1 + C2X~ + caXaXs = o 

ist der uneigentliche Pseudopunkt zweiter Art . 

. Einige specielle Faelle sind interessant -

( I O
) Die .folgende Erzeugung stimmt in den beiden Geometrien 

ueberein: 

Das Erzeugnis von 

b2X2 + b3X;; + Ä( b/ X2 + ba' ..X:~)= o 
und 

c2Xa + c4X4 + Ä( c/ X2 + cl X4) = O 

ist ein Pseudokegel zweiter Ordnung. 

Das Erzeugnis von 

b2Xs + baXt + Ä( b/ Xa + ba' x2) = 0 

und 

C2X4 --1- C4.X'2 + Ä(c/ x4 + cl x2) = o 

ist ein Kegel zweiter Ordnung. 

(2°) Die .folgenden Tatsachen stimmen in den beiden Geometrien 
ueberein-

Schneidet eine Pseudoebene 

b2Xa + b3Xa = o 

das Pseudokegel 

koXi+k1XaXa +k2.A.';X. 

+k3X 1Xa=o, 

so ist die Durchschnittskurve ein 
Pseudokegelschnitt. 

Schneidet eine Ebene 

b2:ca + baz2 = o 
das Kegel 

ko.X-1%3 + k1X2%1 + k2.zi 

+kaX~3=0, 

so ist die Durchschnittskurve 
Kegelsclmitt. 

ezn . 

(C) Im Raume: 

57. Satz: Zwei nicht kopla­
naere pseudoprqjektive Pseudo­
punktreihen bestimmen eine Pseudo­
regeljlaeche zweiter Ordnung. 

Satz : Zwei nicht schneidende 
pseudoprqfektive Pseudoebenenbue­
sclzel bestimmen eine Pseudoregel­
flaeclze zweiter Ordnung. 

Einige specielle Faelle sind interessant -

( I 0
) Die .folgenden Erzeugungen stimmen in den beiden Geometrien 

miteinander ueberein : 

Sind die Pseudoebenenbueschel 
[ A1A2] und [ A 3A 4] pseudoprofektiv, 
dann ist das Erzeugnis eine Pseudo­
regeljlaeche zweiter Ordnung. 

Sind die Ebenenbueschel [ A 1A 2] 

und [ A 3A 4 l prqfektiv, dann ist das 
Erzeugnis ez'ne Rege!jiaeche zweiter 
Ordnung. 
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(2°) Die folgenden Erzeugungen stimmen in den beiden Geometrien 
miteinander ueberein, wenn wir den speciellen Fall des lz"nkseitigen Satzes 
betrachten, in welchem die genannten Erzeugenden eigentliclze Pseudogerade. 
vierter Art sind: 

Sind [P1sP24], [Q13Q24] irgend 
zwei pseudoprojektive Pseudopunkt­
reihen (auf zwei eigentlichenPseudo­
geraden vierter Art), dann ist das 

. Erzeugnis eine Pseudoregeljlaeche 
zweiter Ordnung. 

58. Satz: Sind irgend zwei 
Pseudobuendel S und S' pseudokol­
lineaer so bilden die Pseudokreu­
zungslinien je zweier einander 
entsprechender Pseudoebenen eine 
Pseudolinienkongruenz erster Ord­
nung und dritter Klasse und bildet 
der• Inbegriff der Pseudokreuzungs­
punkte je zweier einander ent­
sprechender und kreuzender Pseudo­
strahlen eine Pseudoraumkurve 
dritter Ordnung. 

' 59. Satz: Sind irgend zwei 
Pseudobuendel S und S' pseudokor­
relativ, so bilden die Pseudokreu­
zungspunkte jeder einander ent­
sprechenden Pseudostralzlen und 
Pseudoebenen eine Flaeche zweiter 
Ordnung. 

Sind [P13P24], [Q1~Q24] irgend 
zwei die Kanten [ A1As], [ A 2A4] 
schneidenefe projektive Punktreihen, 
so ist das Erzeugnis eine Regeiflaeche 
zweiter Ordnung. 

Satz : Sind irgend zwei Pseudo­
felde s und s' pseztdokollineaer, so 
bilden die Pseudoverbindzmgslinien je 
zweier einander entsprechender 
Pseudopunkte eine Pseudolinienkon­
gruenz dritter Ordnung und erster 
Klasse und bildet der Inbegrijf der 
Pseudoverbindungsebenen je zweier 
einander entspreclzender und pseudo­
koplanaerer Pseudostrahlen ein 
Pseudoebenenbuesche! dritter Ord­
nung. 

Satz : Sind irgend zwei Pseudo­
felder· s und s' pseudokorrelative, so 
bilden die Pseudoverbindungsebenen 
j'edereinander entsprcchendenPseudo­
strahlien und Pseudopunkte ein 
Pseudoebenenbuescltel zweiter Ord­
nung (od. eine Pseudoßaeche zweiter 
Klasse). 

60. Eine und dieselbe Flaeche zweiter Ordnung, welche durch 
Ai, A

2, A3, A 4 hindurchgeht, kann auf zwei Weisen erzeugt werden ; 
also z.B. 

Ein durch A1 hindurchgehen­
der Strahl sei durch 

Ein durch A1 hindurchgehen­
der Pseudostrahl sei durch 

.x;=x:~=x4 
l m n 
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gegeben; und eine durch A 4 hin­
durchgehende Ebene sei druch 

gegeben; und eme durch A 4 hin­
durchgehende Pseudoebene sei 
durch 

U1.X1 + U2X2+ U,i.:t:'.1=0, 

gegeben. Sie seien durch 

:.u1 =awl +a121i+ a13v, 

SUz= 

SU3= 

v1X1 + v2..l'; + V3Xa=o 
gegeben. Sie seien durch 

rv1 = a33l + a"3m + a22n, 

korrelativ aufeinander bezogen. pseudokorrelative aufeinander be-
Dann ist das Erzeugnis : zogen. Dann ist das Erzeugnis : 

a11X1X2 + a12X1Xa + arn.X-1%4 a11XsX4 + a12X2.x':i + a1s..l';Xs 

+ a22X~Xs + a2sX"zX4 + as&.Xs.X4 = o. 1 + a22x;X4 + a23X1Xa + a33X1X2 = o. 

Die Erzeugnisse stellen eine und dieselbe Flaeche zweiter Ordnung 
dar. 

IX. 

Pseudopol und Pseudopolare. 

61. Definition. Jeder Pseudostrahl g, eines Pseudostrahlenbueschels 
P(g,) schneidet eine Quadriflaeche in zwei Pseudopunkten Q, Q'. Auf 
g, nehmen wir einen Pseudopunkt P' derart, dass (QQ', PP') eine 
pseudoharmonische Gruppe ist. Dann ist der Ort 7r von P' eine Pseudo­
ebene und heisst die Pseudopolare von P in Bezug auf die Pseudoqua­
drijlaeche uud P heisst der Pseudopol von 11: in Bezug auf dieselbe Pseudo­
quadrijlaeche. 

62. Ist insbesondere die Pseudoquadriflaeche eine durch Ai, A 2, 

As, A 4 hindurchgehende gewoehnliche Quadriflaeche, so erhalten wir 
den folgenden 

Satz : Jede durch Ai, A 2, As, A 4, P geschriebene kubische Raum­
kurve schneidet eine A1, A2, A3, A4 enthaltende Quadrijlaeche in zwei noch 
andern Punkten Q, Q'. Es sei P' ein Punkt auf der kubischen Raumkurve 
derart, dass Q, Q', P, P' eine harmonische Gruppe bilden. Dann ist der 
Ort von P' eine [ A 1A2], [ A 1A3], [ A 1A4], [ A 2A3], [ A 2A4], [ A3A4] enthal­
tende kubische Flaeche mit vier Knotenpunkten A 1, A 2, A 3, A 4 • 

63. Ist dagegen die Pseudoquadriflaeche eine Ai in sich enthal­
tende gewoehnliche Ebene, etwa 

a1X2Xa + a2Xsx; + aaX1X2 = o, 

dann ist die Pseudopolare vom Punkte P( Y) 
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(2) (a2Ya+ a,½)X1 + (asY1 + a1Ys)X2+(a1Y2+a2Yi.)Xs=o, 

welche ein gewoehnlicher Kegel mit dem Scheitel A 4 ist. Also erhal­

ten wir den 

Satz : Jede durch A 1, A 2, A 3, A 4, P geschriebene kubische Raumkurve 
schneidet eine durch A. hindurchgehende Ebene in zwei Punkten Q, Q'. Es 
sei P' ein Punkt auf der kubischen Baumkurve derart, dass die vier Punkte 
Q, Q', P, P' eine harmonische Gruppe bilden. Dann ist der Ort von P' 
ein Kegel mit dem Scheitel A,. 

96. Man betrachte einen 
Pseudokegel 

( I) a1X 2X 3 + a2X 3X 1 

+a3.x;X2=0. 

Dann ist die Pseudoplare von P( Y), 

(2) (a2 Y:i + a3 ½)X1 

+ ( ll3 Y; + ll1 J~~)X2 

+ (a1 Yz + 02 Yi)Xs 
=o, 

welche ein gewoehnlicher Kegel 
vom Scheitel A 4 ist. Dies wird 

(3) (~ + .!.!_)z2Zs 
Ys Y2 

+(~+~)%3%1 
J/1 Ys 

+ (~ + ~)Z1X2 = 0 1 
.Y2 Y1 

wenn man yi= 1/Y;, setzt. 
Die gewoehnliche Polare von 

P in Bezug auf (3) ist 

(4) 2r,izi+ (Iaiy,)(Izi/Yi)=o. 

Damit ( I) und (4) uebereinstimmen, 
ist es notwendig und hinreichend, 

dass 

Y1 :y2 :ys·= 1/u1: 1/a2: 1/as 

ist. Also muss P die Pseudokoor­
dinaten (a1 : a2 : ll3 : ½) haben, wo 
:V. beliebig ist. 

Man betrachte einen Kegel 

( I) ß1Z2Z3 + ß2Z3Z1 + ßsX1Z2= 0. 

Dann ist die Polare von P(y) 

( 2) (ß2Ys + ßs Y2)Z1 

+ (ßsY1 + ß1Ys)Z2 

+ (ß1Y2+ ßzY1)Xs=O, 

welche ein Pseudokegel vom Schei­
tel (A1A 2A 3) ist. Dies wird 

(A+A)x.z Ya ½ 2 3 

+ (A + A)xsX1 
Yi. Ya 

+(A+.fi_)x1~=0, 
Yz Yi 

wenn man Yi= 1/yi setzt. 
Die Pseudopolare von P in 

Bezug auf (3) ist 

(4) IßiXt+ (Ißi Yi)(2X;/V.)=o. 

Damit ( I) und (4) uebereinstimmen, 
ist es notwendig und hinreichend, 
dass 

Y;_: ½: l?..=1/ß1: 1/ß2: 1/ßs 

ist. Also muss P die Koordinaten 
(ß1 : ß2 : /is : y4) haben, wo y 4 belie­
big ist. 

Betrachtet man das Kegelbue­
schel 

ß1.x; + ß2~ + ßsXs 
+?.(ß/X1 +ß'2X2+ßs' Xs)=o, 
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Betrachet man das Pseudoke­
gelbueschel 

ll1X1 + ll2X2 + ll3X3 

+ J..(a/ X1 + al x2 + aa' x3) =O, 
wo die Pseudoachse [(A1A2A 3), Q] 
die Koordinaten (q) besitzt, so ist 

q
1 

=3=.il: i: a3 1: 1 a3,a1, \: 1 a1,a211

1

. 

a/ as' a3 O\ a 1 a2 

Ist P(y) ein Punkt derart, dass 

Y1 :y~ :ys 
_ I . I . I 

- ll1 + J..a/ • U.2 + J..az' . lls + A/ls1 
' 

so erhalten wir, indem wir J.. elimi­
nieren, 

\ 
a2,f1s

1 

jY2Ys+ 1 as
1

a1, jY:iY1 
Ilz ll3 1 Gs ll1 i 

+ i (Jl ll2 :Y1Y2=0, 

i a/a/ 1 

d.h. 
qiY2Ya+q2YsY1 +qsY1Y2=0, 

welche den Ort von P darstellt. 

wo die Achse [ A 4Q] die Pseudo­
koordinaten ( q) besitzt, so ist 

q1:q2:q3 

= 
1

: ß2 ßs 1 : I ßs ß1 1 ; 1 ß1 ß2 1 · 

ß/ßs' 1 ßs'ßi' ßi'ßl 

Ist P( Y) 'ein Pseudopunkt derart, 
dass 

Yi:Y;:Ya 
I . I . I 

ß1+J..ßi' • ß2+J..ßz' · ßs+Aßs'' 

so erhalten wir, indem wir Ä eli­
minieren, 

1 

ß2 ßa I Y2 Y:i + 1 ßs ß1 
1

, Ya Yi 
ßlßs' fis'ßi' 

d.h. 

q1Y;Ya+q2YaYi +qsYiYa=o, 

welche den Ort von P darstellt. 

65. In der Nishiuchi'schen Pseudoebene, haben wir wie er gezeigt 

hat, den 

Satz: Schneidet eine Gerade [QQ'] jeden Kegelschnitt eines Kegel­
schnittbueschels (A1A2AsP) in zwei Punkten etwa Q, Q', und ist (QQ', 
PP') eine auf dem Kegelschnitt genommene harmonische Gruppe, so ist 
der Ort von P' ein Kegelschnitt, welcher durch A1 , A2, As hindurchgeht. 

66. Satz: In der Ebene schneide ji:der Kegelschnitt eitzes Kegel­
schnittbueschels ( AiA2A3P) einen festen durch Ai, A 2, und nicht durch 
A 3 hindurchgehenden Kegelschnitt in zwei Punkten etwa Q, Q'. Ist 
(QQ', PP') eine azif dem ersten Kegelschnitt genommene harmonische 
Gruppe, so ist der Ort von P' ein durch Ai, A 2, A3 gesc!zriebener Kegel­
schnitt. 

67. Betrachtet man eine durch A 1, A 2, A 3, A 4 geschriebene 
Quadriflaeche und ein Ebenenbueschel etwa [ A3A4], so· erhalten wir 
den folgenden 

Satz: Sind azif einer Quadriflaeche vier Punkte A 1, A 2, As, A 4 

gegeben, so schneidet jede durch A1, A 2, As, A4 hindurchgeltende kubische 
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Raumkurve jene Quadrißaeche in zwei Punkten Q, Q' und eine Ebene 
des Ebenenbuesche!s [ A3A4] in einem Punkte P. Ist P' ein Punkt auf 
der kubischen Kurve derart, dass die vier Punkte Q, Q', P, P' eine 
harmonische Gruppe bilden, so ist der Ort von P' eine durch Ai, A 2, A 3, 

A 4 hindurchgehende kubische Raumkurve 
68. Betrachtet man einen [ A 1A 2], [ A 1A 3] aber nicht [ A 1A 4] ent­

haltenden Kegel, so erhaelt man den 
Satz: Sz"nd [ A 1A 2J ,,md [ A 1A3] irgend zwei Erzeugende eines Kegels 

und [ A1~] eine beliebige nz·cht in dem Kegel enthaltene Gerade, dann 
schneidet Jede durch A 1, A 2, A 3, ~ •• P hindurchgehende kubische Raum­
kurve den Kegel in zwei Punkten etwa Q, Q'. Ist P' ein Punkt darauf 
derart, dass die vier Punkte Q, Q', P, P' eine harmonisehe Gruppe bilden, 
so ist der Ort von P' ein [ A 1A 2], [ A 1A 3], [ A 1A 4] enthaltender Kegel. 

KAP. IV. 

Aufbau einer raeumlichen pseudoprojektiven Geometrie mittels der 
al !gemeinen quadratischen birationalen Transformation, 

X. 

Pseudopunkte, Pseudoebenen und Pseudogerade. 

69. Wir haben in Kap. III eine Erweiterung der Nishiuchi'schen 
pseudoebenen Geometrie zum Raume mittels der kubischen Transforma­
tion gemacht. Wir koennen jetzt eine andere Erweiterung derselben 
ebenen Geometrie zum Raume machen, indem wir die biquadratische 
Transformation ins Auge fassen. 

70. Zwei Raeume R und R' seien reciprok aufeinander bezogen; 
es sei zwischen einem Buendel S im R und einem Buendel S' im R' 
eine Kollinearitaet hergestellt. Irgend ein Punkt von R bestimmt, mit 
S verbunden, eine Gerade g-, welcher in S' eine Gerade g' entspricht. 
Dem Punkte P ist reciprok eine Ebene n' zugeordnet. Den Schnitt­
punkt P' von g' und n' weisen wir dem Punkte P zu, Wir setzen im 
folgenden voraus, die beiden Buendel S und S' seien kongruent und 
konzentrisch so, dass jede Ge;ade sich mit seinem entsprechenden deckt, 
waehrend die Korrelation der Raeume eine allgemeine bleiben soll. 

71. Die analytische Darstellung dieser Transformation, wenn wir 
ein zu R und R' gemeinsames Tetraeder A 1A 2A 3A 4, wo A 4=S=S' 
sind, waehlen, sind durch 
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und 

gegeben, wobei <p je ein allgemeiner Ausdruck zweiten Grades in z 
resp. X ist. 

72. Fundamentalsystem. Der Punkt A 4, die Eöene {A1A 2A 3 }, der 
Kegelschnitt k2:cp(.x\x2x3) = o und der k2 aus ~ prqfizierende Kegel zweiter 
Ordnung ( A 4, k2

) bilden das Fundamentalsystem. Der Punkt A 4 sind 
die aemtlichen Punkte von { A 1A 2A 3 } zugeordnet. Schneidet eine Erzeu­
gende l von dem Kegel den Kegelschnitt k2 in L, so entsprechen dem 
Punkte L alle Punkte von l 1

. 

73. Wir koennten im folgenden annehmen, dass der Kegel 
cp(x1z2x3)=o ganz allgemein sei; nun wollen wir aber der Einfachheit 

wegen annehmen, dass der Kegel cp(x1x2z3)=o die drei Ranten [A1A 4]. 

[ A 2A4], [ A 3A 4] enthaelt, so dass cp(z1x2z3) etwa von der Form 

C 1X2Za + C;Z3Z1 + C3%1X2 = 0 

ist, wo ci Konstante sind. 

7 4. Es giebt vier Arten von eigentlichen Pseudoebenen -
(i) Eine eigentliche Pseudoebene erster Art heisst jede nicht gerad­

linige Flaeche zweiter Ordnung, welche den Punkt A 4 und den festen 
Kegelschnitt 

SC(Z1Z2Za)=O, 

in sich enthaelt und die Ebene 

im Punkte A 4 beruehrt, wenn sie durch eine Gleichung von der Form 

s1X1 + s2X2 + saXa + Si.X4 = o, 

(s1 'F O, S2 'F O, S3 'F O, S4 'F O, 

2 2+ 2 2 + 2 2 < ) C1S1 C2S2 C3S3 - 2C1C2S1S2 - 2C2CaS2S3 - 2C3C1S3S1 0 

gegeben ist, wo die Ebene 

den Kegel 
<p(Z1X2Zs)= 0 

nicht in reellen Geraden schneidet. 

1 Transformationen IL 
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(ii) Eine eigentliche Pseudoebene zweiter Art heisst jeder Kegel 
zweiter Ordnung, welcher den Punkt A:1 und den festen Kegelschnitt 

in sich enthaelt und dessen Spitze auf der Beruehrungserzeugenden 
entweder 

oder 

S1Z1 +s2z2+SaZ3=0, 

'f!( Z1Z2Za) = O, 

(s1 =j= O, S2 =j= 0, Sa+ O, S4=0, 

cM + CiSi + Ca.\'i- 2c1c2s1s2 - 2c2c3s2S3 - 2c3c1s3s1 = o) 

cjzi+cixj=0, <p(z1x2Za)=o, (i, j: zwei von I, 2, 3) 

liegt, je nachdem das durch eine Gleichung entweder von der Form 

s1.x; + s2X2 + s3Xa + S4X4 = o 

(s1 ::j= O, S2 =!= O, Sa=!= O, Si=!= 0, 

Ci Si+ c~s~ + c:s~- 2C1C2S1S2 -2C.CJS~S3 - 2C3C1SaS1 = 0) 
oder von der Form 

gegeben ist. 

(iii) Eine eigentliche Pseudoebene dritter Art heisst jede Regelflaeche 

zweiter Ordnung, welche den Punkt A 4 und den Kegelschnitt 

'f!(X1Z2Za)=o, Z4=0 

in sich enthaelt, und ist durch eine Gleichung entweder von der Form 

S1X1 + s2X2 + saXa + S4X4 = O, 

(s1 =!= 0, S2 =\= O, S3 =!= O, S, =!= O, 

cM + cM + Cas:-2c1czS1S2 - 2c2c3s2sa- 2C3C1SsS1 > o ), 

wobei die Regelflaeche die Ebene 

StX'1 +s2z2+saza=0 

im Punkte A 4 beruehrt, oder von der Form 

s,X.+si.x_;+s4X 4=0, (i, j: zwei von r, 2, 3), 

(si: =!= o, si =!= o, S4 =!= o) 
wobei die Regelflaeche die Ebene 

sixi + S/1:J = o 
im Punkte A 4 beruehrt, oder von der Form 

s1.X';+s4-Xi=o, (l : eine von r, 2, 3), 

wobei die Regelflaeche die Ebene 
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im Punkte A 4 beruehrt, gegeben. 

(iv) Eine eigentliche Pseudoebene vierter Art heisst jede den Punkt 

A 4 in sich enthaltende Ebene und ist durch eine Gleichung entweder 

von der Form 

s1X1 +s2X2+sa-Xs=o, 

(s1=f=O, S2 =f=O, sa=J=o) 

oder von der Form 
siA.';; + sj~ = o, 

(s, =4= o, sj =4= o: i, j: zwei von 1, 2, 3) 

oder von der Form 
s1Xi=o, (!: eine von 1, 2, 3) 

gegeben. 

Die Gesamtheit der Punkte in der Ebene { A 1A 2A 3} soll als ein zu 

dieser Pseudoebene gehoeriger Pseudopunkt angeshen werden. 

Diese Pseudoebene ist nichts anderes als die erweiterte Nishiuchi'sche 

Pseudoebene. In der Tat ist z.B. X 1=o, dann erhalten wir 

was in der Form 

X1 : X2 : _%g : LY4 = 0 ; X2X4 ; %3%4 ; C1X2%3, 

=O. _I_. _I_. ~ . . . , 

X2: XaX4= 

geschrieben werden kann. 

75. Es giebt nur eine uneigentliclzc Pseudoebene, und sie besteht 

aus dem festen Kegel 
~(X1X2Xa)= 0 

und dem Inbegriff der Linienelemente im Punkte A 4 und ist durch 

~ = o gegeben. 
76. Es giebt eine Art von eigentlichen Pseudopunkten, und sie sind 

je durch eine Gleichung entweder von der Form 

b1S1 + b2S; + b3S3 + b4S4 = o, 

(x;_=b1=f=O, X2=b2=f=O, Xa=b3 =f=O, X 4=b4=f=O, ~(b1b2ba):4=o) 

oder von der Form 

bist+ bjsj+ b4s4=0 

(X.=bi =f= o, X.1=bj =f= o, Xk=bk=O, LY.i=b4 =f= o, 
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i, k, j : eine Permutation von I, 2, 3) 

gegeben. Sie sind die in dem Fundamentalsysteme nicht gelegenen 
gewoehnlichen Punkte. 

77. Es giebt vier Arten von uneigentlichen Pseudopunkten -
(i) Ein uneigentlicher Pseudopunkt zweiter Art heisst jedes Linien­

element im Punkte A 4 und ist durch eine Gleichung entweder von der 
Form 

b1s1 + bts2 + bas3= o, 

(Xi.=b1 =f= o, X 2=b2 =f= o, Xs=ba =f= o, X.=b4=0) 

oder von der Form 

b2s2+b3sa=O, 

(X1=b1=0, X2=b2 =f= o, Xa=ba =f= o, X4=b4=0) 

gegeben. 
(ii) Ein uneigentlicher Pseudopunkt zweiter Art heisst jedes Tan-

gentialebenenelement in einem Punkte des Kegelschnittes 

~(.t:1X'2X2) = 0, 

%4=0 

und ist durch eine Gleichung entweder von der Form 

b1s1 + b2s2 + b3s3 + b4s4= o, 

(X1=b1 =!= 0, X2=b2 =f= o, Xs=bs =f= o, X4=b4 =f= o, r(b1b2b3)=0) 

oder von der Form 
b3S3 + b4S4=0, 

(X1=b1=0, X 2=b2=0, X 3=b1 =f= o, X.=b4 =--:J= o) 
gegeben. 

In der Tat, der Pseudopunkt 

(X . X . X . X )-(b . b . - c3b1b2 . b ) 
l• 2• 3• 4 - l• 2• • 4 

C1b2+b2b1 

= (b1 (c1b2 + C2b1) : bz(c1b2 + czbi) : -csb1b2 : blc1b2 + C2b1)) 

ist ein auf einer der Erzeugenden des Kegels 

~(x;X2Xs)=o 

gelegener Punkt P' im Rame R'. · Es sei Q' ( Y1(c1 Y2 + c2 Y1) 
Y;(c1 Vi+c2 Y;) : -c3 Y;Vi : o) ein auf dem Kegelschnitt 

~(Xi.X2X3)=o, X4 =o 

gelegener Punkt. Dann ist die Verbindungslinie [P'Q'] als die Schnitt­
linie der beiden Ebenen 
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{P'Q' A4} : C1C3b2 YzX1 + c2c3b1 Y1X2 + (c1b2+c2b1)(c1 Yz+ Cz Y;:).z-3=0, 

{ P'Q' A1 } : Ca J~b.(c,b2 + c2b1)x;_ + bic1 Y; + c2 Y;)(c1b2 + C2b1)X8 

+ C1C3b21 b1 b2 IX4 = 0 

, Y1 Y2 1 

gegeben. Eliminiert man Y; : :v;, so erhaelt man als den Ort von 
[P'Q'] die Gleichung 

( I 
0

) b/c1b2+c2b1)59(X1X2~Ys) -c,csbiX1X4 -c2c8b~.Xii~ 

- (c1b2 + c2b1)2..z~x4 =O, 
welche im Raume R die Form 

( 2°) blc1b2 + c2b1)%4 -cic3b!.:i:1-C2Cabfx2- (c1b2 + c2b1)2%a=O 

annimmt. 
Setzt man x-4 =0 und sc(x1x-2.i-3)=o in (2°), so erhaelt man 

c1clb2x 1 - b1x2)2=o, 

welches zeight, dass die Ebene (2°) den Kegelschnitt 

59( X1X2%s) = 0, %4 = 0 

im Punkte ( b1 b2 b3 : o) beruehrt. Also stellt die Gleichung 

b1s1 + b2s2+ basa+ b4S4=0, 

( 59( b1b2ba) =O) 

das Tangentialebenenelement von (2°) im Punkte (b1 b2 : b3 o) dar. 
_Aehnliches gilt auch fuer den Punkt 

bass+b4S4=0. 

(iii) Ein uneigentlicher Pseudopunkt dritter Art heisst jeder Punkt 
auf einer Erzeugenden ( die ganze Erzeugende) des Kegels 59( .:t:1x2x3) = o 
und ist durch eine Gleichung entweder von der Form 

b,is3 =0, 

(X1=b1 =o, X 2=b2=0, X3=b3 ==I= o, X4=b4=0) 

oder von der Form 
b1s1 + b2s2+ b3Ss =O, 

(Xi=b1==l=o, Xs=b2==l=o, Xs=bs=/=o, ~=b4=0, 'f(bAbs)=o) 

gegeben. Jede zwei solchen Punkte auf derselben Erzeugenden mues­
sen als ein und derselbe angesehen werden. 

(iv) Ein uneigentlicher Pseudopunkt vierter Art heisst jeder Punkt 
in der Ebene {A1A2A3 } (die ganze Ebene) und ist durch die Gleichung 

b4S4=0, 

(X1-:b1=0, X 2=b2 =0, X3 =b3 =0, X4=b4=po) 
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gegeben. Jede zwei solchen Punkte muessen als ein und derselbe an­
gesehen werden. 

78. Es giebt drei Arten von eigentlichen Pseudogeraden -
(i) Eine eigentlz"che Pseudogerade. erster Art heisst jeder gewoehn­

liche Kegelschnitt, welcher den Punkt Ai und irgend zwei Punkte (reell 
oder imaginaer) des Kegelschnittes k2 in sich enthaelt. 

Diese Pseudogerade ist nichts anderes als eine Art der Nishiuchi'­
schen eigentlichen Pseudogeraden in der Ebene des Kegelschnittes. 

(ii) Eine eigentliche Pseudogerade zweiter Art heisst jede durch A 4 

hindurchgehende gewoehnliche Gerade und ist nichts anderes als eine 
Art der Nishiuchi'schen eigentlichen Pseudogeraden. 

(iii) Eine eigentliche Pseudogerade dritter Art heisst jede den Kegel­
schnitt k2 schneidende gewoehnliche Gerade und ist nichts anderes als 
eine Art der Nishiuchi'schen Pseudogeraden. 

79. Es giebt zwei Arten von uneigentlichen Pseudogeraden -
(i) Eine uneigentliche Pseudogerade erster Art besteht aus dem 

Inbegriff der Linienelemente im Punkte At, welche in irgend einer Ai 
in sich enthaltenden Ebene liegen, und dem Geradenpaar (reellen oder 
imaginaeren), welche die Durchschnittslinien des Fundamentalkegels 
(A4, k2

) mit der genannten Ebene sind. 
(ii) Eine uneigentliche Pseudogerade zweiter Art besteht aus dem 

Inbegriff der uneigentlichen Pseudopunkte zweiter Art in irgend einem 
gewoehnlichen_ Punkte Q des Kegelschnittes k2, der Geraden [ A 1Q] und 
der Ebene {A1A2A~}. 

80. Dass unsre raeumliche Pseudogeometrie eine projektive 
Geometrie ist, folgt unmittelbar aus dem Fundamentalsatz (Kap. I, r). 

XI. 

Die entsprechenden Gebilde.1 

81. Man betrachte jetzt eine Flaeche m-ter Ordnung Fm im Raume 
R gegeben, die J.J - mal durch den Kegelschnitt k2 hindurchgeht und im 
Punkte A 4 einen µ-fachen Knotenpunkt besitzt. Um ihr Bild F,,/ in 
R' zu untersuchen, fassen wir irgend eine Gerade g' in R' ins Auge. 
Der Ebene {A4, g'} entspricht dann eine gewisse Ebene durch A 4, und 
in dieser liegt der Kegelschnitt, in welchen g' uebergeht ; dieser Kegel­
schnitt enthaelt A 4 und begegnet k2 in den Punkten P und Q, welche 

1 Transformationen II. 
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den Schnittgeraden der Ebene {A4 , g'} mit dem Kegel (A4, k 2
) ent­

sprechen. In der Ebene dieses Kegelschnittes liegt von der Flaeche 
Fm eine Kurve m-ter Ordnung Km, welche durch A 4 µ-mal, durch 
die Punkte P, Q je v -mal hindurchgeht. Die Anzahl der Schnittpunkte, 
welche der Kegelschnitt mit der Km gemein hat, ist gleich der Anzahl 
der Schnittpunkte von g' mit Fm,. Die Anzahl dieser Punkte ist aber 
2m-µ-2v und diese ist die Ordnung m' von Fm' so dass -m' =2m-µ 
-2v. Es enthaelt Fm' den Kegelschnitt k2 als v' -fache Kurve, und es 
habe Fm' in A 4 einen p.' -fachen Knotenpunkt. Der Strahl~ schneidet 
nun Fm in m-µ- v Punkten, welche nicht dem Fundamentalsysteme 
angehoeren, und denen stets ein bestimmter Punkt P' von k'2 entspricht : 
es ist also v'=m-µ-v. Weiter trifft die Gerade [P' Q'] die Km in 
m-2v Punkten, die aeusserhalb P und Q liegen, also hat die der Kurve 
Km in R' entsprechende Kurve in A 4 einen (m-2v)-fachen Punkt, d.h. 
µ'=m-2v. 

82. Es sei nun eine beliebige Raumkurve von der p -- ten Ord­
nung RP in R gegeben, welche x-mal durch A 4 geht und mit k 2 Ä 

Schnittpunkte gemein hat, und es sei die ihr entsprechende Raumkurve 
RP' in R' von der Ordnung p', die x' - mal durch A 4 geht und k'2 

).' - mal trifft. Da einer Ebene in R' eine A 4 und k2 in sich enthaltende 
Quadriflaeche in R entspricht, so besitzt diese Ebene offenbar 2p-x-Ä 

Punkte mit R' gemein, d.h. man erhaelt p'=2p-x-l Ferner trifft RP 
den Kegel (A4, k2

) in 2p-2x-). Punkten, welche nicht zum Fundamen­
talsysteme gehoeren, also ist 

x' = 2f- 2X - )._ 

Da RP die Ebene von k2 in p-Ä nicht in k2 enthaltenen Punkten trifft, 
so ist 

XII. 

Merkwuerdige Tatsachen in dieser Pseudogeometrie. 

83. Satz: i) Jede den Punkt A 4 in sich enthaltende Ebene und ii) 
jede den Kegelschnitt k2 und den Punkt A4 in sich enthaltende Quadri­
ßaeche sind Je eine Pseudoebene. 

84. Satz : i) Jede den Punkt A 4 in sich und den Kegelschnitt k2 

nicht in sich enthaltende Ebene, iii) jede den Kegelschnitt k2 in sich und 
den Punkt A 4 nicht in sich enthaltende Quadrijlaeche, und iii) Jeder 
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Kegel zweiter Ordnung, welcher vom Scheitel A 4 ist und k~ nicht in sich 
enthaelt, sind je eine Pseudoquadrijlaeche. 

Beweis. i) m=I, ii) m==2, iii) m=z, 

µ=o, µ=o, µ=2, 

v=o, )) = J' v=o, 

m'=2. m' ==Z. m1 =2. 

85. Satz: i) Jede durch A 4 hindurchgehende und den Kegelschnitt 
k2 nicht in sich enthaltende Quadrijlaeche und ii) jede A4 und k2 in sich 
enthaltende kubische Flaeche sind je eine pseudokubische Flaeche. 

Beweis. i) m=2, ii) m=3, 

µ=1, µ=1, 

JJ=O, JJ = 1, 

m'=3. m'=3. 

86. Satz : i) Jede durch den Punkt A 4 hindurchgehende Gerade 
und ii) jeder den Punkt A 4 in sich enthaltende und den Kegelschnitt k2 

schneidende Kegelschnitt sind je eine Pseudogerade. 
87. Satz:. i) Jede durch A 4 nicht hindurchgehende und k2 nicht 

betreffende gewoehnliche Gerade, ii) jeder den Kegelschnitt k2 zweimal 
schneidende und durch A4 nich hindurchgehende Kegelschnitt, iii) jeder 
k2 und A 4 je einmal betrefende Kegelschnitt, und iv) jede durch A 4 

einmal hindurchgehende und k 2 dreimal betreffende Kubik, sind je ein 
Pseudokegelschnitt. 

Beweis. i) P=I, ii) p=z, iii) P=Z, iv) P=3, 
x=o, x=o, x=I, X= 1, 

A=O, A.=2, Ä=I, A.= 3, 

1>'=2. P'=2. p' =2. P'=2. 

88. Satz: i) Jeder durch A4 hindurchgehende und k2 nz"cht betref­
fende Kegelschnitt, ii) jeder k2 einmal betreffende und durch A4 nicht 
hindurchgehende Kegelschnitt, iii) jede durch A 4 hindurchgehende k2 

zweimal betrefende kubische Kurve und iv) Jede durch A 4 nicht hindurch­
gehende und k2 dreimal betrefende kubische Kurve sind je eine pseur!oku­
bische Kurve. 

Beweis. i) P= 2, ii) y=2, iii) P=3, iv) p=3, 

X =I, X=O, X=I, x=o, 
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-<= r, 
P'=3 . 

A=2, 

P'=3. 

89. Satz: Das Pseudodoppelverlzaeltnis von irgend vier Pseudopunk­
ten auf ei"ner Pseudogeraden ist gleich dem entsprechenden gewoehnli"chen 
Doppelverhaeltnis, wenn die Pseudogerade als ein gewoehnliches Gebilde 
angesehen ist. 

Beweis. Wir koennen in jede pseudoebene Geometrie, ausgenom­

men die der eigentlichen Pseudoebene vierter Art ein ebenes Pseudo­
koordinatensystem (X/ : Xz' : Xa') durch 

rX/=Xi, 

rX/=X2, 

rXa'=Xs, 

r Xi = s1X1 + s2X2 + saX3 + s4X4 = o 

einfuehren, wo s, auch (aber nicht zugleich) Null sein koennen, so dass 
Xi': Xz': X 3' =x1 : x2 : x3 ist. Sind nun (A.'7)==(x), ( Y7)=(y), (-<X'+ µY7) 
=(Ax + µy), (J..' .A'7 + µ' Y7)=().' x + µ'y) irgend vier pseudokollineare sowie 
gcwoehnliche kollineare Punkte, dann ist das Doppelverhaeltnis durch 
µJ).: µ'JJ..1 gegeben, welches von den Arten der Koordinakn unabhaengig 

ist. 
Es bleiben noch die eigentlichen Pseudogeraden erster und zweiter 

Art und die uneigentlichen Pseudogeraden erster Art zu betrachten. 
Da diese Pseudogeraden je in einer eigentlichen Pseudoebene vierter 
Art liegen und in dieser Pseudoebene die Nishiuchi'sche pseudoebene 
Geometrie gilt, so folgt unsre Behauptung aus 50. 

90. Satz: Das Pseudodoppelverhaeltnis von irgend vier eigentlichen 
Pseudoebenen vierter Art eines Pseudoebenenbueschels ist gleich dem ent­
sprechende gewoehnlichen Doppelverhaeltnis, wenn das Pseudoebenenbueschel 
als ein gewoehnliches angesehen ist. 

Beweis. Dieser Satz folgt unmittelbar aus 

9 r. Satz : Das Pseudodoppelverhaeltnis von irgend vier eigentlichen 
Pseudogeraden zweiter Art eines Pseudogeradenbueschels ist gleich dem 
gewoehnlichen Doppelverhaeltnis, wenn das Pseudobueschel als ein gewoehn­
liches angesehen ist. 

92. Satz : Das Pseudodoppelve_rhaeltnis von Pseudopunkten auf einem 
. Pseudokegelschnitt, welcher entweder i) eine A 4, k2 nicht betreffende 



Die allgemeinen eineindeutigen Traniformationen etc. 357 

gewoehnliclze Gerade, oder ii) ein k2 zweimal schneidender und A 4 niclzt 
enthaltender Kegelschnitt, oder iii) ein k2 und A4 Je einmal betreffender 
Kegelschnitt oder iv) eine durch A 4 einmal hindurchgehende und k2 drei­
mal betreffende Kubik ist, ist gleich dem entsprechenden gewoelznlichen 
Doppelverhaeltnis, wenn das Pseudogebilde als ein gewöhnliches angesehen 
ist. 

Beweis. i) Der Beweis ist wesentlich in 89 enthalten. 
ii) Sind Pi, P2, P3, P4, P irgend fuenf auf dem Kegelschnitt (und 

nicht auf k2
) liegende Punkte, dann ist das Pseudodoppelverhaeltnis von 

den vier Pseudoebenen {A4PP1}, {A4PP2 }, {A4PP3 }, {A4PP4 } nach 90 
gleich dem entsprechenden gewoehnlichen Doppelverhaeltnis, wenn die 
Ebenen als gewoehnliche angesehen sind. Also folgt unsere Behauptung. 

iii) In der Pseudoebene des genannten Pseudokegelschnittes gilt die 
Nishiuchi'sche ebene Pseudogeometrie und also folgt unser Satz aus 50. 

iv) Es seien Pi, P2, P3, P4 irgend vier Punkte auf der Kubik, und 
P einer der Punkte, in welchen die Kubik k2 schneidet. Dann ist das 
Pseudodoppelverhaeltnis von {A4PPi}, {A4PP2}, {A4PP3 }, {A4PP4 } nach 
90 auch ein gewoehnliches Doppelverhaeltnis. 

93. Satz: Das. Pseudodoppelverhaeltnis (P1P2, P3P4) von irgend 
vier Pseudopunkten P1, P2, P3, P4 auf einer Pseudokubik, welche entweder 
i) ein durch A 4 hindurchgehender und k2 nicht betreffender Kegelschnitt, 
oder ii) ein k2 einmal und A 4 nicht betreffender Kegelschnitt, oder iii) 
eine durch A 4 hindurchgehende und k2 zweimal betreffende Kubik, oder 
iv) eine k2 dreimal betreffende Kubik ist, ist gleich dmi gewoehnlichen 
Doppelverhaeltnis (P1P2, P3P4), wenn die Pseudokubik als ein gewoehnliches 
Gebilde angesehen ist. 

Beweis. i) Die genannte Pseudokubik besitzt den uneigentlichen 
Pseudopunkt { A 1A 2A 3}, so dass das Geradenbueschel [ A 4P1], [ A4P2], 
[ A 4P3], [ A4P4] mit den Pseudogeradenbuescheln [ { A 1A 2A 3 }, P1], [ { A 1 

A 2A3 }, P2], [{A1A 2A3}, P3], [{A1A 2A3}, P4] aequivalent ist. Also folgt 
unser Satz aus 9r. 

ii) Es sei P ein andrer Punkt auf der genannten Pseudokubik ; 
dann sind {A4PP1 }, {A4PP2}, {A4PP3 }, {A4PP4 } Pseudoebenen emes 
Pseudobueschels sowie gewoehnliche Ebenen eines Bueschels. Also 
folgt unser Satz aus 90. 

iii), iv) Da die Kubik k3 durch sechs Punkte bestimmt ist, so ist 
eine k3, k2, A 4 enthaltende Quadriflaeche (Pseudoebene) eindeutig best­
immt. Es schneide eine der durch A 4 hindurchgehenden Erzeugenden 
der Quadriflaeche k3 im Punkte P. Dann sind [ A4P], { A 1A 2A:i} zwei 
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zur Kubik angehoerige Pseudopunkte und das Pseudodoppelverhaeltnis 

von {[[A4P], {A1A"A3}],P.}(i=I,2,3, 4) ist gleich dem gewoehnlichen 
Doppelverhaeltnis von {A4PP;}, (i=I, 2, 3, 4). Also folgt unser Satz 
aus 90. 

94. Indem wir die vorhergehenden Saetze zusammenfassen, erhalten 
wir den 

Satz : Das Pseudodoppelverhaeltnis von irgend vier Pseudoelementen 
eines Pseudogebildes erster Stufe, erster oder zweiter oder dritter Ordnung 
ist gleich dem entsprechenden Doppelverhaeltnis, wenn das Pseudogebilde 
als ein gewoehnliches Gebilde erster Stufe, erster oder zweiter oder dritter 
Ordnung angeshen werden kann. 

95. Zusatz : Das in 94 besagte Doppelverhaeltnis kann auch - I 

sez"n. 
96. Zusatz: Eine Involution auf einem Pseudogebilde erster Stufe, 

erster oder zweiter oder dritter Ordnung ist auch eine gewoehnliche Involu­
tion, wenn das Pseudogebilde als ein gewoehnliches Gebilde erster Stufe, 
erster oder zweiter oder dritter Ordnung angesehen werden kann. 

9 7. Die Beziehung zwischen der pseudoebenen Geometrie in einer 
eigentlichen Pseudoebenen erster oder zweiter oder dritter Art und der 

gewoehnlichen ebenen Geometrie kann als eine et:llgemeine stereograpli­
ische Projektion der Quadrißaeche auf einer zur Tangentialebene in A 4 

parallelen Ebene angesehen werden. 

98. Ist die Rede von einer eigentlichen Pseudoebene zweiter Art, 
so sind die saemtlichen Erzeugenden eigentliche Pseudogerade. 

Ist die Quadriflaeche eine Regelflaeche im Euklidischen Raume, so 
koennen wir, nach Pluecker1 ein sogenanntes hyperbolisches Koordinaten­
system einfuehren. Wir haben nur noetig, etwa die durch A 4 gehenden 
Erzeugenden a und b als ein Koordinatensystem einzufuehren und jeden 

Punkt P auf der Quadriflaeche durch die Abschnitte 

A4X=f, A4Y=1 

uns gegeben zu denken, welche die durch P gehenden Erzeugenden b1 

und a1 auf den Geraden a und b liefert. Eine Gleichung zwischen ; 

und 1 stellt dann eine auf der Quadrifüteche gelegte Raumkurve dar. 

99. Eine eigentliche Pseudoebene vierter Art ist eine A 4 in sich 
enthaltende gewoehnliche Ebene. Also ist die Pseudogeometrie in die­
ser nichts anderes als die Nishiuchi'sche pseudoebene Geometrie (als 

Bild der allgemeinen ebenen Inversionen). 

1 Pluecker, Die analytische Geometrie der Kurven auf den Flaechen zweiter Ordnung 
und Klasse. J. fuer Math. Bd. 34, 11847), S. 341-356. 



Die allgemeinen eineindeutigen Transformationen etc. 359 

XIII. 

Pseudopol und Pseudopolare. 

1 oo. Wir definieren Pseudopole und Pseudopolaren ganz wie 

in 61. 
101. Ist insbesondere die Pseudoquadriflaeche eine durch A 11 A 2, 

A3 hindurchgehende und durch A4 nicht hindurchgehende gewoehnliche 
Quadriflache, so erhalten wir den folgenden 

Satz: Jeder durclz irgend zwei feste Punkte A 4, P hindurclzgehender 
und einen festen Kegelschnitt k2 zweimal betreffender Kegelschnitt schneidet 
eine k~ und nicht A 4 in sich enthaltende Quadrift:reclze in zwei noch 
andern Punkten Q, Q'. Es sei P' ein Punkt auf dem Kegelschnitt derart, 
dass (QQ', PP') eine harmonische Gruppe auf dem Kegelschnitt ist. Dann 
ist der Ort von P' eine A4 uni k2 in sich enthaltenJe Quadrijlaeche. 

102. Ist dagegen die Pseudoquadriflaeche eine A4 und nicht k2 in 
sich enthaltende gewoehnliche Ebene, so erhalten wir den 

Satz : Jeder durch irgend zw.·i feste Punkte A4, P hindurchgehender 
und einen festeti Kegelschnitt k2 zweimal betreffender Kegelschnitt schneidet 
eine A 4 und nicht k2 in sich enthaltende Ebene in zwei Punkten Q, Q'. 
Es seien P' ein Punkt auf dem Kegelsclmitt derart, dass (QQ', PP') eine 
harmonische Gruppe auf dem Kegelschnitt ist; dann ist der Ort von P' 
eine A4 und k2 in sielt enthaltende Quadriflaeclte. 

103. Ist insbesondere der Pseudopunkt P der uneigentliche 
Pseudopunkt (X1 : X 2 : X 3 : X 4 =O: o: o: I ), so sind alle durch P hin­

durchgehenden Pseudogeraden die durch A 4 hindurchgehenden gewoehn­
lichen Geraden, und also erhalten wir die Uebereinstimmung: 

Die Pseudopolare von P( o : o : 
o : 1) in Bezug auf eine k2 und 
niclzt A4 in sich enthaltende Quadri­
flaeche ist die Pseudocbene X 4 = o. 
Umgekehrt ist der Pseudopol von 
X 4 = o in Bezug auf diesdbe Pseudo­
quadriflaeche der Pseudopunkt ( o : 
0: 0: 1). 

Der Pol von { A 1A 2A 3 } in 

Bezug auf eine k2 und niclzt A 4 in 
siclz entltaltende Quadrijlaedte ist 
der Punkt A4 • Umgekehrt ist die 
Po.'are von A 4 in Bezug auf die­
selbe Quadriflaeche die Pseudoebene 
x:i=o. 

104. Man betrachte die Pseudoquadriflaeche 

( 1) a1X 1X 4 + a"X2X 4 + 0 3-XsX4 + 0 4s,,p:·1X;X:1) =O. 

Dann ist die Pseudopolare von P( Y) 
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(2) ( ll1 ~ + 0.4C2 Ys + 0.4C3 l';)X1 + ( 0.2 ~ + 0.4C1 Ys + 0.4C3 Y;_)X2 

+ ( lla ~ + 0.h Yz + llh Y;_)X3 + ( 0.1 Y;_ + ll2 Yz + (/3 Ys)X4 = o, 

welche eine durch A 4, k 2 hindurchgehende gewoehnliche Quadriflaeche 

ist. Die gewoehnliche Polare von P(y) in Bezug auf ( 2) ist 

Yi (c2Ya + CaY2)(a1Y1 + 0.2Y2+ ll3Ya) + ( 0.1'f)(Y1Y2Ya) + a4y4(c2Ya + C3Y2)}x1 

+ Y4{ (c1y3 + CsJ1)(a1Y1 + 0.2Y2 + O.aYa) + (a2'P(Y1Y2Ya) +a4yic1Ya +caY1) }x2 

+ y4{ (c1Y2+c21i)( ll1Y1 + 0.2Y2 + O.aYa)+ (o.a<p(Y1Y2Ya)+ a4y.(c1Y2+ C2Y1) }za 

d.h. 
(3) Y4'f)(Y1Y2Ya)( Ia.x;) + ( Ias;) {yic2Ys + CaY2)X1 + yic1Ya + CsY1)X-2 

+ Yk1Y2 + C2Y1)Xa + <p(Yu'2Ya)X4} = o. 

Damit (3) mit (r) uebereinstimme, muss entweder 

(Ia;y.)=o 
oder 

YiC2Ya+c3y2) ylc1y3+C3Y1) y.(c1Y2+C2Y1) <p(YiY2Y3) 
~ ~ lla ~ 

sein. Aus den letzteren ergiebt sich 

Y1 Y2 ---~Y_3 __ _ 
cl Ic;a; - 2 c2a2) c3( l'c;O.; - 2 c3a3) 

= 2a4y4 
2Ic2c3a2a3-I~a; · 

Also muss der Punkt P(y) entweder in der Ebene l'a;X; = o liegen oder 

die Koordinaten besitzen : 

Y1 Y2 Ya 

= 2a4y4 
2Ic2c3a2 a,. -Ic;a; · 

Indem wir noch ( Y) und (y) miteinander vertauschen, kcennen 

wir einen andern Satz hierzu korrelativ schliessen. 

XIV. 

Auffassung der betreffenden Geometrie als die 
allgemeine quadratische Inversion. 

105. Die sogenannte allgemeine quadratische Inversion erhaelt 
man mittels der folgenden Erzeugung : 
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Eine Flaeche zweiter Ordnung .f2 sei gegeben und ein Punkt S ; 
jedem Punkte P ordnen wir denjenigen Punkt P' des Strahles SP zu, 
der von P durch / 2 harmonisch getrennt wird, oder also den Schnittpunkt 
von SP mit der Polarebene von P in Bezug auf / 2

• Jedem Punkte der 
Beruehrungskurve des von S aus an / 2 gehenden Tangentialkegels 
entspricht der durch ihn gehende Strahl des Buendels. Jedem Punkte 
der Ebene der Beruehrungskurve entspricht der Punkt S. Alle Punkte 

von / 2 entsprechen sich selbst. 
Die Formeln fuer diese Verwandtschaft sind ganz die gleichen wie 

frueher. Die Flaeche / 2 behaelt fuer sich die Gleichung1 

r(z1%2Zs)-h!= o. 

Also ersehen wir, dass v.tir die vorher betrachtete Pseudogeometrie 
als die allgemeine quadratische Inversion auffassen koennen. 

Da ferner die drei Arten von Inversion durch reciproke Radien je 
ein specieller Fall der allgemeinen quadratischen Inversion sind, so 
koennen wir sie als eine pseudoebene profecktive Geometrie auffassen. 

106. Verbindet man die Betrachtung in 97 mit dem Begriff des 
unendlich fernen irnaginaeren Kreises, so gelangt man zur Lehre von 
den gewoelznlichen stereographischen Projektionen. 

XV. 

Pseudoprojektive Erzeugnisse und Analogien. 

107. Es gelten auch in dieser Pseudogeometrie die Saetze in 5 3 
und 55. Einige specielle Faelle derselben sind auch hier merkwuerdig. 

In den eigentlichen Pseudoebenen vierter Art gelten die Behaupt­
ungen (1 °), (2°), (3°) in 53 and (2°) in 55; und in den eigentlichen 
Pseudoebenen zweiter Art gilt die Behauptung in 54. 

108. Im Pseudobuendel gelten auch die Saetze in 56. Einige 
specielle Falle sind interessant. 

( 1 °) Die folgenden Erzeugungen stimmen in den beiden Geometrien 
ueberein: 

Sind die beiden Pseudoebenen- Sind die beiden Ebenenbueschel 
bueschel in irgend zwei durch A4 

hindurchgehenden eigentlichen Pseu­
dogeraden zweiter Art gegeben, so 
ist das pseudoprqfektive Erzeugnis 

t Transformationen II. 

durch irgend zwei durch A 4 hin­
durchgehende Gerade gegeben, so 
ist das jJrOJ"ektive Erzeugnis ein 
Kegel zweiter Ordnung. 
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ein Pseudokegel zweiter Ordnung. 
Sind die bezdm Pseudogeraden­

bueschel in irgend zwei durch Ai 
hindurchgehenden eigentlichen Pseu­
doebmen zweiter Art gegeben, so ist 
das pseudoproj'ektive Erzeugnis ein 
Pseudokegel zweiter Ordnung. 

(2°) Ein und derselbe Kegel 
werden: 

Ist P irgend ein eigentlicher 
Pseudopunkt und [PQJ, [PR] irgend 
zwei eigentliche Pseudogeraden 
dritter Art, welche zwei pseudopro­
j'ektive Ebenenbuescltel bestimmen, 
so ist das pseudoproj'ektive Erzeugnis 
ein Pseudokegcl zweiter Ordnung. 
Enthae!t insbesondere der Pseudoke­
gel k2 in sich, so ist er der gewoehn­
liches Kegel zweiter Ordnung (P, k2

). 

Ist P irgend ein Pseudopunkt 
und [PQ], [PQ'], [PR], [PR'] 
irgend vier eigentliche Pseudogeraden 
dritter Art, welche zwei pseudopro­
j'ektive Geradenbueschel ([PQJ, 
[PR]), ([PQ'], [PR']) bestimmen, 
so ist das pseudoproj'ektive Erzeugnis 
ein .Pseudokegel zweiter Ordnung. 
Enthaelt der Kegel insbesondere k2 

in sich, so ist er der gewoelmliche 
Kegel zweiter Ordnung (P, k2). 

Sind die beiden Geradenbueschel 
durch irgend zwei durch A 4 lzin­
durchgehende Ebenen bestimmt, so 
ist das projektive Erzeugnis ein 
Kegel zweiter Ordnung. 

kann auf zweierlei iveisen erzeugt 

Ist P ,:in Punkt und [PQ], 
[PR] irgend zwei Geraden, welche 
k2 betreffen und zwei projektive 
Ebenenbueschel bestimmen, so ist das 
prqfektive Erzeugnis ein Kegel zwei­
ter Ordnung. Entlzaelt insbesondere 
der Kegel k2 in sich, so ist er der 
Pseudokegel zweiter Ordnung (P, k2

). 

Ist P Irgend ein Punkt und 
[PQ], [PQ'], [PR], [PR'] irgend 
vier Geraden, welche zwei prqfektive 
Geradenbueschel ([PQ], [PR]), 
([PQ'], [PR']) bestimmen, so ist 
das prqfektive Erzeugnis ein Kegel 
zweiter Ordnung. Enthaelt er ins­
besondere P in sich, so ist er der 
Kegel zweiter Ordnung (P, k2). 

(3°) Die folgenden Tatsaclten stimmen m den beiden Geometrien 
ueberein: 

Ist P irgend ein eigentlicher 
Pseudopunkt, so ist die Durch­
schnittslinie vom Pseudokegel.(P, k2

) 

mit einer eigentlichen Pseudoebene 
vierter Art ein Pseudokcgelschnitt. 

Ist P irgend ein Punkt, so ist 
die Durchsclmittslinie vom Kegel 
(P, k2

) mit einer Ebene ein Kegel­
schnitt. 

109. Im Pseudoraume gelten die Saetze in 57, 58, 59. Einige 
specielle Faelle derselben sind interessant. 
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Die folgenden Erzeugungen z.B. stimmen in• den beiden Geometrien 
miteinander ueberein, wenn wir den speciellen Fall des linkseitigen Satzes 
in 57 betrachten, in welchem die gesammten Erzeugenden eigentliche 
Pseudogerade dritter Art sind. 

Sind e1, e2 irgend zwei pseudo­
projektive Pseudopunktreihen ( auf 
zwez eigentlichen Pseudogeraden 
dritter Art), dann ist das pseudo­
projektive Erzeugnis eine Pseudore­
geljlaeche zweiter Ordnung. 

Sind e1, e2 irgend zwei den 
Kegelschnitt k2 schneidende pr(!J"ektive 
Punktreihen, dann ist das jJr<!Ji:ktive 
Erzeugnis eine Regeljlaeclze zweiter 
Ordnung. 

KAP. V. 

Aufbau eines andern Systems von raeumlichen pseudoprojektiven 

Geometrien. 

XVI. 

Uebersicht. 

I 10. Der Fundamentalsatz in r ermoeglicht uns des Dualitaetsprin­

zips wegen ein anderes System vom raeumlichen pseudoprojektiven 
Geometrien zu begruenden. Den allgemeinen Prozess moechten wir im 

folgenden zeigen. 

Es seien ( u,) die pr<!Ji:ktiven Ebenenkoordinaten im Raume R, so dass 
(u,) zum nicht singulaeren Zahlensyetem gehoeren, in welchem das associa­
tive Gesetz sowie das kommutative Gesetz der Multiplikation gelten ; es 
seien ( U,) die Ebenenkoordinaten im Raume R', welche mit (u1) eineindeutig, 
d.h. birational, verbunden sind:-

u, = <pt( U,), 

U,=c/Jt(u,), 

(i=I, 2, J, 4); 

so dass die Punkte, die Ebenen und die Geraden in R' azif die folgende 
Weise definiert sind:-

(i) Es werden ein Zahlenquadrupel (U,) wo U, notwendig nicht alle 
null sind, als Ebene, zwei Ebenen (U,), (J..U,), wo J.. eine beliebige von 
Null verschiedene Zahl bezeichnet, als identisch, sonst als verschieden be­
zeichnet. 

(ii) Ebenso werde ein Zahlenquadrupel derselben Art (ti)=(Ät,) als 
Punkt bezeichnet, und das Zusammenfallen (die vereinigte Lage) einer 
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Ebene ( Ui) mit einem ·Punkt (tJ durch die Gleichung 

Uit1 + U2t2 + U3~1 + U/4 = o 
definiert, welche bei Variabcln ( UJ Gleichung des Punktes, bei Variabeln 

(t1) Gleichung der Ebene (ti) heisst. 

(iii) Sind ( Ui) und ( U/) irgend zwei Ebenen, dann heisst der Inbe­

griff der Punkte, die zu (Ui) und (U/) gemeinsam sind, die Gerade. 
Dann gilt im Raume R' auch eine prqfektive Geometrie. 

XVII, 

Aufbau einer raeumlichen pseudoprojektiven 
Geometrie mittels der kubischen bira­

tionalen Transformation der 
Ebenenkoordinaten. 

111. Die Transformationsformeln fuer die betreffende pseudopro­

j ektive Geometrie koennen ganz wie in I 5 eingefuehrt werden. 
112. Das Fundamentalsystem dieses Raumes besteht aus einer 

Kurve sechster Klasse und einer Regelflaeche achter Klasse, welche 
aus allen dreifachen Schnittlinien der rektifizierenden Ebenen dieser 
Raumkurve besteht und die Kurve sechster Klasse als eine dreifache 
Kurve enthaelt. Den rektifizierenden Ebenen der Fundamentalkurve in 
einem Raume entsprechen je die Erzeugenden der Regelflaeche des 

andern Raumes. 
113. Wir koennen wie in Kap. II den allgemeinen Fall der be­

treffenden Pseudogeometrie begruenden. Wir wollen aber jetzt beispiels­

weise nur den folgenden speciellen Fall betrachten. 
Es bestehe jede der beiden Fundamentalkurven aus sechs Geraden, 

welche ein Tetraeder bilden. Waehlen wir diese als Fundamentaltetrae­
der, so laesst sich die Transformation in der Gestalt schreiben 

U 1 : U 2 : U3 : ll4 = a1u2u3U4: a2U 1lt;ilt4: a3u1U2U4 : a4u1u2u3, 

wo a11 a2 , a3, a4 Zahlenkoefficienten sind. Umgekehrt folgt daraus 

U1: U2: Ua: U,=a1U2UaU4: a2U1{J,U4: a3U1U2U4: a4U1U2Ua. 

Speciell koennen wir die Einheitsebenen eines jeden der beiden 
Koordinatensysteme einander zuweisen und erhielten dann die Formeln 

U1: [/2: U.1: U4=U2U3U4: U1U;1U4: lttU2U4: U1U2Ug. 

Beschreibt nun die Ebene ( Ui) einen Punkt 

t1U1 + t2U2+ t3 Ua +t4U4= o, 
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so beschreibt die Ebene (u.) eine Flaeche dritter Klasse 

t1a1U2U3U4 + t2a2U3U4U1 + tß3U4U1U2 + t4a4U1UzU3 = o, 

welche die sechs Kanten des Fundamentaltetraeders beruehrt; und umge­
kehrt, fede der sechs Kanten beruehrenden Flaeche dritter Klasse kann als 
ein Pseudopunkt betrachtet werden. 

r I 4. Es giebt drei Arten von eigentlichen Pseudopunkten :-

(i) Ein eigentlicher Pseudopunkt erster Art heisst jede die sechs 

Kanten des Fundamentaltetraeders beruehrende Flaeche dritter Klasse 

und ist durch eine Gleichung von der Form 

gegeben. 

t1U1 + t2 u.+ t3u3+ u4u4 =o, 

(tl =\= 0, f,;. =\= 0, t3 =\= 0, t4 =\= 0) 

(ii) Ein eigentlicher Pseudopunkt zweiter Art heisst jede drei Ebenen 

{ AiAiA1c}, { A,AkA1}, { A;A1Ai} beruehrende Kegelflaeche zweiter Klasse 
und ist durch eine Gleichung etwa von der Form 

tjUj + tkUk + t1Vi = o, 

(tj =\= 0, tk =\= O, tl =\= O, t,;,=0) 
gegeben. 

(iii) Ein eigentlicher Pseudopunkt dritter Art heisst jeder auf einer 

Kante- [ A.A3] liegende Punkt und ist durch eine Gleichung von der 

Form 

tiU,;,+ ~Pi=O, 

(ti =\= 0, tj =\= 0, tk=O, t1=0) 
gegeben. 

Ir 5. Es giebt eine Art von uneigentlichen Pseudopunkten; em 
uneigentlicher Pseudopunkt heisst der Inbegriff der Punkte in der Ebene 

{A,AiAk} und ist durch eine Gleichung von der Form 

U1=0 
gegeben. 

116. Es giebt eine Art von eigentlichen Pseudoebenen. Eine 
eigentliche Pseudoebene heisst jede durch Ai nicht hindurchgehende ge­
woehnliche Ebene und ist durch eine Gleichung von der Form 

b1t1 + b2t2 + bsf3 + b4t4 = o, 

( b1 =!= o, b2 =!= o, b3 =!= o, b4 =!= o) 
gegeben. 

I 17. Es giebt drei Arten von uneigentlichen Pseudoebenen : 

(i) Eine uneigentlirhe. Pseudoebene erster Art heisst jeder Punkt 
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(die Lage des Punktes) in einer Ebene {~A.iAk} und ist durch eine 
Gleichung von der Form 

gegeben. 

b"1, + bii + bktk= o, 

(b-t=j=o, bJ=l=o, bk:::j:.;o, b1 =o) 

(ii) Eine uneigentliche Pseudoebene zweiter Art heisst jeder Punkt 
(oder die Lage des Punktes) auf einer Kante [ A,AJJ und ist durch eine 

Gleichung von der Form 

bA+b/i=O, 

(b. =l= o, bj =l= o, bk=O, bi=O) 
gegeben. 

(iii) Eine uneigentliche Pseudoebene ·dritter Art heisst jede durch 
Ai hindurchgehende Ebene und ist durch eine Gleichung von der Form 

bi.=O, 

gegeben. Jede zwei solche Ebenen sollen als eine und dieselbe Pseudo­

ebene angesehen werden. 
I 18. Es giebt vier Arten von eigentlichen Pseudogeraden: 
(i) Eine eigentliche Pseudogerade erster Art heisst jede Raumkurve 

dritter Klasse, welche die vier Ebenen { A 1A2A3}, { A1A2~}, { A1Aa~}, 
{ A 2A 3A 4} als rektifizierende Ebenen besitzt, und ist durch Gleichungen 

von der Form entweder 

oder 

oder 

t1 (J,_ + t2 U2 + ta Ua + t; U4=0, 

ti'U1 +tz'U2 + t/U3 +t/U4 =0, 

(ti =l= o, ~/=l= 0, i, J= '' 2, 3, 4) 

t1 U1 + t2U2 + taU3 + t4U4 = o, 

t/U1 + t/U2 +ta'U2 =0, 

(t-t=j=o, t/=l=o, i=I, 2, 3, 4, j=I, 2, 3) 

t2 U2 +ta U3 +t4 U4 =o, 

t/U1 +ta' l/2+ tl U4=0, 

(ti =j= O, t/=j= O, i=z, 3, 4, j= I, 3, 4) 

gegeben. In der Tat, die ersten zwei koennen iinmer zur dritten Gestalt 

reduciert werden. 
(ii) Eine eigentliche Pseudogerade zweiter Art heist jeder Kegel 

zweiter Ordnung, welcher zwei Ebenen (z.B. { A 1A 2A3 } und { A 1A2A4}) 
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des Fundamentaltetraeders beruehrt und einen Punkt auf der entspre­
chenden Kante ([ A 1A2]) als Scheitel besitzt und ist durch Gleichungen 
von der Form entweder 

oder 

t1U1 + t2U2+ t3(/2+ t4U4 =o, 

t/U1+tlU2=0, 

(ti =f= O, t/=f= O, i= I, 2, 3, 4, j= I, 2) 

t2U2+ ta[/2 + t4 U4 =o, 

ti'U1+tlU2=0, 

(ti4=0, f/=t=o, i=2, 3, 4,j=r, 2) 

gegeben. In der Tat, die erste ist zur letzten Gestalt reducierbar. 
(iii) Eine eigentliche Pseudogerade dritter Art heisst jede Gerade, 

die in einer Ebene ( etwa { A 1A 2A 3}) des Fundamentaltetraeders liegt 
und keine der Ecken in sich enthaelt, und ist durch Gleichungen ent­
weder von der Form 

t1 U1 + t2 U2+ t3 U3 =o, 

t/U1 + t/ U2+t/U8 =0, 

(ti=o, t/=o, i=r, 2, 3,j=1, 2, 3) 
oder von der Form 

t1 u,_ + t2U2+ t3 [/2=o, 

t/U1+t/ U2=0, 

(t,=t=o, t/4=o, i=r, 2, 3,j=1, 2) 
oder von der Form 

t2U2+ taU.1=0, 

ti'U1+ tfU2=0, 

(t, =f= O, t/=f= O, i=2, J, j= I, 2) 

gegeben. In der Tat sind die ersten zwei zur letzten Form reduzierbar. 
(iv) Eine eigentliche Pseudogerade vierter Art heisst jede Gerade, 

die einen Punkt in einer Kante (z.B. [ A 1A 2]) mit einem Punkte in der 
gegenueberliegenden Kante ([A3A 4]) verbindet und mit keiner der sechs 
Kanten zusammenfaellt, und ist durch Gleichungen von der Fmor 

gegeben. 

t1 [/2 +t2 U2=0, 

ts'U3 + t/U4=o, 

(t, =f= 0, t/=f= O, i= I, 2, j= 3, 4) 

r 19. Es giebt drei f,.rten von uneigentlichen Pseudogeraden. 
(i) Eine uneigentliche Pseudogerade erster Art heisst jeder im 
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Dreieck A3AkAi eingeschriebene Kegelschnitt zusammen mit den drei 

Geraden (Ebenenbueschel) [ AiAk], [ AkAz], [ A 1Ai] und ist durch Gleichun­

gen von der Form entweder 

oder 

t,Ui+tiUi+ tkUk+ t1Ui=o, 

t/Ui=o, 

(t/=i= o, t,,.=!= o, m=i, j, k, l) 

t//4+tkUk+t1U1=0, 

t/Ui=O, 

(tl=!= o, t,,.=!= o, m=j, k, l) 

gegeben. In der Tat ist die erste zur letzten reducierbar. 
(ii) Eine uneigentliche Pseudogerade zweiter Art heisst jeder auf 

einer Kante (z.B. [ AiAk]) der Ebene ( { AiAkAz}) liegende Punkt und 

ist durch Gleichungen entweder von der Form 

oder von der Form 

tiUi+tj{/2+tkUk=O, 

t/ [/4=0, 

(t/=!= o, t,,.=!= o, m=i, 1: k) 

tjVi+tkUk=O, 

t/Ui=O, 

(t/=J= o, t,,.=j= o, m=j, k) 

gegeben. In der Tat ist die erste zur letzten reducierbar. 
(iii) Eine uneigentliche Pseudogerade dritter Art heisst das Ebenen­

bueschel [ AiA1] und ist durch Gleichungen von der Form entweder 

oder 

order 

tiUi +ti {./.i=o, 

t/Ui+t/Ui=o, 

(tm=!= 0, t,,.'=J= 0, m=i, j) 

tiUt+tj~=O, 

t/ U;,=o, 

(t/=!= 0, tm=!= 0, m= i, j) 

tiUl=O, 

t/ (/4=0, 

(ti=!=o, t/=!=o) 
gebeben. In der Tat sind die ersten beiden zur letzten reducierbar. 



Die allgemeinen eineindeutigen Traniformationen etc. . 369 

120. Satz : Jedes Gebilde in dieser Geometrie ergiebt sich mittels des 
Dualitaetsprinzips aus der in Kap. III besagten Geometrie. 

121. Satz: Alle (z.B. den in VIII, IX, X besagten Erzeugnissen 
entsprechenden) Ergebnisse ergeben sich aus den vorhergehenden mittels des 
Dualitaetzprinzips. 

XVIII. 

Eine merkwuerdige pseudoebene Geometrie. 

122. Es giebt offenbar in der eigentlichen Pseudoebene in II 6 eine 
pseudoebene Geometrie ; sie ist aber nicht zur Nishiuchi'schen pseudoebe­
nen Geometrie dualistisch. In der Tat koennen wir von der Nishiuchi'­
schen pseudoebenen Geometrie mittels des Dualitaetsprinzips eine andere 
merkwuerdige pseudoebene Geometrie ableiten. 

I 23. Die Linienkoordinaten ( l/4) dieser ebenen Pseudogeomotrie 
sind durch 

gegeben. Dann ist jeder Pseudopunkt durch eine Gleichung von der 
Form 

t1U1 + t2U2+ taU.1=0 

gegeben. Wir nennen U1: U2 : l/2 die Pseudopunktkoordinaten in dieser 

pseudoebenen Geometrie. 
r 24. Es giebt eine Art von eigentlichen Pseudogeraden. Eine 

eigentliche Pseudogerade heisst jede Ah= r, 2, 3) nicht enthaltende 
gewoehnliche Gerade und ist durch eine Gleichung von der Form 

gegeben. 

U1t1 + U2'2+ l/2ta=O, 

( [/4 ::j::: O, i= 1, 2, 3) 

125. Es giebt zwei Arten von uneigentlichen Pseudogeraden. 
(i) Eine uneigentliche Pseudogerade erster Art heisst jeder Punkt 

( die Lage des Punktes) auf einer Seite [ AjAk] und ist durch eine Gleichung 
von der Form 

UA+ Uktk=O, 

(l-'."i ::j::: o, Uk=j= o, U1,=0) 
gegeben. 

(ii) Eine uneigentliche Pseudogerade zweiter Art heisst jede durch Ai 
(i=eine von I, 2, 3) hindurchgehende gewoehnliche Gerade und ist durch 
eine Gleichung von der Form 
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gegeben. 
angesehen 

126. 
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U/i=0, 

(½=o, [/2=0, U.=t=o, i,1:k=r,2,3) 

Jede zwei solche Geraden sollen als eine und dieselbe 
werden. 
Es giebt zwei Arten von eigentlichen Pseudopunkten. 

(i) Ein eigentlicher Pseudopunkt erster Art heisst jeder im Funda-
mentaldreieck eingeschriebener Kegelschnitt und ist durch eine Gleichung 
von der Form 

t1 [/2 + t2 U1 + t3 U3 = o 

(ti =p 0, i= I, 2, 3) 
gegeben. 

(ii) Ein eig-entNcher Pseudopunkt zweiter Art heisst jeder Punkt (ein 
Geradenbueschel) auf [ AiAk] und ist durch eine Gleichung von der Form 

t1¼+ tkUk=0, 

(tj =p o, tk =p o, ti=0, i,j, k= I, 2, 3) 
gegeben. 

I 27. Es giebt eine Art von un•eigentlichen Pseudopunkten. Ein unei­

gentlicher Pseudopunkt besteht aus dem Inbegriff der Punkte ( die Lagen der 
Punkte) auf [ AjAk] und dem Inberiff der durch AJ, Ak hindurchgehenden 
Geraden und ist durch eine Gleichung von der Form 

t,U.=o, 

gegeben. 

I 28. Satz : Jedes Gebilde in dieser Geometrie ergiebt sich mittels des 
Dualitaetsprinzips aus dem in der Nzshiuchi' sehen Geometrie. Z.B. ein ge­
woehnlicher Punkt ausserhalb der Seiten des Fundamentaldreiecks ist ein 
Pseudokegelschnitt. 

I 29. Satz : Alle Anwendungsergebnisse in dieser Geometrie sind 
mittels des Dualitaetsprinzips aus den in der Nz'shiuchi'schen Geometrie 
ableitbar. 

Beispiel I O • 

Ausgangssatz: Jeder Strahl 
eines Strahlenbueschels schneidet 
einen Kegelschnitt in zwei Punkten, 
die zwei konjungierte Punkte in der 
Involution des Kegelschnittes ( der 
Punktreihe zweiter Ordnung) sind. 

Ausgangssatz : Jeder Punkt 
einer Punktreihe liegt auf zwei Tan­
genten eines Kegelschnittes, die 
zwei konjugierte Tangenten in der 
Involution des Kegelschnittes ( des 
Strahlenbueschels zweiter Ordnung) 
sind. 
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Satz i: der Desargues' sehe Satz 
bezueglich des Kegelschnittsbuesclzels. 

Satz i : der Satz dualis#tsch zum 
Desargues' sehen bezueglisch des Ke­
gelschnittsbue scltels. 

Wir koennten auch aus den resultierenden Saetzen zu den Ausgan­
gssaetzen zurueckkehren 

Satz ii : Es bestimmen irgend 
vier Punkte P, A 1, A 2, As ein Kegel­
schnittsbueschel; es schneide ein belie­
biger durch A 1, A 2 hindurchgehender 
Kegelschnitt k2 einen Kegelschnit k! 
des Kegelschnitsbueslhels in Mi, M/. 
Dann bilden (Mi) und (M/) eine In­
volution auf dem Kegelschnit k2

• 

Satz ii: Es bestimmen irgend 
vier Geraden p, a11 a2, a3 ein Kegel­
schnittsgebuesch ; es habe ein beliebi­
ger a11 a2 beruehrender Kegelschnitt 
k2 mit einem Kegelschnitt k1 des Ge­
buesches die Tangenten m1,, m/ gem­
ein. Dann bilden (mi) und (m/) eine 
Involution auf dem Kegelschnitt k2

• 

Beispiel 2° 

Ausgangssatz: Sinn P, Q in 
Bezug auf irgend zwei bestimmte 
Punkte A, B auf einem Kegelschnitt 
harmonisch konjugiert, so geht die 
Gerade P Q durch einen festen 
Punkt hindurch. 

Satz : Sind P, Q irgend zwei' 
feste Punkte auf einer festen Geraden 
g, und schneidet ein durch die drei 
festen Punkte A 1, A 2, As hindurch­
gehender Kegelschnitt k2 die Gerade 
g in zwei Punkten, die in Bezug auf 
P, Q harmonisch konjugiert sind, 
dann geht der Kegelschnitt k2 durch 
einen festen Punkt hindurch. 

- Ausagangssatz: Sind f, q in 
Bezug auf irgend zwei bestimmte 
Tangenten a, b eines Kegelschnittes 
harmonisch konjugiert, so liegt der 
Punkt pq auf einer festen Geraden. 

Satz: Sind p, q irgend zwei 
feste Geraden durch einen festen 
Punkt P, und besitzt ein die dreifes­
ten Geraden a11 a2, a3 beruehrender 
Kegelschnitt k2 irgend zwei Geraden 
des Geradenbueschels P als Tan­
genten, die in Bezug auf p, q har­
monisch konjugiert sind, dann berue­
hrt der Kegelschnitt k2 eine vierte 
feste Gerade. 

1 30. Satz : Die Grundgebilde erster Stufe, erster oder zweiter Ordn­
ung in einer Ebene sind im gewissen Sinn miteinander vertauschbar. 

In der Tat erhalten wir das folgende Schema von entsprechenden 

Gebilden: 

In der Nishiuchi'schen In der gewoehnlichen 
Pseudogeometrie. Geometrie. 

Eine Pseudogerade ....••............ Ein durch A 11 A 2 , A3 hindurchge­
hender Kegelschnitt. 
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Ein Pseudokegelschnitt ............ Eine durch A.(i= 1, 2, 3) nicht 

In dieser Pseudogeo­
metrie. 

hindurchgehende gewoehnliche 

Gerade. 

In der gewoehnlichen 
Geometrie. 

Ein Pseudopunkt. .................... Ein im Dreieck A 1A 2A 3 einge-
schriebener Kegelschnitt. 

Ein Pseudokegelschnitt ............ Ein auf [ Ai Ai] nicht liegender 
gewoehnlicher Punkt. 

XIX. 

Aufbau einer raeumlichen pseudoprojektiven Geometrie 
mittels der quadratischen birationalen Transfor­

mation der Ebenenkoordinaten. 

I 3 I. Sind u1 : Z"2 : u3 : u4 gewoehnliche Ebenenkoordinaten, so 
ergeben sich die Pseudoebenenkoordinaten l/2 : {/2 : {/2 : V:. in dieser 
pseudoprojektiven Geometrie aus 

wobei cp(u1tt2U 3)=c1u2u3 +c2u3u1 +c3U 1U 2 ist. 

Ebeneso erhalten wir 

U1: U2: U3: U4= u.. u4 : U2l/4 : {/2U,.: cp( U1U2Us) . 
k 

Beschreibt die Pseudoebene ( U,) einen Punkt 

t1 U1 + t2 U2 + "4. [/2 + t4 U4 = o. 

so nehmen wir (t,) als die Punktkoordinaten dieses Punktes. 

I 32. Die Ebene {A1A 2A3 }, der Punkt A4, der Kegel zweiter 
Ordnung {A4, ki) und der Kegelschnitt ki: <p(u1u2u3)=o bilden das 
Fundamentalsystem. Der Ebene { A1A 2A3} sind die saemtlichen Ebenen 
von A 4 zugeordnet. Projiziert man eine Tangente l von dem Kegel­
schnitt kf mit einer Ebene, so entsprechen der Ebene alle Ebenen 
durch l. 

I 33. Es giebt vier Arten von eigentlichen Pseudopunkten. 
(i) Ein eigentlicher Pseudopunkt erster Art heisst jede nicht gerad­

linige Flaeche zweiter Klasse, welche die Ebene {A1A 2A3 } und den 
festen Kegel 
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<p(U1U2U3) = O, U2 = 0 

beruehrt, und zwar die Ebene { A 1A2A3 } im Punkte 

t1U1+ t2U2 -l-t:iU3=0, 
wenn er durch eine Gleichung von der Form 

t1 u;_ + t2 U2 + t3 (/2 + t4[/4 =O, 

(ti=j=O, i=I, 2, 3, 4 

citi+ c~t~+ dt~- 2c1c2tit2-2c2c3t2t3- 2c3c1tat1 < o) 

gegeben ist, wobei der Punkt 

t1U1 + t2u2+ t3U3=0 

nicht in reellen Tangenten am Kegelschnitt 

<p(tt1U_U3)=0 
enthalten ist. 

(ii) Ein eigentlicher Pseudopunkt zweiter Art heisst jeder Kegel 
zweiter Klasse, welcher die Ebene { A1 A2A3} und den festen Kegel 

<p(U1UzU3)=0, U4=0 

beruehrt und dessen Spitze auf der zusammenfallenden Tangente ent­

weder 

oder 

t1U1 +t2U2+t.,U3=0, 

<p( U1U2U3) = O, 

(ti=j=O, i=I, 2, 3, 

G_ti+c~ti+ c!t~- 2C1Clif2-2Chtla- 2Cacitaf1=0) 

cjui+ciuj=o, cp(u1u2u3)=0 

i, j: zwei von r, 2, 3) 

liegt , je nachdem das durch eine Gleichung von der Form entweder 

t1U1 +t2U2+ taU3+t4U4=0, 

(t1 =l= O, tz =l= O, t3 =j= o, t4 =l= O, 

Cit ~ + c:t~ + c;t:- 2Cif2tif2 - 2C2C3t/3 - 2C3Cifaf1 = 0) 
oder 

gegeben ist. 

(iii) Ein eigentlicher Pseudopunkt dritter Art heisst jede Regelflaeche 
zweiter Klasse, welche die Ebene {A1A2A3} und den Kegel 

cp(U1U2U3)=0, U4=0 

beruehrt, und ist durch eine Gleichung von der Form entweder 

t1U1 + t2U2+t3 Ui, + t4U4=0 
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(t. =i= o, /2 =i= o, ts =i= o, t4 =i= o, 

Citi + dt~ + cit~ - 2C1C2'1'2- 2c2csl2t3 - 2c,iCttat1 > o ), 

wobei die Regelflaeche die Ebene { A1A2A3} im Punkte 

t1U1 + (U2 + t3zt3 = 0 

beruehrt, oder 
tiui + tjuj + t4u4 = o 

(i,j:zwei von I, 2, 3, ti=po, tj=po, t4=i=o), 

wobei die Regelflaeche die Ebene { A 1A 2A3} im Punkte 

beruehrt, oder 
ttU,,+ t4U4=0, 

(l: eine von I, 2, 3), 

wobei die Regelflaeche die Eb~ne { AiA2A3} im Punkte 

1t1=0 
beruehrt, gegeben. 

(iv) Ein eigentlicher Pseudopunkt vierter Art heisst jeder in der 
Ebene { A 1A2A3} enthaltene Punkt und ist durch eine Gleichung von 
der Form entweder 

(t, =i= o, t, =p o, t3 =i= o) 

oder 
ttU,,+ tjUi=o, 

t, =p o, ~i =4= o, i, j: zwei von r, 2, 3) 
oder 

U,,=o, (l: eine von I, 2, 3) 
gegeben. 

Die Gesamtheit der Ebenenelemente durch den Punkt A 4 soll als 
eme zu diesem Pseudopunkte angehoerige Pseudoebene angesehen 
werden. 

r 34. Es giebt nur einen zmcigentlichcn Pseudopunkt, und er besteht 
aus dem festen Kegelschnitt 

cp(u1zt;.Ua)=o 

und dem Inbegriff der Punkte (der Lagen) 111 der Ebene { A1A 2A 3 } und 
ist durch 

l/4=0 
gegeben. 

135. Es giebt eine Art von cigwt!ichm Pseudocbmen; eine eigent­
liche Pseudoebene heisst jede nicht dem Fundamentalsysteme angehoerige 
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gewoehnliche Ebene, und ist durch eine Gleichung von der Form ent­

weder 

oder 

gegeben. 

U1t1+ U2t2+ Usta+ Ui4=0, 

(Ui=t=o, i=I, 2, 3, 4, ~(u;U2Ua):4=o) 

[/4,t. + UjUj+ UA=O, 

( [/4 =t= o, [/2 =t= o, Uk=O, l/4 =t= o, 

i, j, k: eine Permutation von I, 2, 3) 

Die pseudoebene Geometrie in dieser Pseudoebene ist tatsaechlich 
raeumliclt. 

1 36. Es giebt vier Arten von uneigentlichen Pseudoebenen. 

(i) Eine uneigentlic/ze Pseudoebene erster Art heisst jede Gerade in 
der Ebene {A1A 2A 3 } und ist durch eine Gleichung von der Form 

entweder 

oder 

gegeben. 

Ui!1 + U2t2 + U3t;=O, 

(U,,=f=O, i=I, 2, 3, l/4=0) 

U.t2 + U-./3= o, 

( U, =4=; o, i= 2, 3, U1= U4=0) 

(iii) Eine uneigentliche Pseudoebene dritter Art heisst jede durch 
eine Tangente zum Kegelschnitt 

~(U1U2ztJ= 0 

hindurchgehende Ebene und ist durch eine Gleichung von der Form 

entweder 

( Uj= Uk= U,,=o, U. =t= o, 

i, j, k, l: eine Permutation von r, 2, 3, 4) 
oder 

gegeben. 

Jede zwei solche Ebenen durch dieselbe Tangente muessen als eine 

und dieselbe Pseudoebene angesehen werden. 
(iv) Eine 1meigentliche Pseudoebene vierter Art heisst jede durch 

A4 hindurchgehende Ebene und ist durch die Gleichung 

Uit4 =o, 

(U4=f=O, U.=o, i=r, 2, 3) 
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gegeben. Jede zwei solche Ebenen muessen als eine und dieselbe 

Pseudoebene angesehen werden. 

I 37. Es giebt drei Arten von eigentlichen Pseudogeraden. 

(i) Eine eigentliche Pseudogerade erster Art heisst jeder gewoehn­

liche Kegel, welcher die Ebene { A 1A 2A 3} beruehrt, und mit dem festen 

Kegel 

zwei Tangentialebenen gemein hat. 

(ii) Eine eigentliche Pseudogerade zweiter Art heisst jede gewoehn­

liche Gerade in der Ebene { A 1A2A3}. 

(iii) Eine eigmtlic!ze Pscudogcradc dritter Art heisst jede den festen 

Kegel 

<p(1t1ll2UJ=O, U4=0 

beruehrende gewoehnliche Gerade. 

I 38. Es giebt zwei Arten von uneigentlichen Pseudogeraden. 
(i) Eine uneigentliclze Pseudogcrade erster Art heisst jedes durch 

irgend zwei Tangenten des Kegelschnittes k1 bestimmte Geradenbueschel 
zusammen mit dem durch die Tangenten bestimmten Ebenenbueschel. 

(ii) Eine zmeigentliche Pseudogerade zweiter Art besteht aus dem 
Inbegriff der Punkte in einer Tangentialebene , zum Kegel 

<p(1t1UitJ=O, 114=0, 

dem Punkte A4 und der Tangente [ ,, { A 1A 2A 3} J zum Kegelschnitt ki-
I 39. Betrachtet man irgend eine durch A 4 hindurchgehende Ebene, 

so gilt die ebene Pseudogeometrie in XVIII in diesser Ebene. 

140. Satz : Jedes Gebilde in dieser Geometrie ergiebt .iiclt mittels des 
D11alitactsprinzips aus der in I<ap. IV besagtm Geometrie. 

141. Satz : Alle dm in Kap. IV besagten Ergebnissm entsprechenden 
ergebm sielt mittels des Dualitaetsprin:::ips aus I<ap. IV. 

142. Satz: Die Grundgebilde zweiter Stufe der ersten Ordnung und 
die der :::weiten Ordnung sind im gewissen Sinne miteinander vertauschbar. 

In der Tat erhalten wir das folgende Schema von entsprechenden 
Gebilden: 

In der Kap. IV besagten 
Pseudogeometrie: 

Eine Pseudoebene. . •. 

In der gewoehnlichen 
Geometrie: 

Eine A 4 , k1 in sich enthaltende 

Quadriflaeche. 
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Eine Pseudoquadriflaeche • ......... Eine den Punkt A 4 und den Ke­
gelschnitt k2 in sich nicht ent­
haltende Ebene. 

In dieser Pselidogeo­
metrie :· 

In der gewoehnlichen 
Geometrie: 

Ein Pseudopunkt.. .................... Eine den Kegel (kr, A 4) und die 

.Ebene { A1A 2A 3} beruehrende 
Quadriflaeche. 

Eine Pseudoquadriflaeche .......... Ein zum Fundamentalsysteme 
nicht gehoeriger Punkt. 

KAP. VI. 

Aufbau einiger specieller pseudoprojektiver Geometrien 
im Euklidischen Raume, 

XX. 

Specielle Faelle der 'in Kap. IV betrachteten 
Pseudogeometrie. 

143. Indem wir die Ebene ven k2 in der in Kap. IV betrachteten 

Pseudogeometrie auf der une;gentlichen Ebene im Euklidischen Raume 

annehmen, koennen wir fuenf Arten von speciellen raeumllchen pseu­

doprojektiven Geometrien begruenden, unter welchen es die wohl 
bekannte Euklidische, Pscudogeometrie von Nullpotenzkugelll giebt. In 
jeder von diesen pseudoprojektiven Geometrien koennen wir ganz wie 

frueher zahlreiche Euklidische Saetze schliessen ; also z.B. 

In der gewoehnlichen Geome­
trie: 

Satz : Ein Kegelschnitt schnei­
det die Strahlen eines Stra!tlenbue­
schels in involutorischen Punkten auf 
sich selbst. 

In der Pseudogeomentrie (xi). 
Satz : Ist eine Parabel, deren 

Tangente ti sind und deren Brenn­
punkt Fist, gegeben, da/ln bilden die 
Tangenten an den Parabeln(P, t,, F) 
im festen Punkte Pein involutorisches 
Gcradenbueschcl P. 

( i) 

144. Ist k2 die unendlich ferne Ellipse (oder Hyperbel) 
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und A 4::::O(o, o, o), so wird das Konikoid 

(x-a)2+ (y-ß)2 (z-r)1=~+ ß2 _J~ 
a2 b2 c·i a2 b2 c2 

eine eigentliche Pseudoebene entweder erster oder zweiter oder dritter 
Art sein, je nachdem es ein zweischaliges Hyperboloid oder ein Kegel 
oder ein einschaliges Hyperboloid ist, d.h. je nachdem 

a2/a2+ ß2/b2-r2/c~ < o, od.=o, od. > o ist. 

145. Die Transformationsformeln sind dann 

X'=~1(~2-+_Y2 _ __!~) 
a2 a2 b2 c2 ' 

(ii) 

146. Ist k2 die unendlich ferne imaginaere Ellipse 

:r/a2+ y2ji}+z2/c2=o 

und A 4=O(o, o, o), so wird das Konikoid 

(x- a)2/a2+ (y-ß)2/b2+ (z-r)2/c2=a2;a2+ ß2/b2+ r2/c2, 

welches entweder ein Ellipsoid oder ein imaginaerer Kegel ist, je nachdem 

a2/a2+ß2/b2+r2fc2>o, od. =O 

ist, eine eigentliche Pseudoebene sein. 
147. Die Transformationsformeln sind dann 

Z=- -+--+-1 2Z!( :r y
2 

z
2 

) 

c2 a?. b2 c 2 ' 

(iii) 

148. Ist k2 der unendlich ferne Kugelkreis x2 +y2 +z2=o, so wird 
das Konikoid 
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welches entweder eine Kugel oder ein imaginaerer Kegel ist, je nachdem 

a2 +ß2+r2 >o, od.=o 

ist, eine eigentliche Pseudoebene sein. 

149. Also ist diese pseudoprojektive Geometrie nichts anderes als 
die wohlbekannte Euklidische Geometrie von Nullpotenzkugeln. 

(iv) 

J 50. Ist k2 das uneigentliche imaginaere Geradenpaar 

:r/a2+y2/!J=o 

und A 4=O(o, o, o), so wird das elliptische Paraboloid 

(x-a)2/a2+ (y-ß)2/b2=cz+ a~/a2+ [Jl/b2 

eine eigentliche Pseudoebene sein. 
151. Die Transformationsformeln sind 

X'=~/(±+L) a2 a2 Ir ' 

Z'=z/(~+L). a2 b2 

(v) 

15 2. Ist k2 das uneigentliche reelle Geradenpaar 

x2;a2-y2/b2=0 

und A 4 =O(o, o, o), so wird das hyperbolische Paraboloid 

(x-a)2/a2-(y- ß)2/b2=cz+ a2/a2+ ß2/b2 

eine eigentliche Pseudoebene sein. 
153. Die Transformationsformeln sind 
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XXI. 
(vi) 

Specielle Faelle der in XIX betrachteten 
Pseudogeometrie. 

154. Wenn wir in der in XIX betrachteten pseudoprojektiven Geo­
metrie als einen Teil des Fundamentalsystems uneigentliche Elemente 
einfuehren, so koennen wir noch andere Systeme von speciellen raeum­
lichen pseudoprojektiven Geometrien aufbauen. Die eigentlichen Pseu­
dopunkte in dieser Gecmetrie sind alle zu einander homolog. 

155. Ist der Kegel (A4, ki) durch 

z2/a2+ y2/b2+z2/c2=0 

gegeben und die Ebene \Ton k'f durch !' x + m'y + n' z-p' = o, so ist das 
Konikoid 

{ Ia2(l'p-!p')2} -+-+ -. -p'2(l.%+ my+ nz-p)2=o ( 
.x2 y2· z2) 
a2 b2 c 

d.h. 
pia2(s2l 12 --p'2u2

)- 2p' sXa2l(sl + p'u)= o 

ein eigentlicher Pseudopunkt. Dieses Konikoid kann weder immer 
zentral noch immer nichtzentral sein, da 

Ll"'= l-A/la2 m n 

l m-A/mb2 n 

l m n-A/nc2 

ist, worin ).= 2.'a2(l'jJ-lp')2 ist. Die Diskriminante ist 

Ll= l-Ajla2 m n -p =J.3p/(l m u aWc2
) 

l m-A/mb2 n -p 
l m n - J.Jnc2 

- p 

l m 11 -p 
und 

J =1 l-A/la2 m 1=A(A-l2a2 -m2b2)/(l
2
m

0

,lb2
) 

l m-A/mb2 

und 
'1' =l-A/la2

• 

Ist l m n p(l -A/la2
) < o, welches mit .d. '1' dasselbe Vorzeichen besitzt, 

so ist die Flaeche ein einschaliges Hyperboloid. Ist l m n p(l-)./la2)> o, 

so ist die Flaeche entweder ein Ellipsoid oder ein zweischaliges Hyper-



Die allgemeinen eineindeutigen Transformationen etc. 381 

boloid, je nachdem 2(A-l2a2 -mW)>o, oder<(o ist. Ist Af=O, sö 
ist die Flaeche ein Kegel. 

I 56. Die Transformationsformeln sind 

U' = 2p' a2( l' + p'u )/( l'a2l'2-p'~ 2a2u2
), 

V'= 2p'b2(m' + p'v )/(J.'a2l 12 -p12Sa2u2
), 

W'= 2p1c2(n' +p'w)/('ia~l12-p12 2a2u2
); 

und die Gleichung des genannten Pseudopunktes wird dann 

lU+mV+nW-p=o. 

(vii) 

157. Ist der Kegel (A4 , ki) durch .r+f+z2=0 gegeben, dann 
koennen wir, indem wir b2, c2 in 155, 156 durch 'a2 ersetzen, die ent­
sprechende Schliessung machen. Der Punkt A/o, o, o), welcher das 
Homologiezentrum ist, ist in diesem Falle einer der Brennpunkte des 
Konikoides. 

158. Die Transformationsformeln werden dann 

U'=2p'(l' + p'u )/(2l12 -p12l' u 2
), 

V'= 2p'( m' + p' v )/( 2,'l12
- p'2 2 v 2

), 

W'= 2p'( n' +p'w)/(2l12 -p'22w2
). 

( viii). 

1 59. Ist der Kegel durch 

x2/a2+ y2/bi-z2/c2=0 

gegeben, dann koennen wir, indem wir c2 in 155; 156 durch-c2 ersetzen, 
die entsprechende Schliessung machen. 

160. Die Transformationsformeln werden dann 

U' = 2p1 a2( l' + p' u ')/ { (a2l 12 + b2m 12-c2n'2) -p'2(a2u2 + bV-c2w2)}, 

V'= 2p' b2(m' + p' v')/{ (a2l 12 + b2m 12-c2n12)-p12(a2u2 + b2v2-c2ui) }, 
W' =2p' c2( n' + p'w')/{ (a2l,2 + b2m12_ c2n")-p'2(a2z,2 t- b2v2-c2w2) }. 

(ix) 

161. Ist der Kegel (A4, ki) durch 

:c~ja2+ y2/b2-z2/c2=0 

gegeben und die Ebene von ki uneigentlich, so wird das Konikoid 

( a2l 2 + b2m2 - c2n2)(x2/a2 + y 2jb2-z2/c2
)- (lx + my + nz-p)2 =O, 

d.h. 
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ein eigentlicher Pseudopunkt sein. Dieses Konikoid ist entweder ein 
elliptisches Paraboloid oder ein Kegel oder ein hyperbolisches Parabo­
loid, je nachdem lmnp>o, oder=o, oder<o ist. In der Tat ist die 
Diskriminante 

l-J..Jla2 m n 

l m-J../mb2 n 

-p =-J..3p/(lmna2b2c2
), 

-p 
l 

l 

m 

m 

n+J../nc2-p 

n -p 

l-J../la2 m n 

l m-J../mb2 n 

l m 

162. Die Transformationsformeln sind 

U' = - 2a2 u/(a2u2 + b2v2-c2w2
), 

V'= - 2b2v /(a2u2 +b2v2 -c2w2
), 

W' = 2c2 w/(a2u2+b2v2
- c2w2

); 

und die Gleichung des genannten Pseudopunktes ist dann 

lU+mV+nW-p=o. 

(x) 

163. Ist der Kegel (A4, ki) durch 

x'/a2 +y2 /b2 +z2/c2=o 

gegeben, so dass er ein imaginaerer ist, und die Ebene von ki uneigent­

lich, dann wird das Konikoid 

(a2l + b2m2 +c2n2)(x2/a2 + y 2/b2 + x2/c2)-(l~+ my+ nz-p)2= o, 
d.h. 

p(a2u2+ b2v2 + c2w 2
) + 2(a2lu+ b2mv+ c2nw)=o, 

ein eigentlicher Pseudopunkt sein. Dieses Konikoid ist entweder ein 
elliptisches Paraboloid oder ein Kegel oder ein hyperbolisches Parabo­
loid, je nachdem l m n p < o, oder =O, oder> o ist, wie ganz frueher. 

164. Die Transformationsformeln sind 

U' =-2a2 u/(a2u2 + b2v2+ c2w2
), 
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V'= - 2 b2 v/(a2u~ + b2v2 + c2w2
), 

W' =-2c2w/(a2u2 +b2v2 +c2w2
); 

und die Gleichung des genannten Pseudopunktes ist dann 

lU+mV+nW-_p=o. 

(xi) 

165. Ist der Kegel (A4 , ki) durch x2+y2 +z0

=0 gegeben, was den 
uneigentlichen Kugelkreis darstellt, und die Ebene von kI uneigentlich, 
so ist das Konikoid 

d.h. 
x 2 +y+:?--(lx+my+nz-_p)2=o 

p(u~ +v2 + w2
) + 2(lu+ mv + nw) =O 

ein eigentlicher Pseudopunkt, vorausgesetzt, dass t2+m2 +n2= I ist. 
Das Homologiezentrum A 4 ist in diesem Falle offenbar einer der Brenn­
punkte. Die Flaeche ist entweder ein elliptisches Paraboloid oder ein 
Kegel oder ein hyperbolisches Paraboloid, je nachdem l in n p < o, oder 
=o, oder > o ist. 

166, Die Transformationsformeln werden dann 

U' = - 2 u /( u2 + v2 + w'l), 

V'=- 2v /(u2+v2 +w'l), 

W'= -2w/(u2 +v2 +w2
), 

so dass die Gleichung des genannten Pseudopunktes 

lU+mV+nW-_p=o 

wird. Also ist diese Geometrie zu (iii) korrelativ. 

(xii) 

167. Ist der Kegel (A4, kf) durch y 2-4dzx=o gegeben, was eine 
unendlich ferne Parabel darstellt, so wird das Konikoid 

d,h. 
(m2d-ln)(y- 4dxz)-d(lx+ my + nz-_p)2 = o 

_p(dv2
- uw) + nu- 21nv + lw= o 

ein eigentlicher Pseudopunkt sein. Dieses Konikoid ist entweder ein 
elliptisches Paraboloid oder ein Kegel oder ein hyperbolisches Parabo­
loid, je nachdem (m2d-lu)3Jd<o, oder=o, oder>o ist. In der 



Tat wird die Diskriminante 

l2 

lm 

-lp -pm 
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-mp 
- np 

-np p2 

=4P\m2d-lnY/d, 
und ist 

z2 

lm 

lm 

168. Die Transformationsformeln sind 

U' =u/(dv2 -uw), 

V'= -2V/(dv2-uw), 

W'=w/(dv2 -uw); 

und die Gleichung des genannten Pseudopunktes wird 

lU+mV+nW-p=o. 

KAP VII. 

Anwendungen. 

XXII. 

Allgemeine Anwendungsmethode. 

169. Wir haben in den vorigen Paragraphen zahlreiche Anwendun­
gen der Pseudogeometrien gamacht. Wir wollen nun die allgemeine 
Anwendungsmethode betrachten. 

170. Es besteht dann zwischen jeden zwei projektiven Geometrien 
eine eineindeutige Beziehung, und in jeder projektiven Geometrie gilt 

das Dualitaetsprinzip. Sind daher irgend n pseudoprojektive Geomet­
rien gegeben, und haben wir fuer eine Figur in einer der (n+ I) 

Geometrie einen Satz aus dem Gebiete der prqjektiven Geometrie bewie­

sen, so koennen wir hieraus ohne weiteres z(n+ 1) neue Saetze formu­
lieren. 
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Verfaehrt man weiter auf folgende Weisen, so koennte man aus 
einem projektiven Satze unendlich viele neue Saetz ableiten, die freilich 
immer komplizierter werden und sich auf immer hoeher Figuren bezie­

hen: 

1 °. Ein Satz sei m einer 
Geometrie gegeben. 

2°. Wir interpretieren diesen 
Satz durch eine andere Geometrie 
und erhalten einen neuen Satz. 

3°. Wir uebersetzen diesen 
neuen Satz in die urspruengliche 
Geometrie zurueck, und 

4 °. mit diesem Satze fahren 
wir ganz wie in 1 ° fort. 

1 °. Ein Satz sei in einer 
Geometrie gegeben. 

2°. Wir uebersetzen diesen 
Satz in einen anderen ; und 

3 °. Wir interpretieren diesen 
Satz urspruenglich-geometrisch, so 
erhalten wir einen neuen Satz; 
und 

4 °. mit diesem neuen Satze 
fahren wir ganz wie in I O fort. 

Im allgemeinen kommen glaenzendere Ergebnisse dann hervor, 
wenn die Gebilde in den beiden Geometrien dieselbe Namen haben. 

XXIII. 

Einige projektive Saetze ueber Kegelschnitte. 

Einige Saezte ueber lzarmoni'sc!ze Eigenschaften. 

171. Ausgangssatz (von Townsend): Beruehren sich irgend zwei 
Kegelschnitte K 1 und K 2 in den Punkten A 1 und A 2 und schneiden die 
Tangenten [AA'J, [BB'], [CC'J und [DD'] an den Punkten A", B", 
C" bez. D" des Kegelschnittes K 2 den Kegelschnitt K 1 in den Punkten 
A, A'; B, B'; C, C'; bez. D, D'; dann sind 

(AB, CD)=(A"B", C"D")=(A'B', C'D'). 

Ist A 2 irgend ein auf den Kegelschnitten nicht liegender Punkt. so 
ergiebt sich der 

Satz : Berue!zren sielt irgend zwei Kegelschnitte K1 und K 2 in den 
Punkten Ai und A2, und schneiden die Kegelschnitte (A1A2A3A11 A"), (A1A2 

A3B"B"), (A1A2A3C"C"), (A 1 A0A3D11D''), welche den Kegelsclznitt K 2 in 
den Punkten A", B", C" bez. D" berudiren, den Kegelschnitt K1 in den 
Punkten A, A; B, B'; C, C'; bez. D, D'; dann sind . 

(AB, CD)=(A"B'', C"D")=(A'B', C'D'). 

172. Ausgangssatz: Die Umkehrung des obigen Ausgangssatzes. 
Schliessungssatz : Sind A 1, A 2, A, B, C, D etc. und A 1, A 2, A', B', 
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C', D' etc. zwei Systeme von Punktenau.feinem Kegelschnitt K1 derart, dass 
(A1A 2ABCD ...... )7<:(A1A2A'B'C'D' ...... ) ist, und A 3 irgend ein auf K1 

nicht liegender Punkt, dann umhuellen die Kegelschnitte (A1A 2AsAA'), 
(A1A 2A 3BB'), (AiA2A3CC'), ... ... einen Kegelsclmitt (etwa K2). 

173. Ausgangssatz: Beruehren sich irgend zwei Kegelschnitte K1 

und K 2 in den Punkten A 1 und A 2 und beruehrt eine Gerade [BB'] 
den Kegelschnitt Ki im Punkte B und schneidet sie die Sehne [ AiA2] 

im Punkte B' und den Kegelschnitt K2 in C, C'; dann bilden die vier 
Punkte C', B, C, B' eine harmonische Gruppe. 

Schliessungssatz : Beruelzren sich irgend drei Kegelsclmitte K1, K 2 

und K 3 in den Punkten A 1, A 2, und ist A 3 irgend ein Punkt auf K3 : bcruehrt 

ein vierte Kegelschnitt K4, _welcher durch Ai, A 2, As lzindurc!tgclzt, den 
Kegelschnitt K1 im Punkte B und schneidet K 4, K2 in den Punkten C bez. C' 
und Ks im Punkte B'; dann. bilben die vier Punkte (CB'C'B) eine harmo­
nische Gruppe. 

174. Ausgangssatz: Jede durch einen Doppelpunkt einer Kurve 
vierter Ordnung hindurchgehende Gerade ist durch die Kurve und ihre 
kubische Polare harmonisch geschnitten. 

Ist insbesondere die Kurve eine rationale Kurve vierter Ordnung, 
welche drei Doppelpunkte besitzt, so ergiebt sich der 

Satz : Sind Ki(PBDEC), KlAiBDEC) irgmd zwei Kegclsclmitte, 
derart, dass der Punkt A 1 der Pol der Durchsclmittselme [BC] ist, so ist jede 
durch Ai hindurchgehende Gerade durch die beiden Kegelschnitte und die 
Durchschnittsehne [DE] harmonisch getrennt. 

Beweis. Es seien A 2 und As irgend zwei von D, E verschiedene 
Punkte auf [DE]; man nehme A1, A 2, A 3 fuer die Fundamentalpunkte. 
Dann ist die Gleichung von K1 von der Form 

Die Gleichung von [BC] ist daher 

a.f(x) 
- --~===zaxi +ex3 + .fx2=0. 

dx1 
Es sei nun 

die Gleichung von K2• Dann 

.f(x )-~(x)=axi+ (b-b')x~ +(c-c',x~ +(d-d')x2x3 

+ (e - e')x3x1 + (f- .f')x1x2= o. 
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Es soll jetzt q,(z) so bestimmt werden, dass f(x)-r(x) die Form 

kx1(2ax1 + ex3+ fx2) 

annimmt. Hierfuer muss erstens 

(b-b')x~ + (c - c')x~ + (d-d')x2x3=o 
sein, so dass 

oder 

ist. 

b=b', c=c', d=d'. 

axi + (e- e')X3X"1 + (f-f')x1x;=kxi(2ax1 + ex3+ f x2) 

ax1 + (e-e')x3 + (f-f')x2=k(2axL + e.x-3+ f x2). 

a=zak, e-e'=ke, f-f'=kf, 

k=r/2. 

e'=e/2, f'=f/2. 

Nun wird 

r(x)=bxi +cx~+dx2X3 + e/2.X3X1 + f/2.x1X2=0. 

f(:c)=o 

F (X)=:aX~Xi x bX;Xi + cXiXh dX2X 3Xf + eX3X 1X~ 
+f X 1X 2X;=o, 

waehrend r(x)=ö wird: 

2bX:X1 + 2cX~X1 + 2d_.(1:~X3X1 + eXiX:i + f X2X;=o, 

welche die pseudokubische Polare vom Pseudopunkte [ A 2A 3] ist. 

Hieraus folgt unsre Behauptung, 

Einige die Umkehrungen in sich entltaltenden Saetze. 

175. Der Pascal'sche Satz und Der Brianchon'sche Satz und 
die drei speciellen Faelle desselben die drei speciellen Faelle desselben 
enthalten ihre Umkehrungen in sich. enthalten ihre Umkehrungen in sich. 

In der Tat, nimmt man irgend 
drei der sechs Kurvenpunkte fuer 
das Fundamentaldreieck an, so 
wird der Kegelschnitt die Pseudo­
Pascal'sche Gerade, und die Pas­
cal'sche Gerade der Pseudokegel­
schnitt. 

In der Tat, nimmt man irgend 
drei der sechs Tangenten fuer das 
Fundamentaldreieck an, so wird 
der Kegelschnitt der Pseudo­
Brianchon'sche Punkt, und der 
Brianchon'sche Punkt der Pseudo­
kegelschnitt. 

Die nachstehenden Figuren (S. Fig. I. -Fig. 41
.) zeigen die 

Brianchon'schen Konfigurationen. Die rechts stehenden sind die Pseu­

dokonfigurationen, und die links stehenden die gewoehnlichen. Die 
Buchstaben K bez. P stellen in den links stehenden Figuren die gewo­

ehnlichen Kegelschnitte bez. die gewoehnlicheh Punkte und in den rechts 

stehenden die Pseudokegelschnitte bez. die Pseurlopunkte dar. 
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176. Der Existenzsatz der Polare (oder des J-o!s) eines Punktes (oder 
einer Geraden) in Bezug auf ein Dreieck enthaelt die Umkehrung in sich. 

In der Tat sind er und der dritte specielle Fall des Pascal'schen 
Satzes (sowie des Brianchon'schen Satzes), welcher die Umkehrung in 
sich enthaelt, auseinander ableitbar. 

In den nachstehenden Figuren (S. Fig. 5.-Fig. 6'.) zeigen die 
rechts stehenden die Pseudokonfigurationen, ·und die links stehenden die 
gewoehnlichen. Die Buchstaben l bez. L stellen in den links stehenden 
Figuren die gewoehnliche Polare bez. den gewoehnlichen Pol und m 
den rechts stehenden die Pseudopolare bez. den Pseudopol dar. 

Einige Saetze ueber Kegelsc!mittsysteme. 

I 77. Ausgangssatz: Wenn ingend zwei Kegelschnitte mit einem 
dritten je eine Doppelberuehrung haben, dann gehen die Beruehrungs­
sehnen und ein Paar von den sechs Durchschnittse}men der letzteren 
Kegelschnitte durch einen und denselben Punkt hindurch und bilden 
eine harmonische Gruppe. 

Nimmt man irgend zwei (A, B) der vier Beruehrungspunkte A, A', 
B, B' und irgend einen (C) der vier Basispunkte C, C', D, D' des Kegel­
schnittsbueschels fuer das Fundamentaldreieck an, so ergiebt sich der 

Satz : Sind (CC'DD' A) uud (CBC'DD') irgend zwei Kegelschnitte 
eines Kegelschnittsbuesclzels, beruehrtein Kegelschnitt sie in A,A' bez. B, B'; 
dann gehen die drei Kegelschnitte (ABCC'D'), (AABCA'), (ABBCB') und 
die Geraden [CD] durch einen bestimmten Punkt P hindurch und bilden 
die vier durch P hi'ndurchgehenden Tangenten eine harmonische Gruppe, 
wobei AA tmd BB die an A bez. B gelegenen Tangentenelement bedeuten. 

178. Nimmt man fuer das Pseudokegelschnittsbueschel ein 
gewoehnliches Gcradenbueschel und fucr den dritten Pseudokegelschnitt 
ein Pseudogeradenpaar an, so ergiebt sich der 

Satz: Es seien [DAA'] und [DBB'] die gemeinsamen Tangenten 
an den Kegelschnz"tten (A1A 2A 3BA I und (A1A 2A3B1 A'); dann haben die 
Kegelschnitte (A1A 2A8BB') und (A1A 2A 3AA') die Tangente [DA2] im 
Punkte A2 gemein. Die Durchschnittspunkte von (A1A2A3BB'), (A1A2A3 

AA'), [DA2] und [ A 1A2] (od. [ A3A 2]) mit einer durch A3 (od. A 1) 

hindurchgehenden Geraden bilden eine harmonische Gruppe. 
179. Ausgangassatz: Wenn irgend drei Kegelschnitte mit einem 

vierten je eine Doppelberuehrung haben dann gehen von den sechs Ver­
bindungssehnen der Durchschnittspunkte je drei durch denselben Punkt 
hindurch. 
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Bestehen die dritten und vierten Kegelschnitte je aus einem Gera­
denpaar [BaB1], [BaB/J ; [BaA/J, [BaA2], und sind Ba, A3, Aa' fuer das 
Fundamentaldreieck angenommen, wo Aa, Aa' irgend zwei der vier 
Durchschnittspunkte Aa,Aa'C3,Ca' der ersten und zweiten Kegelschnitte 
sind, dann ergiebt sich der 

Satz: Beruehren irgend zwei Kegelschnitte (A2CaA/B1A/Ca'A3B/) 
und (A3C/C3A1B2As'C1Ca' A/Bl) die Geraden [B3B1B2], [B3B/Bi'] z·n 
den Punkten Bi, B/ bez. B2, Bz', und schneiden irgend zwei Geraden 
[B3A/C1C2A1], [B3A/Cz'C/ A2] den Kegelschnitt (B1B/) in Az', C2 bez. 
Cl, A2 und den Kegelschnitt (B2B/) in Ci, A1 bez. C/, A/; dann gehen 
die drei Kegelschnitte (B3A3As' A2Az'), (B3A3A/C1C/) und (BiA1Aa'C3C3') 

durch einen und denselben Punkt hindurch. 
I 80. Nimmt man die Punkte A3, Ba, Ca' fuer die Fundamental­

punkte an, so ergiebt sich der 
Satz : Beruehrm irgend zwei Kegelschnitte (A2A/B1B/CaCa' A 3Aa' 

C2Cz') und (A1A/B2B/CaCa' A3A/C1C/) das Geradenpaar [BaB1B2], 

[BaB/Bi'] in den Punkten B1, B/ bez. B2, Bl, und schneiden die Geraden 
[B3A/C1C2A 1], [BaA/C/C/A2] den Kegelschnitt (B1B/) in Az', C2 bez. 
Cz', A 2 und den Kegelschnitt (B2B/) in Ci, A1 bez. C/, A/; dann gehen 
die zwei Kegelschnitte (A3BaCs' A 2A2

1
), (AaB3C3

1C1C/) und die Gerade 
[C3Ca'J durch einen und denselben Punkt hindurch. 

I 8 I. Aus diesem Satze ergiebt sich auch der 
Satz: Es beruehren irgend zwei Geraden [C2AaB1A/Cz'B/A2] und 

[A1AaB2C1A/BlCi'] die Kegelschnitte (B1BAC1B3B2) und (Bi' ACB/B3B) 
in den Punkten B1, B2 bez. B/, B/. Es seien (C2'BBaA/C/CAA2) und 
(C2C1BaCA1A/BA) irgend zwei Kegelschnitte. Dann beruehren die Kegel­
schnitte (C1BACC/) und (A2ACBAz') sich im Punkte A. 

182. Ausgangssatz: Es haben irgend drei Kegelschnitte I, 2, 3 
zwei Punkte P, Q gemein ; es seien S,J, S./ die Durchschnittspunkte der 
beiden Kegelschnitte i und j. Dann gehen die drei Sehnen [S12 S1n, 
[S23 S2a'], [Sa1 S3/] durch einen und denselben Punkt R hindurch. 

Nimmt man P, Q, ([S12S1/], [S13S131
]) fuer die Fundamentalpunkte 

an, so stimmen diese Saetze in den gewoehnlichen und pseudo- Geometrien 
ueberein. 

183. Nimmt man P, Q und irgend einen auf [SiJSi/]. gelegenen 
und nicht auf den Kegelschnitten gelegenen und von R verschiedenen 
Punkt T fuer die Fundamentalpunkte an, so ergiebt sich der 

Satz: Es seien irgend drei Kegelschnitte (PQS12S1/S1aSia'), (PQS21 

S2/S2aS~a') und (PQSa1Sa/Sa2Sa/) gegeben, welche alle die Pnnkte P, Q 



390 Tsurusaburo Ota. 

gemein haben, dann schneiden sich die zwei Kegelschnitte (PQTSk;Sk/), 
(PQTSAiiSk/) auf der Geraden [SiiSi], wenn der Punkt T auf [SiiSt./] 
genommen ist. 

184. Nimmt man P, Q, und irgend einen auf keinem der Kegel­
schnitte und auf keiner der Durchschnittsehnen gelegenen Punkt T fuer 
die Fuudamentalpunkte an, so ergiebt sich der 

Satz : Es seien irgend drei Kegelschnitte (PQS12S1/S13S13'), (PQS21 

S2/S23S2a') und (PQS31S3/S32S3z') gegeben, welche alle die Punkte P, Q 
gemein haben, dann schneiden sich die drei Kegelschnitte ~PQTS 12S12'), 

(PQTS23S2/) und (PQTS31S3/) in irgend einem von P, Q, T verschiedenen 
Punkte. 

185. Artet der Kegelschnitt 3 in dem Ausgangssatz in ein Geraden­
paar aus, so ergiebt sich der 

Satz : Es seien irgend zwei Kegelschnitte (PQS12SuS1/Sn'), (PQS12 

S23S1/S2/) gegeben; es seien [PS13S23
1
], [QS23S13'] irgend zwei durch P 

bez. Q hindunhgehende Gerade; dann schneiden sich die drei Kegel­
schnitte (PQTS12S1/), (PQTS13S13') und (PQTS23S;,') in einem Punkte, 
wenn T auf keinem der Kegelschnitte und auf keiner der Geraden a11ge­
nommen ist. 

XXIV. 

Einige projektive Saetze ueber Kurven dritter Ordnung . 

.l-Iarmonische Ezgensc!taften der Kurven dritter Ordnung. 

186. Ausgangssatz: Jede durch einen \Vendepunkt einer Kurve 
dritter Ordnung hindurchgehende Gerade ist durch die Kurve und die 
harmonische Polare harmonisch getrennt. 

Dieser Satz stimmt in den gewoelmlic!ten und pseudo- Geometrien 
wesentliclt ueberein. 

In der Tat, 

f =(mx2 + ll%3)Xi + XiX3(.ux2 -j- J.JX:1) =O, 

3/ ( ) --=2 m:r:2+n:r:3 :r:1; 
0%1 

F=.(m.Xs + nXJX2x;+ (11.X:i + vX2)X:, 

iJF 
iJXi = 2(pX3 + vX2)X1. 

x1=0: [A2A3]: X 2=0, X3=0, 

X1=0: A1: X2=0, %3=0. 
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187. Satz : Die pseudokonische Polare von dem Pseudopunkte ( welcher 
eine Berueltrungsselzne der von einem Kurvenpunkte A aus an der Pseu­
dokµrve dritter Ordnung gezogenen Tangente ist) in Bezug auf die 
Pscudokurve dritter Ordnung, ist die Beruelmmgsselzne des andern Paares 
der ,ier vom A aus gezogenen Tangenten; und dze beiden Beruclzrungs• 
sclmen sclmeidm sich auf der Kurve. 

Beweis. Es sei A ein beliebiger Punkt auf der Kurve dritter 

Ordnung, und [AB], [AC] seien die Tangenten. Nimmt man A, B, C 
f uer die Fu1damentalpunkte, so wird die Gleichung der Kurve dritter 

Ordnung: 

oder 
F(X)=aX~X2 + bX~Xa + dXiXa + JXfX2 + g X1X2I(, =o. 

Die pscudokonische Polare des Pseudowendepunktes (BC) ist 

;.,~ = 2dX1Xa + 2f X1X2 + gX2X°:; =O, 

welche emc gcwoehnliche Gerade 

ist. 
2d.:r~ + 2fx3 + g.t\ = o 

:!f = 2ax1x2 + 2bx1x,1 + gx;X3 = o, 
u.X-1 

2f-x1JJ.L=x2xa(2dx2 + 2/x3 + gx1)=0. 
OXi 

Hiermit ist unsre Behauptung bewiesen. 

I 88. Uebersetzt man den Ausgangssatz I 87 in die Pseudogeome­

trie und betrachtet man die Gestalt der Gleichung 

so ergiebt sich der 

dF --=---= 2dX1X 2 + 2f X 1X 2 + g X 2X 3 = o, 
CIX1 

Satz : Es seim [ AB], [ AC], [ AB'], [ AC'] von einem KuriJmpun!.te 
A einer Kurve dritter Ordnullg gezogene Tangenten, welclte in dm Punkten 
B, C, B' bez. C' die Kurve beruehren; es schneide eine beliebige durclz A 
!tindurcltgehende Gerade die Kurie dritter Ordnung in den Punkten P1 

und P2 und die Geraden [BCJ und [B'C'] in E bez. E'; danll ist (P1P2, 

EE') eine harmonische Gruppe. 
Derselbe Satz laesst sich aus dem folgenden Ausgangssatze herleiten: 

Satz: Jede durch einen Kurvenpunkt einer Kurve dritter Ordnung 
gelegte Sehne schneidet die Kurve und die konische Polare des Kur­

venpunktes in vier harmonischen Punkten. 

189. Satz. Sind [AB], [AC], [AB'] und [AC'] vier von a·nc,R 
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Kurvenpunkte A einer Kurve dritter Ordnung gezogene Tangenten, dann 
bilden [BC], [B'C'], [DA], [DT] eine harmonische Gruppe, wobei D= 
([BC], [B'C']) und DT die Tangente an D der Kurve ist. 

Beweis. f(..r)=a.:d..r2+ bxiX3 +dxiX3 +f..r~x2 + g..r,..r2.i;, · o: die Kurve. 

I): X1: %2; %3=0 :-f: d. 

[B C]: 
[B'C']: 

[AD]: 

[D T]: 

S1=gX1=0, 

S2=gx1 + 2d.x2 + 2/x3=0, 

S3= zdxt + 2fx3 ~ o, 

S4=2g..r1 + 2dx2 + ?fX:3=0. 

S\=5'2 -S1 =0, 

S4 = S2 + S1 '=- o. 

Also bilden S1 =0, S2 =0, $1 =0, S~=o eme harmonische Gruppe. 
Zusatz : Jede durch einen FVendepunkt einer Kun1e dritter Ordnung 

!tindurchgehende Gerade ist durch die Kurve und die harmonisclte Polare 
harmonisch getrennt. 

In der Tat faellt in diesem Falle [DT] mit [AD] zusammen. 
I 90. Die folgenden zwei Saetze ergeben sielt aus einander : 

Jede durch einen Kurvenpunkt Sind vier Tangenten [ AB], 
einer Kurve dritter Ordnung !tin- [ AC], [ AB'], [ AC'] an einer Kurve 
durchgehende Gerade ist durch die dritter Ordnung durch einen Kur­
Kurve und die konische Polare !tar- venpunkt A gezogen, und schneidet 
monisch getrennt. eine durch A luizdurclzgehende 

Gerade die Kurve in den Punkten 
P, Q und die Seimen [BC], [B'C'] 
in den Punkten D, E ; dann i"st 
(PQ, DE) eine harmonische Gruppe. 

In der Tat kann die Pseudoberuehrungssehne [B'C'] als die kon­
ische Polare des Punktes A angesehen werclen. 

191. Satz: Es seien A 1, A 2, A3 drei beliebige nicht kollineare 
Punkte auf einer Kurve dritter Ordnung; [ A 1BJ, [ A 1CJ, [ A1B1

], [ A 1C'] 
seien die vier •z,on A1 an der Kurve gezogenen Tangenten; es schneide 
eine beliebige Gerade [A1P] die Kurve in A 1, P, Q; es schneide [A1P] 
die Kegelschnitte (A1A2A3BC) und (A1A2A3B'C') in den Punkten D bez. 
E; dann ist (PQ, DE) eine harmonische Gruppe. 

Dieser Satz folgt aus dem obigen rechtseitigen Satze. 

Einige weitere Saetze ueber Kur-l!en dritter Ordnung. 

192. Ausgangssatz : Es sei A ein Wendepunkt auf einer Kurve 
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dritter Ordnung, und es schneiden zwei Geraden [AEJ, [AE'] die 
Kurve in den Punkten E, F bez. E', F'. Dann ist die Gerade [([EF'], 
[E'F])([EE'], [FF'])] die harmonische Polare des Punktes A. 

Hieraus ergiebt sich der 
Satz : Es sei A ein Wendepunkt einer Kurve dritter Ordnung, und 

es seien die drei Tangenten [AB], [ AC], [ AD] an den Punkten B, C 
bez. D gezogen; es schneiden zwei beliebige Se!znen [AEF], [AE'F'] die 
Kurve in den Punkten E, F bez. E', F'; dann schneiden sielt die Kegel­
schnittenpaare (ABCEF'), (ABCE'F); (ABCEE'), (ABCFF') je auf der 
Geraden [AD]. 

Hierbei sind die Fundamentalpunkte A, B, C. 

193. Ausgangssatz: Die Tangenten in irgend zwei Punkten 
einer Kurve dritter Ordnung schneiden sich auf der harmonischen 
Polare des dritten Wendepunktes, welcher auf der Verbindungsgeraden 
der beiden vorigen Wendepunkte liegt. 

Hieraus ergiebt sich der 
Satz : Es seien A, E, F drei (kollineare) Wendepunkte auf einer 

Kurve dritter Ordnung; es seien [AB], [AC], [AD] drei Tangenten in 
den kollinearen Punkten B, C bez. D; dann sclmeiden sich die zwei 
Kegelschnitte (ABCEE), (ABCFF) auf der Tangente [DA], wobei EE 
und FF Je ein zusammenfallendes Punktepaar bedeuten. 

194. Ausgangssatz : Sind zwei Tangenten von einem Punkte A 
auf einer Kurve dritter Ordnung an der Kurve gezogen, so schneiden 
die Tangente an A und die Tangente an dem Punkte, in welchem die 
Beruehrungssehne die Kurve noch einmal schneidet, sich auf einem 
Kurvenpunkte. 

Hieraus ergiebt sich der 
Satz: Sind zwei Tangenten [AB], [AC] an den Punkten B bez. 

C der R-urve dritter Ordnung durch einen Kurvenpunkt A gezogen, und 
schneidet die Gerade [BCJ die Kurve dritter Ordnung im Punkte D, dann 
schneiden die Gerade [DA] und der Kegelschnitt (AAABC), welcher mit 
der Kurve im Punkte A eine Doppelberuelzrung hat, sielt in einem Kur­
venpunkte (etwa F). 

Beweis. Die Kurve dritter Ordnung sei durch 

Xi(m.X:, + nX2) + X 2Xs(lX1 + pXs + vX2) = o, 
d.h. durch 

x2x3(lx1 +mx2 + nx3) +xi(,11x2+ vx3)=o 

gegeben ; dann ist AD durch 

mX:,+nX2 =0 
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gegeben, und der Kegelschnitt (AAABC) durch 

lX1+ pX3+v~=o. 

Diese Gleichungen zeigen unsre Behauptung. 

195. Ausgangssatz: Schneidet eine Sehne BDCF, welche durch 
einen Punkt B auf einer Kurve dritter Ordnung hindurchgeht, die Kurve 

noch zweimal in den Punkten D und C und die konische Polare von 
B in F, dann gehen die Tangenten an D und C und die Tangente zur 
konische polare an F durch einen und denselben Punkt hindurch. 

Hieraus ergiebt sich der 

Satz: Es seien [A1M], [A1NJ, [A1A2], [A1A3] irgmd 11ier aus 
einem Kun,enpunkt A 1 einer Kurve dritter Ordnung an der Kurz,e gezogene 
Tangentm, welche die Kurve in den Punkten M, N, A 2 bez. A 3 blrue!tren; 
es sei [ A1CFD] eine beliebige Gerade, welche die Kur11e in den Punktm 
C, D und die Beruehrungssehne [MN] im Punkte F schneidet; dann 
schneiden die zwei Kegelschnitte (A1A2A 3CC), (A1A 2A3DD), die die Kurve 
in den Punkten C bez. D beruehren, und der Kegelschnitt (A1A 2A 3FMN) 
sich in einem Punkte. 

Hierbei sind die Fundamentalpunkte A 1, A 2 , A 3 . 

196. Satz: Der folgende Satz enthaelt seine Umkelzrung· in sielt: 
Geht ein beliebiger Kegelschnitt durch vier feste Punkte auf eiller Kurz,e 
dritter Ordnung, so geht die durch die gegebenen Punkte nic!tt hindurc!t­
gehende Durcltschnittselme durch einen festm Punkt auf der Kurve ltin­
durc!t. 

In der Tat ist der entsprechende Pseudosatz, in die gewoehnliche 

Geometrie uebersetzt, folgendes, wenn der Pseudokegelschnitt eine 

gewoehnliche Gerade ist und irgend drei der vier festen Punkte als die 
Fundamentalpunkte angenommen sind : Geht eine durch einen festm 
Punkt auf einer Kurve dritter Ordnung !tindurchgehende beliebige Gerade 
durch noch zwei andere Kurvenpunkte L, M ; dann geht jeder durc!t L, 
M und noch drei andere Kurvenpunkte A, B, C lzindurchgehendi-r Kegel­
sclmitt durc!t einen anderen festen Kurvenpunkt (ewta D) hindurch. 

Ist der Pseudokegelschnitt ein durch irgend zwei (B, C) der vier 
festen Kurvenpunkte (B, C, D, E) hindurchgehender gewoehhlicher 
Kegelschnitt, so ergiebt sich der 

Satz : Sind irgend fumf Punkte (A, B, C, D, E) auf einer Kurve 
dritter Ordnung gegeben, und sclmeidct ein durch B, C, D, E ltindurclt­
geltender beliebiger andrer Kegelsclmitt die Eurve in den Pun!.'ten L, M ·; 
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dann. geht der Kegelschnitt (ABCLM) durch einen festen Punkt auf der 
Kurve hindurch. 

XXV. 

Einige projektive Saetze ueber rationale Kurven 
vierter Ordnung. 

197. Der folgende Satz enthaelt seine Umhehrung in sielt: 
Satz: Die seclzs Tangenten, die von den drei Doppelpunkten einer 

rationalen Kurve vierter Ordnung an dieser gezogen werden koennen, 
beruehren einen Kegelschnitt. 

In der Tat lautet seine Umkehrung: Die sechs Tangenten, dz"e 
von irgend drei nicht auf einem Kegelschnitt liegenden nicht kollinearen 
Punkten an diesem Kegelschnitt gezogen werden koennen, bcruehren eine 
rationale Kurve vierter Ordnung, welche die drei Punkte als Doppelpunkte 
hat. 

198. Satz: Die sechs Doppelpunktstan_genten einer rationalen Kurve 
vierter Ordnung beruehren eine andere rationale Kurve vierter Ordnung, 
welche mz"t der ersten die drei Doppelpunkte gemein hat. 

Huelfssatz: Schneidet ein Kegelschnz"tt die drei Seiten eines Dreiecks 
fe in einem Punktepaare, so beruehren die sechs Geraden, die diese Punkte­
paare mit den gegenueberliegenden Ecken verbinden, einen Kegelschnz"tt. 

Es sei der erste Kegelschnitt durch 

gegeben, so sind die sechs Verbindungsgeraden durch 

a33z!+ 2a31z 3.i-1 +a11zi=O, 

a11z~+ 2a12.i-1z 2+a22Z~=O 

gegeben. pamit diese sechs Geraden einen Kegelschnitt beruehren, 

muss 

sein, was der Fall ist. 
199. Satz: Schneidet ein Kegelschnitt die drei Seiten eines Dreiecks 

in drei Punktepaaren, so beruehren die sechs Verbindungsgeraden dieser 
Punkte mit den gegenueberliegenden Ecken eine durch die drei Ecken des 
Dreiecks fe zweimal hindurchgehende rationale Kurve vierter Ordnung. 

Dieser Satz folgt aus dem wohlbekannten Satz : Die Doppelpunkts-
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tangenten einer rationalen Kurve vierter Ordnung beruehren einen 

Kegelschnitt. 
200. Satz: Es schneide ein Kegelschnitt die zwei Seiten [ A1 A2] und 

[ A1A3] eines Dreiecks A1A2A 3 üz den Punktepaaren P1, P2 und Q1, Q2 : 

es se/meiden die Geradenpaare [ A2Q1], [ A2Q2] und [ A3P1], [ A3P2] den 
Kegelschnitt in den Punktepaaren Pt', P/ bez, Qi', Q/; dann koennen wir 
einen durch P,', P/, Qi', Q/, A2, A3 lzindurclzgdzcnden Kegelschnitt 
ziehen. 

Dieser Satz folgt aus dem wohlbekannten Satze : Ein Kegelsch­

nitt kann durch irgend zwei Doppelpunkte einer rationalen Kurve vierter 

Ordnung und die zwei Punkte, in welchen die zwei Paare entsprechender 

Tangenten die Kurve schneiden, geschrieben werden. 
201. Satz: Die sechs Punkte auf einem Kegelschnitt, in welchen 

je ein durch drei feste Punkte (nicht auf dem Kegelschnitt) hindurchge­
hender Kegelschnitt den ersten Kegelschnitt oskuliert, Hegen auf einer 
rationalen Kurve vierter Ordnung, welclte die drei Punkte als Knotenpunkte 
besitzt. 

Dieser Satz folgt aus dem bekannten Satze: Die sechs Wende­

punkte einer rationalen Kurve vierter Ordnung liegen auf einem Kegel­
schnitt. 

202. Satz : Die sechs Punkte, in welchen die drei Paare Verbin­
dungslinien der drei Paare Durchschnittspunkte eines Kegelschnittes mit 
den drei Seiten eines Dreiecks, mit den drei gegenueberliegenden Ecken 
dcn JCegelschuitt schneiden, liegen auf einer rationalen Kurve vierter 
Ordnung mi"t den drei Ecken als Doppelpunkte. 

Dieser Satz folgt aus dem bekannten Satze : Die sechs Beruehrungs­
punkte in welchen die drei Doppelpunktstangenten einer rationalen 
Kurve vierter Ordnung sie schneiden, liegen auf einem Kegelschnitt. 

203. Satz: Die sechs Beruelzrungspunkte der von den drei Ecken 
eines Dreiecks an einem Kegelschnitt gezogenen Tangenten liegen auf einer 
durch die drei 1'..cke je zweimal lzindurcf?gehenden rationalen Kurve ,1ierter 
Ordnung. 

Dieser Satz folgt aus dem bekannten Satze : Die sechs Beruehr­
ungspunkte der von den drei Doppelpunkten einer rationalen Kurve 
vierter Ordnung gezogenen drei Paar Tangenten derselben, liegen auf 
einem Kegdschnitt. 

204. Satz: Die drei in den drei vorltergeftenden Saetzen besprochenen 
rationalen Kurven vierter Ordnung gehen durch zwei feste Punkte des 
genannten Kegelschnittes hindurch. 
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Dieser Satz folgt aus dem bekannten Satze : Die drei in den drei 
vorhergehenden Huelfssaetzen besprochenen Kegelschnitte gehen durch 
zwei feste Punkte der genannten rationalen Kurve vierter Ordnung. 

205. Satz: Sind P, Pi, P2, PA, PA', irg-endfuenf Punkte auf einer 
rationalen K111'i1e vierter Ordnung mit Knotenpunkten Ai, A2, A3, so ist 
das Doppelverlzaeltnis von den Kegel-schnitten (A1A 2A3PP1), (A 1A 2A3PP2), 

(A1A2AaPP). ), (A1A2A3PP).') unabhaengig von der Wahl der Lage des 
Punktes P auf der Kurve. 

206. Satz: Sind P, Pi, P2, P;,, Pv irgend fuenf Punkte auf einer 
rationalen Kurve .vierter Ordnung mit Knotenpunkten A 11 A 2, A 3, dann 
ist das Doppelverhaeltnis vo,z den vier Punkten ((A1A2A3PP), (A1A2A3 

P1P1)), ((A1A2A3PP), (A1A2A3P2P2)), ((A1A2A3PP), (A1A2A3P). P). )), ((A1 

A 2A3PP), (A1A 2A3Pl/Pv)) unabhaengig von der Wahl der Lage des Punktes 
P auf der Kurve. 

207. Satz : Eine rationale Kurve vierter Ordnung mit Knotenpunk­
ten Ai, A2, A3 und ein durch A 1, A2, A3 hindurchgehender Kegelschnitt 
bestimmen eine Involution auf dem Kegelschnitt. 

208. Satz : Eine rationale Kurve vierter Ordnung mit Knotenpunk­
ten A 1, A 2, A3 und eine durch A, (i= r od. 2 od. 3) hindurchgehende 
Gerade bestimmen eine Involution auf der Geraden. 

209. Satz : Ein durch Ai, A2, A3 liindurchgehender Kegelsclmitt 
schneidet ein System von rationalen Kurven vierter Ordnung ( Q1 Q2Q3Q 4 

A1A2A3) mit R~notenpunkten. A 1, A2, A3 in einer Involution auf sich 
selbst. 

210. Satz : Eine durch A1 hindurchgehende Gerade schneidet ein 
System von rationalen Kurven vierter Ordnung (Q1Q2Q3Q4A 1A 2A 3) mit 
Knotenpunkten Ai, A 2, A3 in einer Involution auf sielt selbst. 

XXVI. 

Interpretation eines Grundgebildes m-ter Ordnung 
als ein Grundgebilde n-ter Ordnung 

(rn, n=l, 2, 3,111, =t= n), 

2 r I. Satz : Die folgenden Paare sind in einem gewissen Sinne 
miteinander vertauschbar (ohne Schaden der Doppelvelzaeltnisse): 

i) Grundgebilde erster Stufe, 1 · i) Grundgebilde erster Stufe, 
erster Ordnung. zweiter Ordnung. 



Tsurusaburo Ota. 

ii) Grundgebilde erster Stufe, 
zweiter Ordnung. 

iii) Grundgebilde erster Stufe, 
dritter Ordnung. 

ii) Grundgebilde erster Stufe, 
dn'tter Ordnung. 

iii) Grunrlgebzlde erster Stufe, 
erster Ordnu11g. 

Beweis. i) Bezieht es sich auf die Punktreihen, so haben wir es 

bereits in I 30 bewiesen. Wenn von den Ebenenbuescheln die Rede 

ist, so folgt unsre Behauptung aus I 36, (i) und I 37, (i). 

ii) Das folgende Schema zeigt uns die Richtigkeit unsrer 

Behauptung : 

In der in Kap. IV betracht­
eten Pseudogeometrie. 

Eine Pseudopunktreihe zweiter 

Ordnung. 

In der gewoehnlichen 
Geometrie. 

... Eine k2 dreimal betreffende durch 

A 4 hindurchgehende Raumkurve 

dritter Ordnung. 

Eine Pseudoraumkurve dritter ... Eine durch A 4 hindurchgehende 

Ordnung. und k2 nicht betreffende Punkt-

In der in XIX betrachteten 
Pseudogeometrie. 

reihe zweiter Ordnung. 

In der gewoehnlichen 
Geometrie. 

Ein Pseudoebenenbueschel.. ....... Ein mit dem Kegel (A4, ki) drei 

zweiter Ordnung. Schmiegungsebenen gemein ha­

bendes, die Ebene {A1A2A3 } 

anschmiegendes Ebenen bueschel 

dritter Ordnung. 

Ein Pseudoebenenbueschel.. ....... Ein die Ebene { A 1A2A 3 } ansch• 

dritter Ordnung. miegendes und mit dem Kegel 
( A4, ki) keine Tangentialebenen 

iii) Das folgende Schema 

Behauptung :1 

gemein habendes Ebenenbue­

schel zweiter Ordnung. 
zeigt uns die Richtigkeit unsrer 

In der in Kap. II betracht- In der gewoehnlichen 
eten Pseudogeometrie. Geometrie. 

Eine Pseudogerade .................. Eine durch die vier festen Punkte 
hindurchgehende Raumkurve 

dritter Ordnung. 

1 Fuer die Beibehaltung der IJoppelverhaeltnisse siehe Schlusswort 1°. 
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Eine Psudoraumkurve dritter ...... Eine das Fundamentalsystem nicht 
Ordnung. betreffende Gerade. 

In der in XVII betrachteten 
Pseudogeometrie. 

In der gewoehnlichen 
Geometrie. 

Ein Pseudoebenenbueschel ....... .. Ein Ebenenbueschcl dritter Ord-
erster Ordnung. nung, welches die vier fr:sten 

Ebenen als rektifizierende Eben­
en besitzt. 

Ein Pseudoebenenbueschel ......... Ein das Fundamentalsystem nicht 
dritter Ordnung. betreffendes Ebenenbueschel er­

ster Ordnung. 

2 r 2. Satz : Die folgenden Paare sind je in einem gewissen Sinne 
miteinander vertauschbar (ohne Schaden der Doppelverhaeltnisse): 

1) Grundgebilde zweiter Stufe, i) Grundgebilde zweiter Stufe, 
zweiter Ordnung. dritter Ordnung. 

ii) Grundgebilde zweiter Stufe, ii) Grundgebilde zweiter Stufe, 
dritter Ordnung. erster Ordnung. 

iii) Grundgebilde zweiter Stufe, iii) Grundgebilde zweiter Stufe, 
erster Ordnung. zweiter Ordnung. 

Beweis. i) Das folgende Schema zeigt uns die Richtigkeit unsrer 
Behauptung: 

In der in Kap. IV betracht­
eten Pseudogeometrie. 

In der gewoehnlichen 
Geometrie. 

Eine Pseudoflaeche dritter ......... Eine durch A 4 hindurchgehende 
Ordnung. und k1 nicht enthaltende Qua­

driflaeche. 
Eine Pseudoquadriflaeche ......... Eine ki einmal in sich enthaltende 

In der in X betrachteten 
Pseudogeometrie. 

und einen zweifachen Knoten­
punkt in A 4 habende Flaeche 
dritter Ordnung. 

In der gewoehnlichen 
Geometrie. 

Eine Pseudoflaeche dritter ......... Eine die Ebene { A1A2A3} beruehr-

Klasse. ende und den Kegel(A 4,k;) nicht 
beruehrence Quadriflaeche. 
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Eine Pseudoquadriflaeche ......... Eine den Kegel (A4, ki) einmal 
beruehrende und einen Kegel­
schnitt in der Ebene { A1A 2A 3} 

enthaltende Flaeche dritter 
Klasse. 

ii) Das folgende Schema zeigt uns die Richtigkeit unsrer 

Behauptung : 

In der in Kap. II. betracht­
eten Pseudogeometrie. 

In der gewoehnlichen 
Geometrie. 

Eine Pseudoebene ................ Eine die Fundamentalkurve sechs-
ter Ordnung L6 enthaltende 
Flaeche dritter Ordnung. 

Eine Pseudoflaeche dritter .....•... Eine zum Fundamentalsysteme 
Ordnung. nicht gehoerige gewoehnliche 

Ebene. 

In der zu der in Kap. II 
betrachteten Geometrie 

korrelativen Geometrie. 
In der gewoehnlichen 

Geometrie. 

Ein Pseudopunkt ..................... Eine die Fundamentalkurve sechs-
ter Klasse enthaltende Flaeche 
dritter Klasse. 

Eine Pseudoflaeche dritkr ......... Ein zum Fundamentalsysteme 
Klasse. nicht angehoeriger gewoehn­

licher Punkt. 
iii) s. 142. 

XXVII. 

Analogien zwischen Kegelschnitten und Raum­
kurven dritter Ordnung. 

2 I 3. Der vorhergehenden Prinzipien wegen koennen wir zahlreiche 
Analogien zwischen Gebilden von verschiedenen Ordnungen und von 
derselben Stufe geben. Wir haben bereits in XVIII einige derartige 
Beispiele nach der Meinung von Herrn Nishiucbi gegeben. Wir wollen 
jetzt die folgenden geben, von denen jeder aus dem gegenseitigen 
beweisbar ist. 
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214. Satz: Sind P1, P2, PA, 
P)/ irgend vier Punkte auf einem 
Kegelschnitt, so ist das Doppelver­
haeltnis ([PP1l[PP,], [PPA] [PP)!]) 
unabhaengig von der Wahl der Lage 
des Punktes P auf dem Kegelsch­
m'tt. 

215. Satz: Sind p1, P2, PA, 
pv irgend vier Tangentm eines 
Kegelschnittes, so ist das Doppel­
verhaeltnis ((pp1)(PP2), (ppA )(ppA1)) 

unab!taenigig i·on der Wahl der 
Lage der Tangente p des Kegel­
schnittes. 

2 16. Satz : Ein Kegelschnitt 
und eine Gerade in derselben Ebene 
bestimmell eine Involution auf der 
Geraden sowohl als auf dem Kegel­
sclinitt. 

217. Satz: Ein Geradenbue­
schel u,.-d ein Kegdschnitt bestim­
nzen eine Involution auf dem Kegel­
sclzni'tt sowohl als in dem Geraden­
bueschel. 

218. Satz: Durchfuenf Punkte 
Pi. P2, Pa, P4, P5 von welchen keine 
vier in einerlei Geraden liegen, ist 
ein Kegelschnitt bestimmt, welcher 
durch die fuenf Punkte geht. 

219. Satz: Durch fuen:f 

Satz: Sind P1, P2, PA, Pv 
irgend vier Punkte auf einer Raum­
kurve dritter Ordnung, so ist das 
Doppelverhaeltnis ( { A4QP1} { A4Q 
P2}, {A,QPA} {A4Q4PA1}) unabhaen­
gig von der Wahl der Lagen der 
Punkte A4 , Q azif der Raumkurve 
dritter Ordnung. 

Sati : Sind rr1, :rr2, :rrA, :rrA, irgend 
vier Schmiegungsebenen ( in der 
Regelflaeche, oskulierende Kegel­
schnitte) einer Raumkurve dritter 
Ordnung, so ist das Doppelver!taelt­
nzs ((:rrp:rr1)(:rrp:rr2), (:rrp:rr).)(:rrprr\,)), 
(rr= {A1A2A3} ), unabhaengig von 
der Wahl der Lagen der Schmie­
gungsebenen (oskulierende Kegel­
schnitte) 11:, p der Raumkurve 
dritter Ordnung. 

Satz : Eine Raumkurve dritter 
Ordnung und eine dazu inzidente 
Gerade bestimmen eine Involution 
azif der Geraden sowie auf der 
Raumkurve dritter Ordnung.1 

Satz : Ein System von Kegel­
schnitten, welche durch irgend zwei 
Punkte auf einer Regelflaeclze gehen, 
und eine Raumkurve dritter Ordnung 
in derselben Regelflaeche, bestimmen 
eine Involution auf der Raumkurve 
dritter Ordnung sowie in dem Ke­
gelschnittensyste1n. 

Satz : Durch sechs Punkte A4, 

P1, P2, Pa, P4, Pöt von welchen keine 
vier in einerlei Ebene liegen, ist 
eine Raumkurve dritter Ordnung 
bestimmt, welche durch die sechs 
Punkte geht. 

Satz : Durcle sechs Ebenen 
1 Vgl. Von Staudt, Beitraege zur Geometrie der Lage, 471. 
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Gerade pi,jJ2,jJ3,jJ4,p5, von welchen 
keine vier durch einen Punkt gehen, 
ist ein Kegelsclmitt bestt'mmt, 
weither die fuenf gegebenen Geraden 
beruehrt. 

220. Satz: Durch einen Kegel­
schnitt ist ein Polarsystem bestimmt. 

22 r. Satz: Eine Gerade schn­
eidet ein Kegelsclmittsbuesche! in 

einer Involution auf sielt selbst. 

222. Satz : Ein zu dem letzten 
Satze korrelativer Satz. 

223. Satz: Ein Ebenenbue­
sclzd und ein z·n keiner der Ebenen 
des Buesclze!s liegender Kegelschnitt 
bestimmen eine Involution auf dt'1n 
Kegelschnitt. 

224. Satz von Pascal. 

{ A1A2Aa}, "1, 71'2, • 7ra, :il'i, rr5, von 
welchen keine vier durch einen Punkt 

, gehen, ist eine Raumkurve dritter 
Ordnung bestimmt, welche an die 
sechs Ebenen sich anschmiegt. 

Satz: Durch eine Raumkurve 
dritter Ordnung auf einer Quadri­
ßaeche und einen festen Punkt mif 
dieser Raumkurve ist eine Punkt­
kegelschmtt-zuordnung bestz'mmt. 

Satz : Eine Gerade auf einer 
Rege!ßaeche schneidet ein System 
einer fuenf Punkte gemein habenden 
Raumkurve dritter Ordnung auf der 
Rege!ßaeche in einer Involution azif 
sich selbst. Besitzt ein System vo11 
Raumkurven dritter Ordnung azif 
einer Quadrißaeche funif Punkte 
gemein, so sc/meidet ein durch einen 
der fuenf Punkte hindurchgehender 
Kegelschnitt mif der Quadrißaeche 
die Raumkurven in einer Involution 
auf sielt selbst. 

Satz : .Ein zu dem letzten Satze 
korrelativer Satz. 

Satz : Ein Ebenenbuesclzel 
[ A4P] und eine durch A4 hindurch­
geltende Raumkurve dritter Ordnung 
bestim11zen eine Im10!1ttion mif der 
Raumkurve. 

Satz von Pascal im Raume : 
Sind A 4, Pi, P2 , Pa, P4, P5 , P6 irgend 
sieben Pzml,te azif einer Raumkurve 
dritter Ordnung K 3 in einer Quad­
rißaeclze Q", so liegen die ,m·r 
Punlde A 4, 

(({A4PJ>J, Q')({A4P4Pa}, Q2
)), 

(({A4P,Ps}, Q2)({A1P;;Pd, Q2
)), 

(( { A4P3P4}, Q2
)( { A4P6Pi}, Q2

)) 

auf einem Kege!sclmitt in Q2
• 
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225. Satz von Brianchon. Satz von Brianchon im Raume. 

Es ist zu bemerken, dass die letzten Saetze wesentlich nichts 
anderes als die Pascal'schen resp. Bdanchon'schen Saetze des Kegels 
(A 4, K3) sind. 

xxvm. 
Analogien zwischen Kegelschnitten und ebenen 

kubischen Kurven mit Knotenpunkten, 

226. Da zwischen Kegelschnitten und Raumkurven dritter 
Ordnung Analogien bestehen, und die Raumkurven dritter Ordnung 
immer in ebenen kubischen Kurven mi~ Knotenpunkten projiziert werden 
koennen1, so koennen wir zwischen den ebenen kubischen Kurven mit 
Knotenpunkten und den Kegelschnitten Analogien azifstellen; z.B.-

227. Satz: Ein Kegelschnitt 
ist durch irgend zwei projektive 
Geradenbueschel bestimmt. 

228. Satz : Eine Gerade und 
ein Kegelschnitt bestimmen eine Jn­
volutz"on auf der Geraden sowie auf 
dem Kegelschnitt. 

Satz : Eine ebene Kurve dritter 
Ordnung mit Knotenpunkte ist durch 
ein Kegelsclmittsbueschel (A1A 2A3P) 
und ein dazu prqfektives Geraden­
buesc/zel ( A1) bestimmt. 

Satz : Eine ebene Kurv_e dritter 
Ordnung mit Knotenpunkte und ein 
durch den Knotenpunkt hindurc/ige­
hender Kegelschnitt bestimmen eine 
Involution auf dem Kegelschnitt 
sowie auf der Kurve dritter 
Ordnung. 

229. Ebenso koennen wir die zu 214-225 entsprechenden Ana-
logien aufstellen. 

XXIX. 

Einige Eigenschaften der Raumkurven dritter 
Ordnung, 

230. Mit Benutzung des Prinzips, dass jede Raumkurve dritter 
Ordnung in eine ebene knotige Kurve dritter Ordnung projiziert werden 
kann, koennen wir die SJetze in 188, 189, 190, 191, 192, 193, 194, 
195 auf die Raumkurven dritter Ordnung anwenden. 

2 3 r. Also z.B. der Satz in I 88 wird : 

l Basset, Treatise on the Geometry of Surfaces, pp. 99-100. 
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Satz: Es seien {OAB}, {OAC}, {OA'B'}, {OA'C'} durch einen 
Knotenpunkte A einer Raztmkurve dritter Ordnung ztnd durch einen belie­
bigen Punkt O ausserhalb derselben gezogene Tangentialebenen, welche in 
den Punkten B, C, B' bez. C' die Kurve beruehren ,· es schneide eine 
beliebige durch 0, A gehende Gerade die Kurve dritter Ordnung in den 
Punkten P1 und P2, die Ebenen { OBC} und {OB'C'} in E bez. E'; dann 
ist (P1P2, EE') eine harmonische Gruppe. 

232. Und der Satz in 189 wird: 
Satz: Sind {OAB}, {OAC}, {OAB'} und {OAC'} vier von einem 

Kurvenpunkte A einer Raumkurz,e dritter Ordnung und durch einen 
beliebigen Punkt O ausserhalb derselben gezogene Tangentialebenen, dann 
bilden {OBC}, {OB'C'}, {ODA}, {ODT} eine harmonische Gruppe, wobei 
[OD]=[{OBC}, {OB'C'}] und {ODT} die Tangentialebenen an D der 
Kurve sind. 

XXX. 

Einige projektive Saetze ueber Flaechen zweiter 

und dritter Ordnungen. 

233. Ausgangssatz: Besitzt ein System von Quadriflaechen eine 
Kurve gemein, so schneidet jede Gerade die Quadriflaechen in involuto­
rischen Punkten. 

Aus diesem Satze ergeben sich die folgenden zwei Saetze : . 
Satz : Besitzt ein System vou Quadrijlaechen eziie Kurve gemei·n, so 

schneidet eine die Kurve z1iermal betreffende Raumkurve dritter Ordnung 
die Quadrijlaechen in involutorischen Punkten auf der Raumkurve dritter 
Ordnung. 

234. Satz: Besitzt ein System von Quadrijlaechen eine Kurve 
genzei·n, und sz"nd A 1, A 2 irgend zwei· Punhte auf der Kurve, dann schneidet 
jeder. durch Ai, A 2 lzindurchgeltende Kegelschnitt die Quadrijlaechen in 
im1olutorischen Punkten auf sich selbst. 

Beweis. Die Ebene des durch A 1, A 2 hindurchgehenden Kegel­
schnittes schneidet die Quadriflaechen in einem Kegelschnittsbueschel, 
und mit Ruecksicht auf dem Satz ii in I 29 erhaelt man daher unsren 
Satz. 

235. Ausgangssatz: Ein Kegelschnitt schneidet die Ebenen eines 
Ebenenbueschels in involutorischen Punkten auf sich selbst. 

Aus diesem Satze ergeben sich die folgenden Saetze : 
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Satz : Besitzt eiu System von Flaechen dritter Ordnung mit vier 
Knotenpunkten A1, A2 , A 3 A 4 eine durch A 1, A 2, A 3 A4 hindurclzgelzendc 
Raum/Jurve dritter Ordnung gemein, so schneidet ein durch A;, A,1 hin­
durchgehender Kegelschnitt die Flaechen in involutorisclzen Punkten auf 
sich selbst. 

236. Satz: Besitzt ein System von Flaechen dritter Ordnung mit 
vier Knotenpunkten Ai, A 2, A3, A4 eine durch Ai, A2, Aa, A 4 hindurchge­
liende Raumkur,,e dritter Ordnung gemein, so schneidet ein durch A.i 
hindurc!zgehender und die Geraden [ A;Ak], [ AiA1] bth;~tfender Kegelsclmitt 
die F!aechen in involutorisclten Punkten auf sielt selbst. 

237. Satz: Besitzt ein System von F!aeclzen dritter Ordnung mit 
vier Knotenpunkten Ai, A 2, A 3, A4 eine durch A 1 , A 2, A 3, A 4 hindurch­
gehende Raumkurve dritter Ordnung gemein, so schneidet ein durch A,, 
Ak hindurcltgeltender Kegelschnitt die Flaeclzen in involutorisclzen Punkten 
auf sich selbst. 

238. Satz: Besitzt ein System von Raechen dritter Ordnung mit 
vier Knotenpunkten A1, A 2, A 3, A 4 eine durch A1, A 2, A 3, A 4 hindurc!z­
gehende Raumkurve dritter Ordnung gemein, so schneidet eine [ AiA.1] 
betreffende Gerade die Flaechen in involutorisclten Punkten auf sich selbst. 

239. Ausgangssatz: Besitzt ein System von Quadriflaechen eine 
Kurve gemein, so gehen die Polarebenen eines Punktes durch eine 
Gerade hindurch. 

Aus diesem Satze ergeben sich die folgenden Saetze : 
Satz: Es haben ez'n System von Quadrijlaeclzen eine durclt vier 

Punkte A1 A 2, A3, A 4 ltindurchgehende Kurve gemein; es sclzneit!e eine 
bewegliche, durch die fuenf Punkte P, A 1, A2 , A3, A 4 hindurclzge/zende Raum­
kurve dritter Ordnung die Quadrijlaechen in den Punktepaaren P;, P/; 
dann ist der Ort von Q; derart, dass (PQi, PiP/);e eine !zarmonisc!ze Gruppe 
bilden, eine durch A 1, A 2, A3, A 1 lzindurclzgehende Raumkurve dritter 
Ordnung. Und korrelativ hierzu. 

240. Satz : Es sc!zneide eine beweglic!ze durch fuenf Punkte A 11 A 2, 

A 3, A4, P hi11durclzgehende Raumkurve dritter Ordnung die Ebenen eines 
Ebenenbuesc/zels [AiR], (J= r, 2, 3, 4) in den Punktepaaren P,, P/; dann 
ist der Ort von den Punkten Q, derart, dass (PiP/, PQi) ;e eine harmon­
ische Gruppe bilden, eine durch A.i hindurchgehende Gerade. Und korre­
lativ hierzu. 

24 I. Satz : Besitzt ein System von Quadrijlaechen zwei Kegelschnitte 
k2, k'2 gemein ; schneidet ein beweglic!ter durc!z zwei auf keiner der 
Quadrijlaeclzen liegenden Punkte A 4, P !zindttrcltgeltender und k2 zweimal 
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betreffender Kegelschnitt die Quadrißaechen des genannten Systems in den 
Punktepaaren Pi, P/; dann ist der Ort von den Punkten Qi derart, dass 
(PiP/, PQi) je eine harmonisclze Gruppe bilden, ein durch A 4 !tindurchge­
!tender und k2 zweimal betreffender Kegelschnitt. Und korrelativ hierzu. 

242. Satz : Sc/meidet ein durch zwei feste Punkte P, A 4 hindurcltge­
!tender und einm festen Kegelschnitt ki zweimal betreffender Kegelschnitt 
die Ebenen eines Ebcnenbuescltels, dessm Aclzse niclzt mit A4, k2 inzident 
ist in den Punktepaaren Pi, P/, dann ist der Ort von den Punkten Q,: 
derart, dass (_PiP/, PQ1) je eine lzarmonisclte Gruppe bilden, eill durch A4 

!tindurclzgelzcnder und k2 zweimal betrejfender Kegelschnitt. Und korrelativ 
lzierzu. 

243. Die folgenden zwei Saetze ermoeglichen uns ebenso ein 
System von Saetzen aufzustellen: 

Satz : Besitzt ein System von Quadriflaechen eine Kurve gemein, 
so erzeugen die Polaren einer festen Geraden eine Regelflaeche zweiter 

Ordnung. 
Satz : Besitzt ein System von Quadriflaechen eine Kurve gemein, 

so erzeugen die Polaren einer festen Ebene eine Raumkurve dritter 
Ordnung. 

XXXI. 

Einige projektive Saetze ueber Flaechen vierter Ordnung 
· je mit einem knotigen Kegelschnitt und 

einem Knotenpunkte. 

244. Satz : E'ine Flaeclze vierter Ordnung mit einem Knotenpunkte 
A4 und einem knotigen Kegelsc!tnitt k 2 (A1A2A3PQ) und ein durc!t A4, P, 
Q lzindurclzgehender Kege!sclmitt bestimmen eine Involution auf dem 
Kegelschnitt. (Vgl. 207). 

245. S:itz: Eine Flm'C!ze vierter Ordnung mit einem Knotenpunkte 
A4 und einem knotigen Kegelsclmitt k 2 (A1A2A3PQ) und eine entweder 
durch A 1 oder durch P hindurclzge/1endc Gerade bestimmen eine Involution 
aef der Geraden. (Vgl. 208). 

246. Satz : Ein durclt A4, P, Q !tindurc!tgehender Kegelschnitt 
schneidet ein System von eine Kurve gemein !tabenden F!aechm vierter 
Ordnung mit einem Knotenpunkte A 1 und einem knotigen Kegelsclmitt k2 

(A1A 2A8PQ) in einer Involution auf sich selbst. (Vgl. 209). 
247. Satz: Eine entweder durch A 4 oder durch P hindurchgehende 
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Gerade sclzneidet ein System von eine Kurve gemein lzabenden Flaechen 
vierter Ordnung mit einem Knotenpunkte A4 und einem knotigen Kegel­
schnitt P (A1A2A3PQ) in einer Involution auf sich selbst. (Vgl. 2ro). 

248. Wir koennen die den in 244-248 gegebenen S:ietzen entsp­
rechenden Saetze bezueglich einer Flaeche sechster Ordnung aufstellen, 
die eine Gleichung von der Gestalt besitzt : 

2 2 2 + 2 2 2 + 2 2 2 + 2 2 .2 + ( aux 2X 3.X4 ,a22X 3% ,X 1 a33X ,x 1X 2 a;;X 1X2X 3 2X1X2%3%4 a12X3%4 

+ a13X4X2 + a14X2X3 + a23X1X4 + a24X1X3 + 34X1X2) = 0. 

xxm. 
Ebene Interpretationen der Saetze von Pascal 

und Brianchon im Raume. 

249. Pascal'scher Satz1
: 

Liegt ein Sechsseit auf einer Re­
gelflaeche zweiter Ordnung, so 
liegen die drei Geraden, in welcher 
die drei Paar Tangentialebenen 
der Flaeche in den gegenueberlie­
genden Ecken des Sechsseits paar­
weise sich schneiden, in einer 
Ebene. 

Brianchon'scher Satz1
: Liegt 

ein Sechsseit auf einer Regelflaeche 
zweiter Ordnung, so schneiden sich 
die drei Paar Diagonalen in einem 
Punkte. 

Ebene Intepretation. Es ist nur noetig, den Fall des Pascal'schen 
Satzes zu zeigen. 

Es seien r, 2, 3 irgend drei Erzeugende eines Systems und 11, 2 1, 

3' irgend drei Erzeugende des andern Systems auf der Regelflaeche 
zweiter Ordnung R 2

• Es bestimmen ((II'), (12'), (221
), (23'), (331

), (31 1
)) 

das Sechsseit. Man nehme (32')=c;A1, (2r')=A2, (r3')=A3, einer der 
zwei Durchschnittspunkte ([ { ( r I '), (221)(331

) }{ ( 1 2')(23')(3 r 1 )} ], R2)= A 4• 

Bezeichnet man die Tangentialebene in (ij) mit { (ij)}, so sind 

[ { ( I r ')} , { ( 2 3 ')}] = [ A2A3], 

[{(121
)}, {(33')}]=[AaA1], [{(221

)}, {(31')}]=[A1A2]; 

und die drei Geraden [ A,A3], [ A3A1], [ AiA2] liegen offenbar in emer 
Ebene. 

1 Nach Hesse. 
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Fig. 7. 

Betrachtet man die­
ses Gebilde von der Pseu­
dogeometrie in Kap. IV 
aus, so ist die Regelflaeche 
zweiter Ordnung eine Pseu­
doebene, in welcher die 
Geraden 1, 2, 3, 1', 21

, 31 

die Rolle der Pseudogera­
den spielen. 

Bezueg!ich des Pseudo­
sec!zssei1s ((11') (121) (221) 

(23')(331)(31 1
)) gilt der 

Pascal'sche Satz in der 

Pseudoebene, welcher wesentlich zum Pascal'sc!ten Satze im Raume aequi­
valent ist. In der Tat liegen die drei Pseudopunkte ([( r 1 ')( l 2')][(23') 
(331

)]), ([(r21)(22')][(33')(3r')]), ([(22')(23')][(31')(11 1
)]) in der uneigent­

licheri Pseudogeraden erster Art Ai( { A 1A 2Ag}, R2
), da die drei Pseudo­

punkte tatsaechlich drei Erzeugende des Kegels Al { A1A2A 3}, R 2
) sind. 

Diese Pseudogerade ist als die Pseudo-Pascal'sche Gerade des Pseudo­
sechsseits anzusehen. In der Tat liegen die drei Pseudopunkte ( l r'), 

(221
), (33') auf der Pseudogeraden ({(r 11)(421)(331

)}, R 2
), und die drei 

Pseudopunkte ( 1 21), ( 2 3 '), ( 3 1 ') auf der Pseudogeraden ( { ( 1 21)( 23')(3 1 ')}, 
R2). 

250. N.B. Die in 249 gegebenen Pascal'schen und Brianchon'schen 
Saetze. im Raume sind den vier Arten von den Pseudogc01netrien und der 
gewoelznlichen Geometrie wesentlich gemeinsam. 

In der in Kap. III besprochenen Pseudogeometrie : 

Pascal'scher Satz : Fundament­
alpunkte: (13')=A1 , (32')=A2, 

(2 r')=A3, (ein beliebiger Punkt auf 
der Regelflaeche zweiter Ordnung) 
=A4. 

Das Pseudosechsseit: 

([(11 1)(121)][(12')(22')] 

[( 221
)( 2 31)1 [( 2 3')(33')] 

[(33')(31 1)][(31 1)(11 1
)]), 

die Seiten aus den eigentlichen 

Brianchon'scher Satz: Funda­
mentalpunkte: (31 1)~A1 , (12')=A2, 

( 2 3') = A 3, ( ein beliebiger Punkt 
auf der Regelflaeche zweiter Ordn­
ung)=A4. 

Das Pseudosechsseit: 

([( 1 I ')( I 21
)][( I 21)(221

)] 

[ ( 22')( 2 31):J[ ( 2 3')(3 3' )] 

[(33')(31 1)][(31 1
)( l 1 ')]), 

die Seiten aus d211 eigentlichen 
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Pseudogeraden dritter Art beste­
hend. 

Die Pseudotangentialebenen : 
{ ( r 2')A1A 2 } etc, die eigentliche 
Pseudoebenen dritter Art sind. 

Die drei Pseudodurclzsclmitts­

ti:nien: [A1A2], [A2A3], [A3A1], 
die uneigentliche Pseudogerade 
dritter Art sind. 

Die Pseudo-Pascal' sc!te Ebene : 
A4, die eine uneigentliche Pseudo­
ebene ist. 

Pseudogeraden dritter Art beste­
hend. 

Die Pseudodiagonalen : [( 3 1 ') 

(221
)], [(~')(33')], [(23')(0')], die 

eigentliche Pseudogeraden dritter 
Art sind. 

Der Pseudo-Brianclton'sche 

Punkt: ( [(3 11
) (22')] [( 11 ') ( 23')] 

[ ( 121)(331
) l ), welcher ein eigent­

licher Pseudopunkt ist. 

In der in Kap. IV besprochenen Pseudogeomentrie: 

Fundamentalpunkte : ( I 31
) = A 1, 

(32')=A2, (2r')=A3, (ein beliebiger 
Punkt ausserhalb der Regelflaeche 
zweiter Ordnung)=A4• 

Das Pseudosechsseit : 

([ ( I 11
)( I 2 1

) ], [ ( 1 2 1)( 221)], 

[(221)(231
)], [(23')(33')], 

[(33')(31')], [(31 1)(11 1
)]), 

wobei die Pseudoseiten eigentliche 
Pseudogeraden dritter Art sind. 

Die pseudotmzgentia!ebenen : 

([(12')(131)][(121)(321
)], k\AJ) etc., 

die eigentliche Pseudoebenen dritter 
Art sind. 

Die drei Pseudodurchsclznitts­

linien: [([(121)(131)][(12')(32')], k2, 
A4), { ( I 3')(321)A4} J etc., die eigent­
liche Pseudogeraden erster Art 
sind. 

Die Pseudo-Pascal' sehe Ebene : 
A 4, die eine uneigentliche Pseudo­
ebene ist. 

Fundamentalpunkte: (31')=A1, 
(12')=A2, (23')=A3, (ein beliebi­
ger Punkt ausserhalb der Regel­
flaeche zweiter Ordnung)=A4• 

Das Pseudosec!tsseit : 

([(11')(12')], [(121)(22')], 

[(221)(23')], [(23')(33')], 

[(331)(311
)], [(31 1)(11')]), 

wobei die Pseudoseiten eig~ntliche 
Pseudogeraden dritter Art sind. 

Die drei Pseudodiagonalen : 

[(31 1
)( 221

) l[( 11 1
)( 2 31

)], [ ( l 21)(3 3') ], 
die eigentliche 
dritter Art sind. 

Pseudogeraden 

Der Pscudo-Brianchon'sche 

Punkt: ([(31 1
) (22')],[(11') (23')], 

[(12') (33')]), der ein eigentlicher 
Pseudopunkt ist. 
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Ganz ebenenso koennen wir die beiden Saetze in die beiden in 

XVII, XIX betrachteten Geometrien ohne wesentliche Aenderung 
einfuehren. 

Schlusswort. 

Die Hauptfruechte dieser Abhandlung sind No. r (S. 310), 50 

(S. 338) und 94 (S. 358). 
Auf Grund dieser Prinzipien koennten wir noch folgendes hinzu­

fuegen: 

I O die Prinzip:en 50 und 94 zur in Kap. II betrachteten Pseudo­

geometrie (und auch vielleicht zu jeder in I besprochenen Pseudogeo­

metrie) Hessen sich erweitern ; 
2° indem wir die Cayley-Kleinsche Maassbestimmung in jede 

Pseudogeometrie ohne Schaden der Doppelverhaeltnisse einfuehren, 

liessen sich pseudoelliptische, pseudoparabolische und pseudohyperbo­

lische Geometrien aufbauen und zahlreiche schoene Analogien daraus 
erzielen; 

3° in allen Pseudoraeumen Hessen sich Pseudoliniengeometrien 

aufbauen; 
4 ° liesse sich die unendliche Pluralitaet der raeumlichen Cremona­

Transformationen beweisen ; 

5 ° Dr. Berliners (S. die Fussnote auf S. 3 r I) " une loi de la 

pluralite infinie permettant d'interpreter chaque theor.eme de la geornetrie 
projektive d'une infinite de manieres " koennte man eine neue Form 
geben.• 

6° Ueberdies glaube ich voraussehen zu koennen, dass die pro­

jektive Geometrie von Staudts sowie die Theorie der raeumlichen 
birationalen Transformationen in kurzem auf Grund dieser Prinzipien 

eine grosse Ergaenzung erhalten werden. 

Mai 29, 1918. 


