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Soient /;ù, ~1, ...... , /;,. les coordonnées de Weierstrass d'un point 

dans un espace non-euclidien de n dimensions dont la courbure d'espace 
I 

est 1r:T· Pour les coordonnées du point, no-:ls pouvons prendre les 

nombres 

Soient 

les formules qui donnent les coordonnées d'un point d'une courbe 
gauche I' en fonction d'un paramètre t. Nous désignerons par 
_J .JI (r) 1 d' • ' "' · d i?me d x ., .;i; ., •••••• , x. es envees prem1e1e, secon e, •••••. , r e x. pa~ 
rapport à la variable t, et nous supposerons ici que .:i:-0 , x1 , .:i:-2, ...... , x,. 
admettent des dérivées jusqu'à l'ordre n. 

Prenons les r+ I points P0 [.x(t)], Pi [.x(t+ ,6t)], •••... P,. [.x(t+r.6t)] 
de la courbe I'. Alors on trouve que les coordonnées du pôle absolu 

,.Q du r point1 
( P0 , P1 , •••••• , Pr-i) dans le r + I point ( P0 , Pi, ...... , P ,,_.1, P,.) 

sont 

1 Voir le memoir de D'Ovidio. Math. Ann., t.12, p. 403. 
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(xx') ............... (xx-1
) X; 

(x' x') ............... (x' x-·1) f 
(xx') ............... (x,i-1

) .:r. 

j 
(xx) (x.x') ... (xx-1

) 

Ct x) (x' x') ... (x' x-1
) 

(,é_:tx) (~r-1) ... (1r-lxr-1) 

(xx) -(xx') ... (xxr) 

(x'x) (x'x') ... (x'xr) 

(l,rx) (~x') ... (x",r) 

(i=O, I, 2, •..•.. , n), 

On voit donc facilement que 

(rY py) =0, (r=/=p) 

Cry py)= I. (r=p). 

Par ( I) on voit ainsi que y. est une fonction de la variable t. Lors­

que le point P décrit la courbe F, le point Q décrit en même temp la 

courbe rb6· Nous appellerons la courbe la r•nn• courbe polaire absolue 

de I'. Soit Q' le point de rb6 qui correspond à l'autre point P' de 
arc OQ' I'. La limite du rapport pp, , quand P' tend vers P, s'appellera 
arc • 

arc QQ' 
la r0ne courbure de I' au point P. Au lieu de la limite de arc PP' 

nous pouvons considérer évidemment la limite de 

OQ' sin--=:::__ 
k 

. PP' 
Stn-k-

Désignons cette limite par -le- et en cherchons l'expression. 
r 

Or 

sin Q(J 
k J 1 

(rY (t) rY(f)) (yr(t) rY(f+ 6.t)) 
= (rY (t+ 6f) rY(t)) (,y(f+ 6 f)ry(t+ 6 t)) 

(ry(t) rY(f)) (y,(t+ 6f) rY(t+ b.t)) 

(r= 1, 2, •.•... , n-1). 
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De la formule ( I) on tire 

(,y(t) ,y(t)) (ry(t+ 6t) ,y(t+ 6t)) 

(xz) ( r-1) (z() (x.x) ... (xz'-1) (zxr+1) ••• X~ 

cJ-lz). • .(zL.x,.-1) cJr-1,xr+l) (;r-1,x) ... (,t.:r-lzt'-l) (;r-lz') 

(x'.x) ... (xrx-1) (xx) (x,.x) ... (x' xr-1) (zrzr+l) 

(xx) ... (x{-1) (xx) (xx) ( r-1) (zzr+l) ••• XX 

1 (;r-1.x) ... c)-1xr-1) c~-1.xr) xi--1x) • • .(;r-l;t"r-1) (xr-l_x"+l) 

(x,.Hx) ... (z'+1x•-1) (xr+ix') xr+tz) • • .(.xr+ixr-1) (zr+1.x3·+1) 
.Jt 

(xx) ( r-1) ...... [X (~x') 

(xr-1.x) ...... (ir-Lxr-1) (xr-lzr) 

(x'x) ( r r-1) •••••. XX (xr,r') 

+ 8L1t, 
ici 

Par l'emploi du théorème de Sylvester, l'expression sous la radicale 
se déduit à 

ou 
(xx) ...... (.xxi) 

Li= 

(i•x) ...... (~•_xi) 

D'autre part, nous avons 
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i/,61 w k . ,0,t+ ,0,t; 

ici 
lim W=o. 

b.t---")>0 

Par suite, la formule ( I) qui donne la ,.am. courbure devient 

En particulier, dans le cas euclidien, il faut considérer la limite de 

l'expression de la valeur de la courbure pour que ; 2 tende vers zéro. 

Dans ce cas, en passant aux coordonnées cartésiennes ~ = ~"t , ~ 
Xo 

on aura 

où 
*~ ..,; ...... *; 2 

*~' *;' ...... *~ 
Di= 

( ~\$11) ...... ( *i .<ll) 

La formule est déja obtenue par Brunel1 et Landsberg.2 

Maintenent, nous cherchons les formules dans l'espace qui doivent 

correspondre à celles de Frenet dans l'espace euclidien. 
La différentiation de l'expression pour rJ't par rapport à t donnera 

drJ'i _ I : . . : f 
( 

(xx) ... (xx") . (zx) ... (xx~-1
) .xi 

dt-fJ ill~r-t (xr ~
1x) ... (x'-1.x') (xr-1.:t-) ... (xr-lxr-1) x;-1 

r-1 ,. 
(.:rx) ... (xrx') (x'Hx) ... (x'+l_x-rH) -1;+1 

(zx): ... (xx'-1) xi (xx) ... (xxr-1
) (xxr+1) ) 

(.:r-tx) ... (xr-1xr-1) ~i-1 (.x-r-Ix) ... (xLxr-1) (xr-1xr+1) 

(x"x) ... (x"x'-l) Xi (%''X ... (XrXr-l) (zrzr+I) 

1 Brunel, Math. An_n. 19. 

2 Landsberg, Crelle. 114. 
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(

' (xx) ... (.xxr-1) xi (xx) 

- 6.r (x"-lx) ... (x"-lxr-1) ;;-1 • (.x"-1.x) ... (x'·-2.xr-2) (x"-2xr) 

(x,.x) ... (x,.x) x" (x 1
·-

1x) ... (xr-1x"-2) (x"-1.xr) 

(xx) ... (jx,·-1) (xx) ( r-2) (xxr) xi 

)} 
••• XX 

(xr-2x) ... (i'·-2xr-1) (x"-lz) • • • (z"-lz''-2) ( Xr-1.:i;r) .,r;-1 

(.x"-1.x) ... (.xr-1.:i;r-!) (x"x) ( r r-2) (x,..x') ,. ... X% %i 

Par l'emploi du théorème de Sylvester, on aura 

ici 

(x.:i:) ...... (x.x'-1) xi 

(x' .x) ...... (.x' xr-1) x: 
( 

i r ) ( :,. r-1) r X X , ••••• X X Xi 

Par suite 

(2). 

De meme 

Ce sont les formules cherchées. Dans le cas n= 3, on aura les 
formules suivantes 

Les formules sont déja obtenues par Bianchi.1 En divisant les deux 
membres de l'équation ( 2) par k2 et considérant les limites, il en suit 
les formules dans un espace euclidien 

1 Voir Bianchi. Lezioni di Geometria Différenziale, p. 457. A. Razzaboni: Le formale 

del l"renet in geometria iperbolica e laro applicazioni. (Bologna, Gamberini 1897). 
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De même 

(i=O, I, 2, .... n) 

(~:' Al) ...... (Al *r-1) *; 

(lr,i/) •••••• (~*r-1) l~ 
(*'*') ·••·•• (**r) 

' ' ' ' 

I (~'*') ...... (;ll('H) 

'\I (#-l""") • •• ••• (*"~1$r-l) 

(i= I, 2 1 •••••• n). 

(;r*I) •···•• (*"*') 

On voit que 

(r=!= s); 

(r = s). 

(5); 

Les formules (4) et (5) ont été obtenues aussi par Brunel et Lands­
berg. 


