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Soient &,, &,.ee... , & les coordonnées de Weierstrass d’un point
dans un espace non-euclidien de # dimensions dont la courbure d’espace

I . . ‘
est ~ Pour les coordonnées du point, nous pouvons prendre les

nombres

Soient
Zo=0,(8), 51=¢1 (&), ceurrenrn.. , Tn=d, (),

les formules qui donnent les coordonnées d’un point d’une courbe
gauche I' en fonction d'un paramétre 2z  Nous désignerons par
2y Ay , £ les dérivées premiére, seconde, ...... , 7™ de x; par
rapport a la variable ¢, et nous supposerons ici 'que Koy Xyy Xy eennns ,x,:,
admettent des dérivées jusqu’a 'ordre 7. ;

Prenons les 7+ 1 points 7, [A#)], P [#(t+ AD)], ...... B.[Ht+7AP)]
de la courbe I' Alors on trouve que les coordonnées du pole absolu
2 du 7 point' (7, A, ...... , P._;) dans le 7+ 1 point (B, A, ...... Py, P
sont

1 Voir le memoir de I)’Ovidio. Math. Ann,, t.12, p. 403.
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(xx)  (#A) i (z2) @,
(fx) () i (x’:ic""l) :Er’i
(%) (FH) oo, () o,
rJi= o B - (I)
()  (@a”) ... (22 (zx) (22) ... (22"

#2) (@7) (@27 | | (#F2) @) ()
(%) () . ()| | D) ) ()
(=0, 1, 2, ...... , 1),
ici
(P2 =i+ 2l + ... + 2 2.

‘On voit donc facilement que

(v pp)=0, (=)
(ypy)=1. (r=2).

Par (1) on voit ainsi que y; est une fonction de la variable z Lors-
que le point P décrit la courbe F, le point Q décrit en méme temp la
courbe ,§3. Nous appellerons la courbe la »*™ courbe polaire absolue
de I Soit @ le point de ,§3 qui correspond a lautre point / de

/
I’ La limite du rapport %:—c—%%—, quand /' tend vers £, s’appellera
¢ .

!
la #*™ courbure de I" au point 2. Au lieu de la limite de arc 90"
arc PP

nous peuvons considérer évidemment la limite de
oo’
~

sin =<~

sin

£

Désignons cette limite par 7%— et en cherchons l'expression.

r

Or

(- (@) 2(2) (7:2) 3(2+ L2))
oo Gy @+ 08y 9(8)  (He+o89(@+02)

@) @) 2+ 20 9+ 1))

?
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De la formule (1) on tire

(0.5 (2)) (@) »y(t+ 12))

(Ht+00,9(8) (y(@E+00,y(E+020)

(&) (@) (ryt+ 08 A2+ 12))

()
(x ).

(x72)

(xf)

).

. ..(xix"‘) (x:x')

.(;‘::’r—-le—l) (J,;r—-lxr)

) ()

(x;—ﬁlxr—d) (;:r—lxr)

(xx) ...(x?:""‘) (x;x"‘")

(;Lj’*‘x). . .(x’:’*’x"—‘) (;\,'E'“flx )

(%) ("2 ()
(xx) ...(x?rr”l) (;r:x"‘“‘)

x;-—lx) . (x:r——lxr~1) (J;fr—lf+l)

J (FH0). (2 ) () || 2702 (e ) (2T
= Az
(xx) ... (2™ (227)
() () (2717
(#2) ...... ("2 (2727
+ 64¢,
ici lLim 0=0,
ot=—>0

Par 'emploi du théoréme de Sylvester, expression sous la radicale
se déduit a

A r—1 A r4+1

N ’
ou
(22) .o (x2%) P7% R || 2
i HoX] aannn x)
AV = Y eerereccniseacas
(#2) o (#49) 252t el
D’autre part, nous avons
A/ (#%) (22')
7 ’ 1
sinP @) @D o war

£ (z2)?
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=—‘/16A. N2 O

ici SR
lim W=o.

aAr—>0

Par suite, la formule (1) qui donne la 7™ courbure devient

I _ 2 FAV4 W
R Ne N

En particulier, dans le cas euclidien, il faut considérer la limite de

. ' I .
Pexpression de la valeur de la courbure pour que —- tende vers zéro.

k?
r r . xl
Dans ce cas, en passant aux coordonnées cartésiennes # =-—"1, #
%o
X : x
=2 ..., #%=1" on aura
. %o *o
i —_ -Dr—l r+1
2 2 ’
Rr -Dr -Dl
ou
@) ... (# 4% ) Hy .. x|} 2
' : Tl A #,,
.D-;= ..................
(#4) ...... (#'#°) #ow Ll

La formule est déja obtenue par Brunel' et Landsberg.?

Maintenent, nous cherchonsles formules dans 'espace qui doivent
correspondre a celles de Frenet dans 'espace euclidien.

La différentiation de I'expression pour .y, par rapport a 7 donnera

rJi I i i : : i
dt Ag Ag Dl { (27 ) o () | (%) e () 2t
T l (z) (272 (™ x) . (7T g

B [ B [ R I e

() o () 2| ) ) (e

(r) () a2l | e (@) ()

1 Brunel, Math. Aunn. 19.
2 Landsberg, Crelle. 114.
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|62 ™ | @) ) (x27)

AT (x;"“x) e (@2 ;;;4 (J;"_lx) o U 27 ( L2 ")

(%) ... (x77) z" (') . () (7T

(xx) ({x"“) ) (xx) v (2™ (22T

(x™%) ... (x"22") (,‘;7" %) e () (2727 2

(%) . (2 (@) @7 () g

Par 'emploi du théoreme de Sylvester, on aura

4 ;}jt/l = 3_1 3 {Az-—l Nr+1_’ A% Nr—ll ;
DN I
ici
(2x) oo (2™ ™) =z,
N.= |(@'%) ... (#'2™) x5
(#7%) eeunn (:Erxr‘l) x5
Par suite
d;’{{ = T%Jr" - T]?,J_/:’ (r=1, 2, ...... ,—1) (2).
De méme
2oy 1)1 s - n1Yi (3).
ds k7 ds R,

Ce sont les formules cherchées. Dans le cas #=3, on aura les
formules suivantes

do_J’t: 1Vs dlyi Vi oY

das RO ’ ds Rl .Ro !

4y . Vi 1Vs dsys oY

ds Rg Rl ’ ds Rz

Les formules sont déja obtenues par Bianchi! En divisant les deux
membres de I'équation (2) par £ et considérant les limites, il en suit
les formules dans un espace euclidien

1 Voir Bianchi. Lezioni di Geometria Différenziale, p. 457. A. Razzaboni: Le formale
del Frenet in geometria iperbolica e laro applicazioni. (Bologna, Gamberini 1897).
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da;:i = ’}f‘i — }E‘“j (i=0, 1, 2, ..., ) (4).
De méme
Lo e, Dt im0, 12, m) (5);
ici
(#H) oo ()
(#H) ... () &,
Ta,,;: .
/(g'%/) ...... @) | [#F) o (#5)
N @#) o )| @) o ()
(=1, 2, ... #).

On voit que
(ed)=o, (reks)
(e 0) =1, (r = s).

Les formules (4) et (5) ont été obtenues aussi par Brunel et Lands-
berg. :




