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位置尺度母数をもつ切断分布族における
位置母数の固定幅の逐次区間推定

筑波大 $\circ$ 数学系 小池健一 (Ken-ichi Koike)
筑波大・数学系 赤平昌文 (Masafu而 Akahira)

1. はじめに

一般に, 位置尺度母数をもつ分布の平均に対して, 非逐次で固定幅の区間推定をしよう

としても, 不可能であることが Lehmann[L51] により示されている.

平均と分散力味知の分布族において, Chow and Robbins [CR65] は, 平均に対する固定

幅の逐 $\backslash R$信 区間を構成している. この信頼区間は, 区間幅 $d$ を 0 に近づけたとき漸近一

致性を持ち, しかも, 分散が既知のときの最小の標本数 (標本の大きさ) と逐次推定に必

要とされる標本数との比が 1 に収束するなどよい性質をもつことが分かる. この推定方式

はもともとの分布型を仮定しなくてもよい長所があるため, その 2次の漸近展開を求める

など多くの研究がある (例えばWoodroofe [W77] など).

非正則な分布に対する逐次区間推定としては, 区間 $(0, \theta)$上の一様分布に関して, Grayb徂

and Connell GC64], Cooke [C071], Akahira [A93], Bose [BO1], Mukhopadhyay and Cic-

conetti [MC02] など多くの研究がある. この場合には, 標本の最大値が完備十分統計量にな

り, 未知母数も一変数であるので, 比較的取り扱いやすい. また, 区間 $(\theta-(1/2), \theta+(1/2))$

上の一様分布に関して, Wald [W50] は, 補助統計量を用いたある推定方式が, 非逐次推

定方式よりも優れた逐次推定方式となることを示し, これは, 逐次解析の分野では極めて

重要とされている.

一方, 位置尺度母数をもつ一様分布, すなわち区間 $(\theta-(\xi/2), \theta+(\xi/2))$ 上の–様分布

に関しては, ほとんど研究がなされていなかったが, 最近, Akahira and Koike $[\mathrm{A}\mathrm{K}04]$ は,

位置尺度母数をもつ一様分布族において, 平均に対する固定幅の信頼区間を構成した. こ

こでは, 切断分布の位置尺度母数分布族を考え, その位置母数に対する固定幅の信頼区間

を, [AK04] における方法を参考にして構成することを考える. その結果, 台の端点て密

度関数が 0 とならない場合には, 新しい推定方式が [CR65] の方式より標本数の意味で優

れているが, 0 となる場合には, 新しい推定方式は高々同等であることが分かる. このこ

とは, 密度に関する情報を取り入れて推定を行えば, 標本数を十分に節約できることを示

している.
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2. 切断分布における極値の分布の漸近展開

本節では, Akahira and Takeuchi [AT95] と同様にして, 切断分布における極値の分布

の漸近展開を求める.

まず $Z_{1},$ $Z_{2},$
$\ldots$ , $Z_{n},$

$\ldots$ を, 互いに独立にいずれも Lebesgue測度に関する確率密度関
数 (p.d.f.)g(z- のに従う確率変数列とする. ただし, $\theta\in \mathbb{R},$

$g$ (z) は $C^{2}$級で

$g(z)\{$
$>0$ $(\alpha<z<\beta)$ ,
$=0$ $(k\emptyset \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l})$

で, $\lim_{zarrow\alpha+0}g(z)=c(>0),$ $\lim_{zarrow\beta-0}g(z)=d$ (>0), $\lim_{zarrow\alpha+0}g’(z)=h$ ,
$\lim_{zarrow\beta-0}g’(z)=h’(>0)$ とする. $Z(1):= \min_{1\leq i\leq n}Z$i, $Z(n):= \max_{1\leq i\leq \mathrm{n}}Z$i とおいて,

$U:=n(Z(1)-\alpha-\theta),$ $V:=n(Z(n)-\beta-$ のとすると, 次の補題を得る (Akahira [A91],
[AT95] $)$ .
補題 1. $(U, V)$ の同時 (joint(j.))p.d.f. $g_{U,V}^{(n)}$ (u, $v$ ) は, $narrow\infty$ のとき次のように展開される.

$g_{U,V}^{(n)}(u, v)=\{$

$\exp\{-(uc-vd)\}[cd+\frac{1}{n}\{- cc’+cc’(2(uc-vc’)-(\frac{hu^{2}}{2}-\frac{h’v^{2}}{2})$

$- \frac{1}{2}(uc-vc’)^{2})+huc’$ $+h’vc \}]+o(\frac{1}{n})$ $(v<0<u)$ ,

0(その他).
(2.1)

証明の概略. $(U, V)$ の j.p.d.f. $g_{U,V}^{(n)}$ (u, $v$ ) は

$g_{U,V}^{(n)}(u, v)=\{$

$\frac{n-1}{n}\{G(\beta+\frac{v}{n})-G(\alpha+\frac{u}{n})\}^{n-2}g(\alpha+\frac{u}{n})g(\beta+\frac{v}{n})$

$(v<0<u)$ ,
0 (その他)

(2.2)

となる. ただし, $G(x)= \int_{-\infty}^{x}g$(u)du とする. ここで $g$ (x) は $C^{2}$ 級なので, $\alpha$ の周りで

Taylor展開し (2.2) に代入すると, (2.1) を得る. 口

$X_{1},$ $X_{2},$
$\ldots,$

$X_{n},$
$\ldots$ を, 互いに独立にいすれも位置尺度母数をもつ p.d.f. $f((x-\theta)/\xi)/\xi$

に従う確率変数列とする. ただし, $\theta\in \mathbb{R},$ $\xi$ >0, $f$ (x) は $C^{2}$ 級で $f$ の台が開区間 $(-a, a)$

とする *1》すなわち

$f(x)\{$
$>0$ $(-a<x<a)$ ,

$=0$ (その他)
$*1f$ の台が開区間 $(-a, a)$ てないとき, 範囲の中央 (midrange) は $\theta$ に確率収束しない.
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とする. いま, $Y_{i}=(X_{i}-\theta)/\xi$ (i $\geq 1$ ) とおけば, $Y_{1},$ $Y$2, . . . , $Y_{n},$ . . , は, 互いに独立

にいずれも p.d.f. $f$ (y) をもつ分布に従う. $Y_{(1)}:= \min_{1\leq i\leq n}Y$i, $Y_{(n)}:= \max_{1\leq i\leq n}Y$i とし,

$S:=n(Y(1)+Y(n))/2,$ $T:=n(Y(1)-Y(n)+2a)$ とおくと, $(S, T)$ の漸近 (asymptotic(as.))p. $\mathrm{d}.\mathrm{f}$.
は, 補題 1 より

$g_{S,T}^{(n)}(s, t)=\{$

$2cc’\exp\{s(-c+c’)-t(c+c’)\}+o(1)$ $(t>|s|)$ ,

0 (その他)

となる. したがって, $S,$ $T$ の漸近周辺 (as. marginal(m.))p.d.f. は, それぞれ

$g_{S}(s)= \frac{2cc’}{c+d}\cross\{$

$\exp$(-2cs) $(s\geq 0)$ ,

$\exp(2c’s)$ $(s<0)$ ,
(2.3)

$g_{T}(t)=\{$
$\frac{2cc’}{4c^{2}t-c+d}\{\exp(-2ct)-\exp(-2dt)\}\exp(-2ct)$

$(t>0, c\neq d)$ ,

$(t>0, c=c’)$ ,

0 (その他)

となる.

3. 逐 $\grave{\prime}\mathrm{A}\wedge$信\Phi 区間の構成とその性質

Akahira and Koike [AK04] は, 位置尺度母数をもつ一様分布, すなわち, 第 2節の設定

のもとで,

$f(x)=\{$
1 $(-1/2<x<1/2)$ ,

0 (その他)

としたとき, $\theta$ の逐次区間推定方式として, 停止則

$\tau_{1}=\tau(-\frac{2d}{1\mathrm{o}\mathrm{g}\alpha}):=\inf\{n\geq n_{0}|\frac{R_{n}}{n-1}\leq-\frac{2d}{1\mathrm{o}\mathrm{g}\alpha}\}$

を考えた. ただし, $0<\alpha<1$ とし, $n_{0}(\geq 2)$ は初期標本数とする. ここで, $M_{n}$ :=

$(X_{(1)}+X_{(n)})/2$ , $n:=X_{(n)}-X_{(1)}(n\geq 1)$ とすると, 次のことが成り立つ.

定理 1([AK04]). 上記の停止則 $\tau_{1}$ に対して, 逐次推定方式 $(\tau_{1}, [M_{\tau_{1}}-d, M_{\tau_{1}}+d])$ は次を

満たす

(i) $\lim_{darrow 0+}P\{|M_{\tau_{1}}-\theta|\leq d$) $=1-\alpha$ (漸近一致性).

(ii) $\tau_{1}/n^{*}arrow 1\mathrm{a}.\mathrm{s}.(darrow 0+)$ .
(iii) $E(\tau_{1})/n^{*}arrow 1(darrow 0+)$ .
ただし, $n^{*}=(\log\alpha)/(\log(1-(2d/\xi)))$ は, $\xi$ が既知のときの最小標本数である.
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証明省略.

本論では, この結果を第 2 節の切断分布の p.d.f. $f$ に拡張する. $0<\alpha<1$ なる $\alpha$ に対

しで,

$\frac{c+c}{cc’},\alpha=\frac{e^{-2d}}{c}+\frac{e^{-2c’l}}{d}$

の $l>0$ での解を $l_{0}$ とする $*2$ .
$\xi$ が既知のとき, (2.3) より

$P\{|M_{n}-\theta|\leq d\}=P\{n|M_{n}-\theta|/\xi\leq dn/\xi\}$

$\approx\int_{-dn/\xi}^{dn/\xi}g_{S}(s)ds$

$=1- \frac{cc}{c+d},(\frac{e^{-2cnd/\xi}}{c}+\frac{e^{-2c’nd/\xi}}{d})$

となる. ここで, $”\approx$” は $n|M_{n}-\theta|/\xi$ の分布をその漸近分布で近似したものである. これ

が $(1-\alpha)$ 以上になるには, $n$ が

$\alpha=\frac{cd}{c+d}(\frac{e^{-2cnd/\xi}}{c}+\frac{e^{-2c’nd/\xi}}{c’}$)
を満たす $n=n^{**}$ 以上てあればよい. これを $l_{0}$ の定義と比較すると, $n^{**}=l_{0}\xi/d$ となる

ことが分かる. 次に, 停止則を

$\tau_{2}=\tau(\frac{2ad}{l_{0}}):=\inf\{n\geq n_{0}|\frac{R_{n}}{n-1}\leq\frac{2ad}{l_{0}}\}$ (3.1)

とおく, ただし, $n_{0}(\geq 2)$ は初期標本数とする. このとき, 次の定理を得る.
定理 2. 逐次推定方式 $(\tau_{2}, [M_{\tau_{2}}-d, M;+d])$ は次を満たす。

(i) $\lim_{darrow 0+}P\{|M_{\tau_{2}}-\theta|\leq d$) $=1-\alpha$ (漸近一致性).

(ii) $\tau_{2}/n^{**}arrow 1\mathrm{a}.\mathrm{s}.(darrow 0+)$ .
(iii) $E(\tau_{2})/n^{\mathit{0}}arrow 1(darrow 0+)$ .
証明. まず Chow and Robbins [CR65] の Lemma 1 より, (3.1) の停止則 $\tau_{2}$ は

$\lim\underline{d\tau_{2}}=1$
$\mathrm{a}.\mathrm{s}$ . (3.2)

$darrow 0+\xi$l0
を満たす ‘ また, $S=n(M_{n}-\theta)/\xi$ の as. p.d.f. は (2.3) で与えられるので, Anscombe
[An52] の Theorem 1 より, $darrow 0+$ としたとき $\tau_{2}(M_{\tau_{2}} -\theta)/\xi$ も同じ分布に従う確率変数

$*2$ このような $l_{0}$ が唯一存在することは簡単に示される.
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に法則収束する. よって, $darrow 0+$ のとき, $d\tau_{2}/\xi^{\mathrm{a}.\mathrm{s}}arrow.l$0 より,

$\lim_{darrow 0+}P\{|M_{\tau_{2}}-\theta|\leq d\}=\lim_{darrow 0+}P\{\tau_{2}|M_{72}-\theta|/\xi\leq d\tau_{2}/\xi\}$

$= \int_{-l_{0}}^{l_{0}}g_{\mathrm{S}}$ (s)ds $=1-\alpha$ (3.3)

を得る.

(ii) (3.2) と $n^{**}=l_{0}\xi/d$ であることから

$\frac{\tau_{2}}{n}=\frac{\tau_{2}d}{l_{0}\xi}\mathrm{a}.arrow 1**\epsilon$

. as $darrow 0+$ .

(iii)[CR65] の Lemma 2 より示される. よって題意が示された. 口

注意. 特に, $c=c’$ のとき, $l_{0}=-(\log\alpha)/(2c),$ $n^{**}=-$ ( $\xi 1$og $\alpha$ ) $/(2cd)$ ,

$\tau_{2}=\inf\{n\geq n_{0}|\frac{R_{n}}{n-1}\leq-\frac{4acd}{1\mathrm{o}\mathrm{g}\alpha}\}$

となる.

Chow and Robbins [CR65] は, 互いに独立にいずれも平均 $\mu$ , 分散 $\sigma^{2}$ をもつ分布に従

う確率変数列に対して, 平均 $\mu$ に対する固定幅の信頼区間を次のように構成した. ます,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{n}:=\sum_{i=1}^{n}X_{i}/n,$ $s_{n}^{2}= \sum_{i=1}^{n}(X_{i}-\overline{X}_{n})^{2}/(n-1)$ とし, 停止則 $\tau_{3}$ を

$\tau_{3}:=$ inf $\{n\geq n_{0}|n\geq u_{\alpha/2}^{2}d^{-2}s_{n}^{2}\}$

とおく, ただし, $u_{\alpha/2}$ は標準正規分布の上側 $\alpha/2$ 点, $n_{0}(\geq 2)$ は初期標本数とする. この

とき, 次が成り立つ.

定理 3([CR65]). 上記の停止則 $\tau_{3}$ に対して, 逐次推定方式 $(\tau_{3}, [\overline{X}_{\tau_{3}}-d,\overline{X}_{\tau_{3}}+d])$ は次を

満たす c

(i) $\lim_{darrow 0+}P\{|\overline{X}_{\tau_{3}}-\theta|\leq d$ ) $=1-\alpha$ (漸近一致性).

(ii) $\tau_{3}/n^{***\{}1\mathrm{a}.(darrow 0+)$ .

(iii) $E(\tau_{3})/n^{***}arrow 1(darrow 0+)$ .
ただし, $n^{***}=u_{\alpha/2}^{2}\sigma^{2}/d^{2}$ は, $\sigma^{2}$ が既知のとき漸近的な手法により求めた最小標本数で

ある.

証明省略.

定理 1, 2, 3 より, $darrow 0+$ のとき

$\mathrm{o}\approx\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}\alpha}{\log(1-(2d/\xi))}\approx\frac{-\xi 1\mathrm{o}\mathrm{g}\alpha}{2d}$, $\tau_{2}\approx l_{0}\xi/d$, $\tau_{3}\approx u_{\alpha}^{2}$

,2
$\sigma^{2}$ /d2
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となるから, $\tau_{1}/\tau_{3},$ $\tau_{2}/\tau_{3}arrow 0(darrow 0+)$ が分かる. 従って, 停止則 $\tau_{1},$ $\tau_{2}$ は, $\tau_{3}$ より期待

標本数の意味で優れているといえる.

4. 台の端点て密度関数が 0 となる場合

第 2, 3 節では, 台の端点で p.d.f. が 0 にならない場合を考え, その際に標本平均を用
いた Chow-Robbins の方式よりも $\tau_{1},$ $\tau_{2}$ の方式が優れていることを示したが, 本節ては,

台の端点で p.d.f. が 0 となる場合を考える. $Z_{1},$ $Z_{2},$
$\ldots,$

$Z_{n},$
$\ldots$ を, 互いに独立にいすれも

Lebesgue測度に関する p.d.f. $f(z-$ のに従う確率変数列とする. ただし, $\theta\in \mathbb{R},$ $f$ (x) が
$C^{p+1}$ 級で, 台の端点 $x=\alpha,$ $\beta$ での $(p-1)$ 次まての片側微分係数が 0, すなわち

$f(x)= \frac{c}{p!}(x-\alpha)\mathrm{P}+\frac{f^{(p+1)}(\eta_{1})}{p!}(x-\alpha)^{p+1}$ $(\alpha<\eta_{1}<x)$ ,

$f(x)= \frac{d}{p!}arrow-\beta)^{p}+\frac{f^{(p+1)}(\eta_{2})}{p!}(x-\beta)^{p+1}$ $(x<\eta_{2}<\beta)$

と Taylor展開できるとする. ただし, $p\geq 1$ とし, $c:=f^{(p)}(\alpha),$ $d:=f^{(p)}(\beta)$ は 0 てない
定数とする. このとき, $U:=n^{1/(p+1)}(Z(1)-\alpha-\theta),$ $V:=n^{1/(p+1)}(Z(n)-\beta-$のとすると,
補題 1 と同様に, 次のことが成り立つ.

補題 2. (U, $V$ ) の j.p.d.f. $g_{U,V}^{(n)}$ (u, $v$ ) は, $narrow\infty$ のとき

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(u, v)arrow\{$

$\frac{cc}{(p!})\mathrm{T}\prime u^{\mathrm{p}}v^{p}\exp\{\frac{c’v^{p+1}}{(p+1)!}-\frac{cu^{p+1}}{(p+1)!}\}$ $(v<0<u)$ ,

0 (その他)

である.

証明は補題 1 の場合と同様である.

従って, この場合にも $U$ と $V$ は漸近的に独立に, それぞれ母数 $(p+1,$ $\{(p+0!/c\}^{1/\omega+1)})$

をもつ Weibull分布, 母数 $(p+1, \{(p+1)!/c’\}^{1/(p+1)})$ をもつWeibull分布に従う確率変数
を (-1) 倍した分布に従う.

$X_{1},$ $X_{2},$
$\ldots,$

$X_{n},$
$\ldots$ を, 互いに独立にいすれも位置尺度母数をもつ p.d.f. $f((x-\theta)/\xi)/\xi$

に従う確率変数列とする. ただし, $\theta\in \mathbb{R},$ $\xi$ >0, $f$ の台が開区間 $(-a, a)$ とする. い

ま, $Y_{i}=(X_{i}-\theta)/\xi(i\geq 1)$ とおけば, $Y_{1},$ $Y_{2},$
$\ldots,$

$Y_{n},$
$\ldots$ は, 互いに独立にいすれも

p.d.f. $f(y)$ をもつ分布に従う. いま, $Y(1):= \min_{1\leq i\leq n}Y$i, $Y(n):= \max_{1\leq i\leq n}\mathrm{y}$ とし, $S:=$

$n^{1/(p+1)}(Y_{(1)}+Y(n))/2,$ $T:=n^{1/(p+1)}(Y(1)-Y(n)+2a)$ とおくと, $(S, T)$ の as. j.p.d.f., $S,$ $T$

の as. m.p.d.f. が補題 2 より得られる. (3.3) と同様に, $S$ の as. m.p.d.f. $\mathit{9}s$ ( s) について,

$\int_{-l_{0}}^{l_{0}}g_{S}(s)ds=1-\alpha$
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となる $l_{0}$ をとる.

$\xi$ が既知のとき, (2.3) より

$P\{|M_{n}-\theta|\leq d\}=$P{n1/(p $+1$ )
$|$ M$n-\theta|$ /$\xi\leq dn^{1/(p+1)}/\xi$ }

$\approx\int_{-dn^{1/(p+1)/\xi}}^{dn^{1/(p+1\rangle}/\xi}g_{S}(s)ds$

となる. ここで, $”\approx$” は $n^{1/(p+1)}|M_{n}-\theta|/\xi$ の分布をその漸近分布で近似したものである.

これが $(1-\alpha)$ 以上になるには, $n$ が

$l_{0}=dn^{1/(p+1)}/\xi$

を満たす $n=n^{****}:=(1_{0}\xi/d)^{p+1}$ 以上であればよい. 次に, 停止則を

$\tau_{4}:=\inf\{n\geq n_{0}|\frac{R_{n}}{n^{1/(p+1)}}\leq\frac{2ad}{l_{0}}\}$

とおく. ただし, $n_{0}(\geq 2)$ は初期標本数とする. このとき次の定理を得る.

定理 4. 逐次推定方式 $(\tau_{4}, [M_{\tau_{4}}-d, M_{\tau_{4}}+d])$ は次を満たす.

(i) $\lim_{darrow 0+}P\{|M_{\tau_{4}}-\theta|\leq d$) $=1-\alpha$ (漸近一致性).

(ii) $\tau_{4}/n^{****}arrow 1\mathrm{a}.\mathrm{s}.(darrow 0+)$ .
(iii) $E$ (\mbox{\boldmath $\tau$}4/n0力 \rightarrow l $(darrow 0+)$ .

証明. (i) は定理 2 の場合と同様である. また, (ii) は, 定理 2 の場合と同様に

$(\tau_{4}/n^{****})^{1/(p+1)\mathrm{a}.\mathrm{s}}arrow.1$ $(darrow 0+)$

が示せるので, この式を $(p+1)$ 乗すればよい.

(iii) (ii) より, Fatou の補題を用いれば,

$\lim \mathrm{i}\mathrm{n}darrow 0+$f $\frac{E(\tau_{4})}{n}****\geq E$ ($d\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}arrow 0+$ f $\frac{\tau_{4}}{n}$)$****=1$ (4.1)

を得る. 一方, $\tau_{4}$ の定義と $0\leq R_{\tau_{4}}\leq 2a\xi$てあることから,

$\tau_{4}<(\frac{l_{0}\xi}{d})^{p+1}+1$ (4.2)

となり, $n^{****}$ の定義と (4.2) より

$\frac{E(\tau_{4})}{n^{****}}\leq\{(\frac{l_{0}\xi}{d})^{p+1}+1\}(\frac{l_{0}\xi}{d})^{-(p+1)}=1+(\frac{d}{l_{0}\xi}$ )
$\mathrm{p}+1$
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となり,
$\lim\sup\leq 1\underline{E(\tau_{4})}$ (4.3)

$darrow 0+$ $n^{****}$

を得る. (4.1), (4.3) とを合わせて (iii) を得る. 口

定理 4 より, 逐次推定方式 $(\tau_{4}, [M_{\tau_{4}}-d, M_{\tau_{4}}+d])$ は漸近一致性などよい性質を持っが,
定理 3 より, $darrow 0+$ のとき

$\tau 4\approx(l_{0}\xi/d)^{p+1}$ , $\tau_{3}\approx u_{\alpha/2}^{2}\sigma^{2}/d^{2}$

となる. $p\geq 1$ なので, $\tau_{3}/\tau_{4}=O(1)$ ($p=1$ のとき) もしくは $\tau_{3}/\tau_{4}=o(1)$ ($p>1$ のとき)
$(darrow 0+)$ が分かる. 従って, $\tau_{4}$ は, $\tau_{3}$ より期待標本数の意味で同等もしくは劣っている.
以上では, p.d.f. の台の両端点での片側微分係数が同じ $(p-1)$ 次まで 0 で, 同じ $\langle$

$p$次

で 0てない場合を考えたが, 次数が端点で異なる場合, もし $\langle$ は片側の端点のみ 0 となる
場合には, $n^{\gamma}(X(1)-a$ 一のと $n^{\delta}(X(n)-b$一のとで確率分布に収束するための係数 $\gamma,$

$\delta$ が

異なるため, 範囲の中央 (midrange) $M_{n}$ を用いて推測するのは適当でない.
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