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　　　　tt’）Lccor（linsr　to　the　d｛i’）finition　f．・riveR　by　llLlausclorfft，　if　tlzte　clisttLnc6

be，txveen　two　point　sets　in　a　metric　space　E　ba　zero，　then　tliey　httve

the　same　c1osed　coxrer　（abs，escldossene　］｝lillle）．　Therefore，　for　the

closecl　bouncled　point　sets，．　namely　the　greatest　point　sets　which　have

the　same　closecl　cover，　tho　space　whose　elements　ar’e　such　point　scts

is　a　inetric・space，　and　it　js　conipact　in　itg．　eif　xvhen　the　＄pace　L“　is

complc　ct　in　itseif．

　　　　In　this　paPor，　I　mQ．（）1｛fy　工磁a窺sdor鉦，s　（iefh1辻ion　of　the　distance

bet．ween　txvo　poii）t　sc．／，tt　，　such　that　the．　tNvo　point　sets　betwee．n　which

the　di．stance　is　ze．ro，　have　n　ot　only　the　saiT’ie　closcd　cover　｝）ut　talso　the

same　open　Rucletis　（offene，　1〈ern），　Tlien　all　sucl｝　point　sets　inay　be

coRsiclered　as　identical　xvith　re，spect　to　the　clistaiice，　ancl　1　say　that　the

ag’srresrate　of　etll　sticl｝　poi．nt　sets　forms　a　cltLss．　1　prove　that　the　space

oli　such　classe．s　is　inetric，　ancl　coinpact　in　ltself　xvhen　the　space　一Z．．7　is

compact　in　itself’，　and　also　that　lt　is　dense－in－itse，lf，　xvhen　the・space　．ZZr

is　dc．nse－in一・itsolf．

　　　　Next　1［　classify　these　classe．s　of　point　sets　3n　the　E“clidian　spacc

into　t’Nvo　1〈・inds；　one　is　the　quaclral｝le，　clELsse．s　in　xvhich　all　the　point’

sci；ts　are，　c’撃浮≠р窒モ奄b撃?　and　of　the，　saine　nae，EL＄ure，　the　othcr　is　the　non－

qRaclrable　classe．s　in　xvhich　the　point　sets　．　are　ineastirabie　’or　non一・

nie．as”rah．　le．　in　the　ILebe－sgue　se，nse，　aixl　tlieir　e．xteri．or　ancl　interior

lneεもsuLτe　can　be　ot’　anv　vaユues　be宅、、reen　the　llleasure　o£the　cloSed　cover

ancl　tl’iat　of　the’　open　n　ucleus．　And　ll　find　1　hat　the　set　．of　qua｛ilrable

ciasses　’ ≠acl　thtLt　ot’　’獅盾肢鼈黷モ堰Dtiadrttble．　clat　ss｛）．，g．一　are　botliL　clei’ise　i！iL　t．he　sp［・xcci

of．　ac　ll　classes．

　　　r．　IEausdorff’：　iNl’engenlehre，　zweite　Atfi・　（1927），　p．　14S一一iso，
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　　　　1？rom　any　se．　t　function　in　the　spac’e　of　point　sets，　we　can　decluce

a　point　function　in　the　space　of　classes，　such　that　the　values　of　this

point　function　at　a　ciass　are　the　same　as　the　values　of　that　set　function

of　all　the　point　sets　which　belong’　to　the　class，　1　consider　the　case

in　which　the　set　function　is　the　nieasure　ef　｝）oint　setS，　and　I　conclude

that　the　point　functions　which’correspond　to　the　exterio’r　anci　interior

Peano－Jordan　measure　are　both　semi－continuous，　ancl　the　point　fLmction

which　corresponds　to　the　1．ebesgue　measure　is　the，　ftmction　obtained

hy．　extension　of　the　point　£unction　which　corresponds　t’o　tlie　1’eano－

Jordan　meic　sure　in　the　set　of　quadrable　cla＄ses．

　　　　1，　．ln　a　inetric　space　f．’．“，　1　consider　a　polnt　set　A．　］．Let　a　be，　any，

point　contained　in　the　set　x・‘1，　then　for　a　poi｛it　b　in　the　space　1’i　we，

deRote　the　lower　・bozmd　of　the　distance　between　the　two’points　a　and

b　by，　o“ i4！，　b）．　Then　the　neighbourhoocl　of　x’1　with　radius　p　may　1／e

dethied　as　the　set　of　points　b　which　satisfy

　　　　　　　　　　　　　　　δ（／1ノのくρ。

NVe　clenote　it　by　the　symbol一（f（／1，　g），’

　　　　］Let　b’　be　any　other　point　set　in　the　spttce　．E］，　XVe　clenotc　tl］e

loxver　bouRcl　of・　p　which　satisfics

　　　　　　　　　　　　　　B≦乙r（A，　p）

by　the　synabol　s｝（A，　B），　and　similarily　tiie　lower　botmd　of　p　xNrhich

satisfies

　　　　　　　　　　　　　　凱⊆び儀，ρ）

by　the　syirnbol　p（A．，　B．），　where　x・’1．　and　b’．　denote　the　complenientary

sets田of．／1　and　3　respectively　in　the　spacc・8・We　d脚te　dle　greater

of　p（／1，’b’）　anct　p（A．，　B．）　by

　　　　When　s（A，　6’）　：o，

　　　　　　　　　　　　　　β≦鵡，

　　　　　　　　　　　　　　6’ctt－x’x｛．．．，

xvhere　xflct　ahd　xt’li，

of　A．　Therefore

　　　　　　　　　　　　　　A，＄b）（tum－A．．

Convers’ely，　if　Ai（＝一Btr　xt／1．，

　　　　　　　　　　　　　　s（A，　B）　＝　o．

mean　respectively

the　symbol　s（x’1，　B），

　　　　　it　niust　i）’oiloxv　that

　　　　　　and

　　　　　　that　is　6’　1．lllll　x”Lt　i，

　　　　　tlie　closed　co’ver　ancl　open　nucleus

it　is　obxious　t’hat

i，　1　use　inostly　the　terniinolo［．ry　and　the　syn］bols　of　1’lausdorf’ll
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　　　　Si．tice，，　in　gene．ral　s（xzl，　B）　is　not　equal　to　s（B，　A），　1　define　t／ie’

ご～li3’ta／zce　∂‘：rtτc．lerc，，r〃．！〃∂ノ50〃z’scr！：s∠｛αノid」タas　the　greater　of　s（∠t，　B）

and　s（b’，　t・’1），　and　denote　it　b．v　the　symbol　7‘（xl，　．B）．　The．i

ノ〈∠・望．，6））ニブ＜B，滋）．

　　　　XVhen　ノ〈／1，　29）；＝o，　it　lllus亡　fo紅。、v　tllat

　　　　　　　　　　　　　　As　r－um一一一Btt－1　A　ancl　6’i（＝b’（一m　x’lct，

therefore　x’1ct　＝＝　Bct　and　x・’li．　＝：　．Bi，

Conversely，　if　A　and　B　have　the　same　closed　cover　ancl　opeti　nucletts，

it　is．　obvious　that　r（A，　B）＝o，　ancl　in　other　cases　r（A，　B）＝1＝o．

　　　　2．　NVhen　A，　．B　an｛il　C　are　any　point　sets　in　the　space　E，　theii

　　　　　　　　　　　　　　ρ（x’1，みり十ρ（6），cり≧ρ（淑，の，

fr・・i留茎礁1・ρ）・．・d　C≦；α：ムσ）the・σ盛灰・一1・ρ＋・）・

Simi韮こしrily’ @　　ρ（x”lc，　Bo）十ρ（Be，　Cc）≧ρ（躍。，　Cc）．

’1’hen　frona　th¢　clefinition　of　．s’　（／’1，　6’），

　　　　　　　　　　　　　　s　（A，　Zlii）　十　s　（6’　C）　lli；；　s　（x・’1，　C）　；

siniilarily　s（C，　b’）　十　．s・　（b’，　A）　一〉．　s（C”1　A）．

’1’1｝eirefove　from　t．he　defit）itioti　of　r（x2｛，　／S）

　　　　　　　　　　　　　　ノ・（オ，みり十ノ・（β，c）≧ク・（辺，　c），　　　　　　（1）

　　　　if　，i’／1，　1）’　ancl　C　be　such　that　r（．‘t／1，　b’）＝＝o　aiicl　r（B，　C）．＝o，　tliet｝

from（のノ〈ン1，ご）＝o；that　is，　the　distance　between　two　pっ量nt　5ets　which

are　at　zero一一distance　from　a　point　set，　ls．　also　zero．

　　　　Ilf　B　aBd　C　be　such　shat　r（！5’，　C）　＝o，　tlien　from　（i）

　　　　　　　　　　　　　　グ（x’1，ゐ～）≧ノ・（A，c），

Ell．ld　’since

　　　　　　　　　　　　　　ノ・（A，‘り十ノ・（6∵／5））≧；プ（∠d，∠の，

xve　hav・e　also

　　　　　　　　　　　　　　ノ・（∠1，ご）≧7・（xd，ゐ～），

theref・・’（）　　・1・（∠ゐ75））＝フ・（鳳ご）；．

that　is，　two　point　sets　between　which　the　distance　is　zero　are　at　the

same　distance　froni　any　other　point．set，

　　　　1？rom　these　properties，　ic　ny・　two　point　sets　between　which　the

cliStatice　is　zero　can　be　consi．derecl　as　identical　with　respect　to　tl｝e

di．stance．　Therefore　ll　say　that　X／i”　a．．o’．．o’resral（i　of　a・／l　Poi’nX　seXs，　bcX7e．，e・en

r〃4．1，！τc，oρ／7c，tll！2．；／l〆〃‘，（lillla〃‘／e！sε6ヲ・o，ノb！〃s　a・‘／ltp∬．　Since　Ilo　poillt

set　ever　belotig’s　to　tx’vo　clifferetit　ciasses，　any　class　is　uniqtiely　deterniinecl
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by　a　point　set　which　belongs　to　it．　Therefore　1　denote　the　class

determined　by　a　po，lnt　set　A　by　the’symbol　［A］．

　　．．　Since’the　distance　between　t．wo　point　sets　A　and　．B　which　be16nsr

respectively　to　tlie　classes　［／1］　ancl　［B］，　is　invariable　for　emy　poifit

set∠正in［A］and　B　in［29ユ，　we　de且ne！／ie　de3afa／lc6’beke，celi　tτcro　classes

［A］　and　［Bコ　as　the　distεしnce　between　two　point　sets　x”エand　B，　t1ユεしt　is

　　　　　　　　　　　　　　r（［A］，　［’！？1）　＝：　7’　（A，　B），

w．hich．　is　alwic　＞rs　．　finite　when　xt｛t　and　B　are　bouncled　in’　the　＄pace　E．

　　　　INow　“．ve．　consider　the　space　whose　elements　are　the，　classes　of

∂o♂〃1．t～菊4　point　sets　in．．the　1．netric　space瓦．　Eu　L（l　cleltote　it正）y　the　symbo1

｛tl．1｝1”　rl！．igri　X／ig’　E？（vce　｛一4｝’　i3　adyo　a　’metfiL’　s？cvceJ，　since　tl｝e　reEd．　number

　　　　　　　［B］）　satisfY　the　follQwing　axioms　of　the　distance’　：グ（［A］，

　　　　　　（a）　T（［A］，　［2‘｛t］）　＝o，

　　　　　　（β）　プ（［IA］，［B］）＝・プ（［B］）レ4］）＞o　　when　　［ン1コヰ・［∠ノ］，

　　　　　　（γ）　　プ（［IA］，　［B］）　十グ（［b）］，　［o］）≧プ（［ン証］，　［o］）；

xvhere　（？’）　folloxvs　f］roni　（i）．．

　　　　3．　i［R　sg　i，　we　have　seen　that　whe．ri　・r（x“／1，　b’）＝＝o，　．一’1　anc｛　6’　1｝av・e

the　same　closed　cover　and　open　nucleus，　and　¢onversely．　：£herefore，

lli　e　C～b∫3　〃∂戯γa∠90　b6　読ンf・iiごrc／（XS　a・11αぎヨア6ぽσ’619／a・／／．2bOi：Z～〆5・6ts　7v／l．IL・lt

〃礁，‘～t／t　c」sa．〃e　clos6：rtl　co”c，e’ノ’tl．〃tzl砂6｝〃n・ucle’～ts．　Therefore　al重point　scts

｛り　〔IA．］have　thc　sεしme　frontier∠4σ慧淑¢一滋δ・

　　　　1’Mli　eid　l’／ld　5ヵ償伝唱　！ぎS6ソ5（〃’（xb／（．1，！0　（1・〃ノビんS（rt／　sc／’露～V〃‘～r（〃ん1／6ψピノ～

sct　0　7vliere　．i［｝一）0，　X／u．’re　c：or・r（’sPon－t！s　a　crla・ss　［x’1］　s？icr／t　／／ial’　．（tl．＝＝’！i／

（vud　Ai，　＝0・

　　　　To　prove　this，　we　consicler　tlie　jlollowinsr　point　set

　　　　　　　　　　　　　　A＝0十力十〇α。（刃一〇）g，

where　．！）　is　a　subset　o’£　the　open　set　（／’一’　0）i，，　sach　that　1）　c・tncl

（1｝’一〇）i－！1L）　are　both　dense　in　（F－0）i．，　（！7一　0），　means　the’frontier　of

the　closecl　set　！一一〇，　ancl　Octc　the　comple．nient．ary　sc，t　of　0．　ct　ii’i　1．1．：i，

　　　　XVc　miist　prove　first　that　sucli　a　point．set　／）　exists．　Siiice　the

space　一tll　is　separabie，　we　may　use　t．he　etl．uinqrab］．e　set　of　spec｝etl

neighbourhoodsL’　VTi，　V：2，1．．．．．，　V，．．．．．．．．．，．．ll’）et　ys．．d’enote　by　V，，（P＝Pb

plz，．．．i．，，p，．　．．．．i．）　the　special　ne1Lg’hbourhoods　V，，　“rhich　contain　points

of　thc，　set　（F－0）．‘．　XVe　picl，〈　out　from　V．（F－0）i　two　different　points

…nd　a・；・・Sin6鴫（F－0）・　co’｝talns、i！｝鱒曾1y　many　points・we　cε・n

　　　i．　IE［ausdorff：　op・　cit．　p・　94・

　　　2．　op．　cit．　p．　126．
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choose　ai．，　ancl　ai，　such　that　ai，．，＊a・＄，，　foi’　any　value　of．・m・　and　n，

Therefore，　we　1iave　t“ro　clifferent　se：s　1）　ancl　一1）’　of　the　p6ikts　ai，　and

a“　respectively．，　xvhich　are　both　densq　in　（F一　0．　）i，．　For，　let　．x　be　any

point　of　（F一一　0）b　crencl　U．　aiiy　neighbourho．061　o£　L’；　theti　we　can　fin（I

a　special　neig．’hbourhoocl　T71，　such　tliat　T／’i，tr　C／．．　．But　T7i，　contains　a　point

ap　Of　the　seむ　刀．，　then　　乙㌃　ContainS　ab，；　collseque1、tly　2つ　iS　den＄e・ill

（Fha　O）i．．　Similarily　D’　is　so　also．　But　（F－0）i，一Dl；．？．．D’，．tkerefore

（？7－0）r．ZI）　is　dense　in　（F一一一　0），，．　9．　］1），　D．

　　　　To　prove　／1　ct　＝　F　ac　ncl　．t｛li　＝＝　0，

first　consicler　ufl／　ct，

　　　　　　　　　　　　　　Act　”＝　Oct　＋　Dct　＋　｛Oac（F　一一”0）g｝ct，

lxit

普pd．　since

then

therefore，

th　at　if　，

IP）ut’　t　ince

consequentl　vv

　　　　Next　cbnsidc　r

obvi．ouslY　inner　points，

1’iot　a11　ilmer　poillt

there　exist　points

any　ineig’1｝bourhood

ノ舜・r（／一一〇）、，

neis．？’libourhood　of　a　point　of　（．7；’r　（　）

Cnnsequently　the　points

　　　　Theref・re亡he　c王assレ1］

the　given　closed

　　　　4．　Since　the　space

t’he　same　terminologv

point　sets　by　chan．ogin．o．’　the　term　point　into　cleiss．

沁the　space．｛ノ『、

class岡，｛f　limフ〈［川，レf”］）＝・，

　　　　　　　　　　　　？tナco

1）．　一一　（F一　O），．．，

（F一　0）g　＝：　0・　ct　（F一　O）tJ　＋　Octe　（F一　0）a・

（・F　一‘　O）uct　＝”　｛Oct　（・F一　0）a｝ct　＋　｛Oae（・F一　（　）g｝ctt

（．77一　O）b　｛一glll　0．　．　：F　｛（　．．（．iP一　0），｝．，

瓜≧0。千（．F－0），。千（．．F－0），，

刀。≧／に

A．（ノ7　theref・re　！望。≦；ア；

A．　：7・：

　　　　the　inne．r　points　of　／1．　All　polRts　of　the　set　0　are

　　　　　　　of／L　　IBut　any　p（）沁t　of　1）and　Oa。（F－0）σis

int　o．　f　A，　．sin¢e　iti　any　nei．．crhbourhoocl　of　a　point　of　f），

　　　of　（．tK’一　0）i－D　which　clo　not　belong　to　A；　and　iii

　　　　of．the　point　o．　f　0．．CF－0），；　there　e’xist　．poi．nts　o．　f

　btit　the　p：ints　of　uP；r．　do　not　beiong　to　A，　ar］cl　ki　any

　　　　　　　　　　　　　　　　　　i　there　．exis　t　points　o．　f　（・ii7一　O）i．　一：　！）1

　　　　　　　　0f．O　a，　re　the’　oniy　inn．er　points　of　A；　that　i．s

At　：　0・

　　　　　　　　　　　　is　the　one　requirec！　xvhich　corresponds　to

　　set．　7？’　and　the　open　set　0．

　　　　　　　　　｛E｝　of　classes　is・a　metric　t　pace，　we　can　use

　　　．o．’y　a1id　symbols　as　in　the．　case　of　the　metric　space　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　sequence　of　cla．　sses

∫，レf、］，レ1，］，＿’＿，レ1，、．］，一．＿．is・sa｛d　t・11ave　the翻t…n9・

　　　　　　　　　　　　　　　　and　、ve　clencte　｛tわy　［ン4］＝＝1…111．［ノ1，，］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，tやCt？
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　　　〃1im［／1，，］　＝’［A］，！〃θ2！／i　e　closc：d　d妙m渚ノ～7x‘1　、t廊ノ1■〃～〆l／i　e　o曽ビ〃

　　　　　　ひしナの
ll：11〃ン　Gl／1，3　～ly／1，，，7C．，lt（rrc／1．｝tμノ～〆　A　（〃・ピ〃ろ1．’カ0ルノー．gcXS　TCi／l！1．；11．　bclo〃ぎ’

！0〆〃ビcZaSSごrs〔A，，］aノ！（／［ン1］ノ’（’sPc‘ゾノ㌃ゲみ’．

　　　Proof．1・，1．all　sdorff　2　proves　that

wheR　p（A．，．　fY）　一〉　o，　then　．2Y．　（．ntny　．7；rlX，．

wl｝en　，　p（xY，　A．）　一〉　o，　t’hen　xX”　1｝．2．．　E！／1．，

xvhere　．tY　is　a　closecl　p．　oint　set・．　N’o．　w　lim［A．］＝＝　［A］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7t一＞eつ
h（／1，．　／1）＝ρ（ノ望，t，，∠乏α）　eヒ。，

　　　　　　　　　　　　ρ（ノ｛t？t，Aα）→0，　　　　　ρ（ノ望α，／1フt）→0，

　　　～　　　　　　ρ（ノ17tc，∠｛，α）→o，　　　．ρ（ACCt，ノ’171c）→o・

Cl↑．h（》ref（）re　　　　　　　　A．≦　ノ；7／1？t，　　　・　　　　　　　　　　A．　⊇　アZ，4？～，

　　　　　　　　　　　　／1．．　［一！lll　7；rlA．．，　that　ig．　Ai，　？．　GIA，，．，

　　　　　　　　　　　　ノ4．Ct⊇．汚Z4？tC，　tha，t　is　　沼∫≦（rr！／1〃．

1うut　　　　　　　　　ノ；7A．，、窪ノ弓1／1，、　　a喜．．ld　　　6：1／1，、≦（r／／ln，

therefore　rict　＝　．7；r！A．　ancl　A．i．　＝　（r／／1，，，

xvliich　is　as　irequired．

　　　S…nc6　　　　　ノ「凄鵡、・＝・・ノ；Z∠inct3　　εM｝d　　6：∠∠1、、＝θ∠∠正漉，

then　A　：Fl／t．cr　atid　／ls，　＝＝　（r／A．・t，

that　is，7e，li‘ソ〃〃孤？ビグ7躍〃cc　q／　（rla・sst・s［瑚，レ【，］，＿＿，

l／ie　li：77／1Zi：n一．cr．　crla・ss　［／1］，　t／i“n　Xhc　t／lose（／　／ileni7　q／　flt（r

ビ0〃・乙～・
oO／Zt～凄ラβ8’ビ～Toscd　S6XS　AICtタノ1．2α，．．．。．．，ノ1〃α．，．。．，。．

close（1　’ 唐?ｔ　／1ct，

s（’ls∠41i，ノ歪25，．。．．．．，ri”t，．。．．．．。

　　　5．

is　true，　th盆t　is，　τc．「〃eクz　！lie　‘「ノ～フscd　／i）ノ〃Z　．F7／1，、

．e．x’i：gl，　Xllc7z！li　e　se（771eフzcc　qゾclz∬（19［議41］，レ4u］，……，レゴ〃］，

／！＞nili）i．tt“　class　［／1］，　and

　　　　　　　　　　　　Aα＝」P！／1，、　　　a／Zで／　　　∠篶　　：G／／ln。

　　　XKXheii　E　is　compact　in　itseif，　i．t　is　also　separablof，

an　cl

then，　・since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［x．Pln］，．．．．．，　has

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　St・（1～ン（フノefr　q／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　～：9！／l　Cビ0〃忽～’POノ～d！1！．e’

a／ld．？ルノ〃滋〃Zγ／「oプ！／t♂：1砂ビノ！／l：77〃Z　Of　fltビS♂．’412！ピノ～ビビρ／　Oカ（．ソ～

1／’lrliefz　！lic　sPa・cc　」1．．7　i：s’　comPac；t　i＞z．　iZst．i4L　the　¢o．　nverse　theo．　reni

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a・7zd　112（r　oP“n．　k＞i／／Z　（Y／／1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・‘，．．．　／ias　！／t（r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tlien　by　SS　3　xvc

can　always　find　a　point　set　A　such　that　its　closed　cover　／lct　ancl　open

nucleus　Ai　are　the　given　closed　set　．7；7L“fl，，　ancl　the　open　t　et：　（／f／／1，，

　　i．　1－lausdotfl’：　op　cit．　p．　i46．

　　2．　op．　cit．　p．　i　4g；　this　pveoC　holcls　svlien　the　poi　iit　sets　avft　not　hotmcled，

　　3・　op．　cit．　p．　i48．

　　4．．　op．　cit，　p．　i26　and　p．　io7，
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respectivdy．　Therefore　we　have　only　to　prove．that　lin径［ン勾罵レ4．］．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？墨→・じつ

　　　　Since　　　　／XIA，、＝＝x4α，

then　　　　　　　　ρ（x’1，t，　Act）→o　　　a1、d　　　ρ（！誕¢，ノ望7～）→o星；

frOlll　　　（l／。・1。　＝　As，　that　is　ノ初，、。＝A。。，

、ve　have　　　　　　ρ（！ゴ，、¢，／／lcct）→o　　　a．nd　　　ρ（∠4cα，∠1，，∂→o．

：Bu．tρ（／1，．　A．）＝＝ρ（翅。μ）etc．，　fl℃m　t1・ese　we　hav・

　　　　　　　　　　　　　　　1im　 ［／lv］　　＝　　 ［A］り

　　　　　　　　　　　　　　　　を　ナ　

　　　　Froin　this　theorem　we　have　the　follow呈ng　theorem：ff　1／2e　spa・cc

方・諏・〃ψ躍・ン・・た砺！〃・・ノ・伽吻α・｛濁・：・σ加・・〃脚・々ン・・ン∫雌

　　　　For，　玉et　［IA，］，レ！t，・］，．．．，．．，［∠47卍］，．．．。．．　be　any　sequence　of　cla～sses。

Since　E　is　comPacしitl　itself，　it　is　separεしble；therefore　亡11e　sequα1ce　of

P・i・t・et・A・・　／1……・…刀・・……C・・t・｛・・◎・eq・・…4・、4・，，一…・・

A、・，，，・……f・・whi・）h　b・th　the・1・sed　lim｛t．F／／1，・，、　and　the・pe・1imlt

O∠4，、exi・t2・Tl’｝en　by　the・b・v・the・rem，　th…i・・P・i・t　set　A・uch

that　hmレ童、㌔、］一レi］，　th・t｛・，　the・p・・e｛E｝is　c…P・・ct　in　it・el£・

　　　　　をぞ　ナ　

　　　　6．　〃．！〃ビsP（rビビノ1廊　♂～㌃・〃s（i一ノン～一ノXg（・ク；！ル♂7ノ！〃♂、吻rπ‘ア｛Z「｝　ノぎ　a・　Zso

〃〃．9‘：㌧ルZ一〃S（’！if

　　　　To　prove　this，　I　construct　a　point　set　B　whieh　く10es　not　belong　to

at’ly　given　class　レ4］，・S　uch　t『hat　ク〈∠1，　B）≦ρ　fGr　any　positive　value　Ofρ・

　　　　Let　　β＝！飢（Aa，　P）＋A。σ（4，ρ），　　　（・）

whe・cα（4，，ρ）m・…sthe　c・mP1・me・t・・y　set　i・E・f　the・・ighb・u・一

hood　乙7（ノla，ρ）　of　the　frontier　of　the　set　A．；the　po呈nt　se毛29　always

exists，　for　the　space　E　is．’dense－iR－itself，　Since　／1　｛s　bounded，　in．

∠1c乙て∠正9，ρ）there　is　a　poh｝t　．x’such　thatδ（A，　．x）〉〆　where　o〈〆＜ρ；

therefore　ソ〈A，29）⇒＝o，　that　｛s　」タ　does　ll．ot　l＝）elong　to　the　class　［ン4］．

　　　　：From（1）we　have

　　　　　　　　　　　　　　瓦瓢候＋び（Aa，　R）〉｛ヨ千α（オ，，ρ）｝．（・）

But，　slnee　～ア（A，ρ）＝A＋σ（A，，ρ）．，

the・　　　β霊σ（A．，ρ）；　　’　　　　（3）
・・cl　si・ce　び（Ac，ρ）＝4＋どノ（4，ρ），

then　　　Be⊆σ（．・・flc，．ρ）．　　　　　　　　（4）
　　　　：Di・id・Ai・t・もw・P・・t・翅α（．irl，，　，o）・・dオ砲，，ρ）；多mmω

A．乙㌃（Ag，　P）（．∂，an〔！∠Z　lジて∠・t19，ρ）is　in　thoρ一neighboiirhood　of／1。（ノ（／la，ρ）．，

　　　t．　r【aUsdOr窪＝OP．　cit．　P．　ISo，

　　2，・P，cit・P・T47　S　this　tlle。t’C・1・1　iSC　applied．　twice・
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t’herefc　re

　　　　　　　　　　　　　　／Z　（bu一　（f（B，　，o）．　（，s）

：Fr・n1（2）　B．　．＝　／iび（・4ψρ）＋／1。どうしイψρ）；田　　（6）

di．vicle　．r／li．　into　txvo　parts　xi／1．（／．（．rf’fl，，　，o）　it　nd　ttl．（7”（x（lv，　p），　the，n

／1．iff．（／1，，　p）（．B．，　a］］cl　A．．（fr（／1，，　，o）　．is　in　tl｝e．　R－nei．g．）’hbourhoo．　cl　of

A（f（／i，，　，o），　the．rc．flore

　　　　　　　　　　　　　　／1，⊆；σ（15’e，ρ）．　　　　　　　　（7）

　　　　：Fmm（3），（4），（5）and（7），　we　haveク〈A，刀）≦lo・　　．9・E　D・

　　　　7．　ln　tl）e，　a｝．）o．　ve，　1　hav・e．　lo．　ol〈ecl　at　tlie　gencral　properti．es　of’the

space　｛E｝　of　the　classes　of　the　boundocl　point　sets　in　thc　n？etr．ic　space

E。．・〃！〃ビノ・e溶8嘘’ビノ！（1・ぶビ！．カ！ノ～ビ！～b〃．／（A）ノン！〆／ie　sPa・ビビE，！〃θ～7C．1（r　craノ！

〃蹟，Qftl，S　dtrdeic・　c．ノ〉’07／2・！〃～こS・a・．カ0ル～！，カ〃～ビ〆！～フノ～　～ク（［／1］）　ノ＞1　！／i‘e　shatre　｛ノi｝，

si．ich　that　g（［／i］）　s．ig’nifics　a11　values　of　f（．El），　／1　being’　a，11　sets　“rhich

belong　to　the　cl．ag．　s　［．（tl］，　an．c／　he．nc（／．　in　general　g（［／lj）　is　a　many－v・alued’

fullceioll．

　　　　Next　1　conside，ir，　for　example，　the　measiu’e　o．　f　po．　int　sets　i．n　the

IF．．uclidian　g．　pace　L’．　of　n　dimens．　io．　ns，　and　1　will　fincl　a　po．　int　functio．　n

which　correspo．　nds　to　it．

　　　　For　thi．s　purpo．　se，　1　investipgate　first　thc　．space　｛．ll，，｝　・more　i．n　cle．tait．

In　bg　3　1　have　notecl　that’　ali　pc　int　sets　in　thc　clt｝ss　［／d．］　have　the　sanie．

fiLonti．et’　Ag，　lf　t’he　T．．¢bcsgue　measurc　of　A，，　is　zeiro，　all　point　s．　e．ts．　in

［］A］　are　quadra嬢e，L　aiid　have　the　same　measu董℃　asノム　and∠tct．　　In

this　case　1．　scay　it　is　a・　a’iiat／7’ab／e　c／a・ss，　and　the　others　are　・non－t7？・／at／7’ab／t，

class（．’s．　1　denote．　the．　set　of　all　quadrable　classes　1．）」．・’　the　synibol　｛一Z．76i／｝，

and　that　of’ @all　non－quadrable　classes　by　the　symbol　｛一［1；’）‘’｝：｝．

　　　　8．　Tlie　sc’1　｛．Zl；／t｝　q．f　a／l　a2iad7’a－bZc　cla・sses　71s　dense　i＞i　t／t（／　sPture・

｛En｝；that　is，　in　c■lly　lloighbourhood　of　a　class　［ン望コthere　｛s　a　qLiaclrabl．e

class，

　　　　IProof．　Since　the　point　set　A’is　bo．　imcled，　theire　is　a　closecl　c．　e．11

which　contains　A．　D．ivide　this　ce．11　by　・n，一i　dinie．nsional　planes　pairailcl

to　the　cp．　ordinate　planes　i　nto　s．　mailer　cells，　the　length　of　the　cliago．　ni，　ls

of　“rliich　is　less　tl］an　p，　xvhere　p　is　it　tiy　S．’i．ven　nuinber．　X］g7“e　cali　ti］e

aggregate　of　theg．　e　snnc　ll　cells　a　net，　and　tli’ ?ｓｅ　ce．lls　the　meshes　o．　f　it’］．

1．et　us　denote　the　sum　of　the．closed　meshes　wbi．ch　cc　ntain　a　point　of

Ab　by　．Sl，　and　the．　sum　of　the　open　ineshes　xxrhigh　are　cont．ained　in

i．Sk　by　S2　；　tlien　S1一S2　is　a　g．　et　of　points　o．　n　the・　bo．　undary　of　tlie　meshes．

i．　Carath60dory　：　’Vorlesiing．　cn　ilbeii　reelle　Fnnktioneu，　zweita　Aufi，　〈ig27），　p．　2・　go．

・・1’1・b・…　Th・th…y・£負mcti・1・s・f異・c・E．v・・1・bl・・T・thi・d・・L的・7＞，　PP・64－69・
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Nvhic．h　are．　coittEi．i　necl　in　．SL　thc｝．re，i：ore　the　meastirc　of　．Sl一．‘1”．，　it　zero．

　　　　（1：・onsicler　the．　point　set

　　　　　　　　　　　　　　．，f／lt．；1：　＝＝　（．fll　一　／！l．．S．il）　十　（，S’t　一　，g’，，），　（1）

then　it婦1・w・that　r（A，ノ1＊）〈ρ．

　　　　F・・，・inceびレ1，ρ片・＜1＋び（ノち，ρ），

atld　．t／｛ll　rm　x”llS．　Yi（／’1，　i　f；’i　’　・．f．IYL，〈（・”’　（．t／ia，　sO），

tharctfoj’c　．・’／／’：： @（　（．1（x一’，i，　R）．　（2）
Fr・m（・）　’：4ぷ需（ノ／l。・机：4・9、）（・～▼、。＋．～▼、）；ノゴ。、～ず、汁、～』；（3）

s｛nce　　　　　　び。4。，ρ）　＝・ヨ。千び（／lf　a，ρ），

anc／　．・．’ic．S’lc（．，f’ Ic，　．g’2（（．，r（．iig，　lo），

thereヂore　　　　ノ∬ゴ：（乙！（・：・／．1。，ρ）・　　　　　　　　　　．　　　　　（斗）

　　　　To　provc．　．，f’／1（U（ftl．”：t，　s）），　’　（，s）

（．1i、’i（le　　ノイ正　｛r韮to　　t、、アでP）　1．［）aLrts　　議4－x／ゴ匹～■乱　a，tl（1　／1轟（；亨正，

1．）ut　．　／／1．　一　xg／1．S’L（　／1＊　froni　（T），

and　　　　　　　／1．～㌦（［ノ｛（・～で1一・～つ，ρ｝

th．ere．fore　b．y　（i）　xve　haxr－e　（s）．

　　　　llro　prox／Te　f’1．（C7’（x〈lj’t，　，o），　’（6）

dlvi（le／1。．　int・t、、・・P∬ts　491。　an．（／ノ1。。～▼、，

but＝　　　　　　　　　　　♂∠’召．～▼置6（こノ｛1．談　　　　frぐ）n一ユ　（3），

ttind　x・’1．．Sri（　（）i’
i；S”・．e．，　R），

t’．here．fore　by　（3））　vv・e　hav・e　（6．　）．　’　．

　　　　．Froni　（2），　（4），　（．s．）　and　（6）　xve’　¢．onclttde．　t’．hat

　　　　　　　　　　　　　　プ（〆1，ノ・1つ（ρ．

　　　　IXi’esc｛i　consider　t］ie　1’rc　i“itier　of　x’1＊．　1［roni　（T），

　　　　　　　　　　　　　　／1彦＝＝♂イ＊　　　and　　　／ゴ｝1‘＝∠1一ノゴ．（7，，

thell　　　　　　　／：11L＝：！踏一ノ1労瓢：・．9正一．～覧2，

theγe｛1（）lre　the　！【neas賢ro　of　沼1芦　is　zerO，　that　il　ノゴ＊　…s　quを匙drab至e。　・

　　　　Therc£ore．　the　quadrable　class　一LL／cl＊］　is　in　the　p・一neighh．　ourhood　of

the　cl．ass団．　　　　　　9。　E．　D．
　　　　i；roni　the　aboxr・e　proo．　f，　xvhcn　the．　clast．　［A］　is　．qtiadrabl　e，　it　alf　o

｛1ぐ）110ws　that　～‘〃‘？　s‘rt　｛1踏｝　　！［9　d（7／sピー1ンz61｝138《γ；　s…nce　　量じ　is　obv｛Gus　that　！で孟＊

（／oes　not　1／）eloiig’r　to．　the　c．la．f　g．　［／1］．

　　　　9．　7ルlsnl’《乃潜｝ρ／σ〃ノノ01ノーク～！adrab〃l　t／　la．“sn．g　2：9　drノノ．S’（1ノ万！〃！・

吻ビ・，｛E，，｝；thご・t　is，　in‘・nyηeighb・tlrh・・（1。£・k　Class［・．（1］，　thei℃is　a
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n．on－quadrabic，　clai　s．

　　　　To　prove　this，　we　use　inste．　ftcl　of　（f（／lg，　，o）　in

　　　　　　　　　　　　　　B＝A（／c　（Ag，　P）　十　AcU（／lg，　R）

of§6，　the　set　T7て∠1σ，ρ）　of　rcitio　R，al　l）Qintst　、vh｛ch　are　COiii　tain　ecl　｛ll

iff（／tl，，　R），　and　construct

　　　　　　　　　　　　　　∠1＊＊＝！狂「；（ノElv，ρ）十ノle　I・T（ノ1σ，ρ），　　　　　く1）

thc　n　・r（／1，　／1’tr’：i’：）i：；ip；　tl｝e　proot’　it　alniost　the　sanie　af　thftt　o’f　tsg　6，　hence

］i　Olllit　it，

　　　　．N．’ext　consido．r　tl）e　frontier　of　／1＊’＊，　from　（i）

　　　　　　　　　　　　　　∠1首＊≦∠tCt千∠i，a　（fCt（∠lg，ρ），L）

since　　　澄勉沼π（！1，，ρ）＋4に（z1，，∫・）

as　in　（6）　o．　f　ts9　6，　the．n

　　　　　　　　　　　　　　罐1；≦・4。砿（A，，ρ）＋ノ：1，。，

t1〕erefore　　　　　　〆4諺＊＝＝ノ1彦＊ノ阿智』曇⊆　乙f”（ノσ，ρ）．　　　　　　　　　　　　（2）

　　　　T・sh・w　that　為＊；2砿（／la，　iO），　　　　　（3）

dlvid・Uct（A，，　R）i・t・tw・p・・臨4砿（4ρ）・・d　zl。・（／a（／i，，ρ）・In町

nelg恥・urh・・d・f　tk　P・｛nt・fヨ醜（A，，ρ），　thereεu℃P・ints・f
．A　T7．’ ix’／1，，　R）　and　／1　」”（．A，，　，o），　that　is，　thc　．　points　of　／1’i‘’：t　and　／1：／’“’：“．　，ll：1．enc．e

／lt”7“’？．．　x”／1　（／a（／lo，　，o）．　．Si　milarily　xtflgva：’ll．1？．．／1．（／．（／t，，，p）；th．erefore　xv・e　have一　（r））・

　　　　Collsequo．tlt！y　flrolll　（2）　alld　（3）　’
　　　　　　　　　　　　　　ノ13‘＊需u．（xin’lg，　iO），

1）zit　t］］e　meag．　ure　of　（／ct（／lg，　p）　ig．　not　zero．，　ancl　／1＊＊　is　not　quaclrable．

Theref・re　i・theρ一1囎ゆ・urh・・d・f”．the　c1・s・レ刀th…i・・しn・・一

（luadrable　classレエ＊’：‘］．　　　　　　　Q。：E．　D．

　　　　Fro　in　the　al）ovc　P1・oof，　as　i11　§8，　it　also　follo“rs　th三しt！／tt．i　sr’X｛．ノ三翌＊｝

！こ9d（ワ2．r（J・・～ン～一～Z．s’（r4／：

　　　　10。　王n　§7，Ihave　sa圭d　that　to　eしny　set　funct量6ぬ．ノ’（fl）　in　the　sPace

．Zl），　there　corresponds　a　point　ftmctio．　n　g（［A］）　in　the　spacc　｛E｝，　H’ere．

1　shall　consider　first　the　IF．’eano．　一Jorclan　nieic　g．　m‘e　of　poi　nt　sets．

　　　　、Ve　denote　the　exterior　and　interlor　Pea1’且orJordan　measurC　oF　the

s（！t　Aby　the　symb・1s塞翁）and／1（A）ret．｝）e（）tively．　Since　　・

　　　　　　　　　　　　　ノ』（／1）＝＝・フ〃（ノ1．）　　　a，1、d　　　孟（∠誕）＝〃1（A，．）3

xv・1）ere　7n（A）　iiieans　the　1．ebeg．　gue　naeasure　o．　f　・A，　a・／／　Poi’nl’　s（’／s　’7c．，／！i？’／！．

1
2
っ
」
．

That　is．　the　points　all　ceordinates　of　which　at’e　ratienal　ntunbers．

Sincc一（／1＋．刀〉α鵠ぬイーZ～・and（・働・．簸・ゴ・．磁・

Srhi・・i・9・r・・Pi・・Sne・’；L・besguesh．・丁・御こ・’1・・111d　l“・・；・f・r・clle　R．・il・C’n・（・g・6）・P・63・
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b（，Zo〃ぎ’！O　l／i　e甜γ〃63ビla・∬　”摩7’ピ！／ic　S（〃ノ16　（「．a：k，’〃bズピ〃～〆ル～t（T7’！b〆　．／）（’a・〃0一

．ノbノ’obm・〃！‘．・a．．91！ノ∂ピ．　　Therefore　the　poillt　fLM．ctions　wllich　co】Tespond　to

them，　xvhich　wc　denote　by　the　sy董潅簾bo董sζe（［lg，kl］）andζ虞（［A］）rospectively，

a1℃oノ～6Lτ’σ乃〃〆ill｛E，、〉．

　　　　Consider　any　sequence　of　classes　レ41］，レゴ2］，．．．．．．，［lx”1，，］，．．．，．．　which

has　tho．　lh’n｛ting　class［A］，　that　is，　1｛．m　［－il　，，］二［／1］．　Then　for　any　gi、γ（｝n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　すトンの

numbor　ρ　thcre　exists　a　munber　ノ〆，　such　that∠4，、（二ζノ（ノd，ρ）　for　all

valties・f〃〉〃’．　Ihve厭e　a　sequence、・。，’、），＿＿，ρ，，、，一・，wlth

zer（）　as　　量ts　1｛11ユit，　tl］en

　　　　　　　　　　　　　　　Lim　zア（∠2，ρ，、1t）：＝ノ鮎，

　　　　　　　　　　　　　　　’（饗

th6r（・f・r・　　】i幅（／／／1，，）≦〃・（／1。），

　　　　　　　　　　　　　　　’i：’r12）to

that｛s；　　1｛mζ，（レ1，，］）≦ζ、（レエ］）．　　　　．　　（1）
　　　　　　　　　　　　　　　クトンお

堰rherefo1℃　ζe（レ9］）　！：s’74毛力（r1’Stl〃〃Lビ。ノノ！　！ンノノ！o〃s　ノンz　｛ノC，，＞　a・！　iliC　ビ〃rss　［ノ盗］乳

　　　　S…m羅arily　flro　m　　　／誕、，β（乙ノ』（∠｛c，ρ），

we　hav6　　　　　1imノ｝（／1．）≧ブ〃（∠の，

　　　　　　　　　　　　　　　灘

that　ls　　limζ、（レゴ、，］）≧q・，．（図）．　　　　　　（2）
　　　　　　　　　　　　　　　りのナれ

Theref・reζ燕4］）！：S・／・7“tr7’　st〃〃Lcoi！！伽・〃3ノン！｛E、｝a！！／IC　t・・／a・ss［／1］．

　　　　1蛋the　Class団is　quadrabl．e，　tli・i，nζ，（レ」．］）二ζべ囲），ξm（冒・℃m（2），

since　el　，．（レ勾）≦ζε（レ4，，］）．，

　　　　　　　　　　　　　　1imζ8（［ノi，、］）≧ζ3（レ4、⊃），己

　　　　　　　　　　　　　　　況

thc　ref（）re　　with．　（i）．，

Sli、i、　y鷺：1：翻．．（・）
　　　　　　　　　　　　　　フナウね

Th厩efOl℃ζe（口］）σノ！〆ζε（レ1］）a・rc‘＝o〃！ノンノ～！o～tS～ン！｛E，、｝認！〃グ7！a（Xra・b／c

（：　Ztz．rs　レ望．］，

　　　　Sincethe　sat　｛ノヨ誘｝　o£亡he　quadrable　class　es　is　dellsc　in　the　spa．ce

｛ノ魂、｝，C；e（岡）　a〃・ゲζε（レd〕）　aノρ‘，ノ50～ンz！一？c，！：9（1・ゲノ：rClOノ！1！ン！〃。〃s　！ンz　｛ノ！n｝2．

　　　　It　is　obvioUs　thatζε（［A］）　a・〃d　el”（レllコ）　a・ノ’（」dt：sビ。〃々ン〃loz！s　111．｛ノ鴇、｝　a！

！ル！r　ノ！oノ！一グ～！a・d・rab／e　（rla・．rs噛ビ3，　for，　if　llot，　they　 rnust　havo　t1ユe　s三Lllle　vallles

at　the　classes・f｛環：：｝，　s｛nce　they　are　c・1・ti．t・1・us　in構｝，al・（l　have

the　samc　v醸｝es　at　the　sct｛E潜whieh　is　dense　in｛乃、｝3，　Th“ref・re，

王
　
　
2
　
　
つ
）

Ilah置1：　Theorie　くモer　reellen　FUnlこtio書藍eヒ1，　1，　σ921．），　P．　132，

OP・clし　P・20ふ

ぐ，P・c塵し　P・　133。
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　　！〃～ノscX｛万；潜｝q／ノノ。ノ～一（／・？！～z訪π6〃‘漉凋辞雪函q／l／ie／t／l・st齢諏80ノツ海｛En｝1．

　　　　　　’IFhe　point　functi．on　which　cori’osponcls　to　the　？eano－Jordan　measure

　　．i（A’ts），　is　clefinecl　oRly　in　the　s．　et　｛／．’．“；il’｝　o．’f　qHaclrable　classes，　一，　nd　whe．　n

　　xve．　denote　it　by　c（［A’it］），

　　　　　　　　　　　　　　　　C　（［A”］）　＝　q，　（［A’；t］）　：・＝：一一　c．，，　（［A’i‘］）

　　at　th．e　quadrable　classレ1＊］．　Since（3）h・1ds　when訓sets　A，，　c　re

　　quad・abl・，ζ（レ州）・・　・9〃〆・ン～～！・～！s・〉・｛璃！「｝・lt　wiil　b・・ee・il・§15　that辱

・　（；，（［／1］）　and　Cl．t（［A，］）　aro　the．　upper　and　the．　！oweir　bo．　undery　functi．on

　　irE　spE，ctively　of　q（［．・；1”］）　in　｛．lt’；il／　｝2．

　　　　　　11．　Next　we　consider　the　ILcbes．．c．rue，　measure．　All　point　setg．

　　xvl）lch　belon．o．’　to　the　quadrcft1．）le　clas，g．　are　inea，　surablc　ancl　have　the　s，．anie

　　nieasure．　．13）ut　for　the．　non－qtia，（lra．ble　c．lasg．　es　it　js　con）plicic　tecl．

　　　　　　■11〆／2ビノ～0ルーク2！ad・ab／c　cr／ass［IA＊＊］，！〃‘1ク・ci／認！1餅4～ノti（7．．r7〃rab／Zr　Oノ・〃0ノノー

　　〃ノn7．9ノ〃’abZd　汐0／ン／〆　S8～驚　7et／iose／e：鷹’〆（・］ノ’／bノ’a〃t？1／ン！！rソ7iフノ曹〃（’as2〃’C　aノγ，で7呪，F

　　7・　ta　／1！／・．sr　brゾτc，　re・n．〃～（　　　　Jl　一一∠1ご賢）aノ！d〃（ノ拶＊），ノン～ビ／2！〆1軌ぐ！lirs“〆7C．lp　7’♂Z〃！ビ5・．

　　　　　　To　prove　this，　f｛r．）r　brevity，　1（i．t　－／｛；｝：＊　bc　a・　point　set　in　the　space　．Zlr2

　　0’f　tNvo　cliincng．　io．　ns．　C，onsideir　the．　frontier　．d‘／1／r：’｝‘　c　f　／V’i：　ancl，　divide　it

　　lnto　its　OI）（　Tl　ntic．lous　Ati；・，＊　ancl　its　l虚cand　A．1餅，　SRch脚〔しt

　　　　　　　　　　　　　　　　．・〈1ij＊＝τ／1渉｝＊十ノ1益毒を，3

　　thdn　Ah’S．”’　is　a　non－dc　ng．　e　c．losed　plaBe　point　s　et．　II；hcrefoirc　there　ex｛sts

　　an　enunieeral．）lc　Set、～▼O董reCtan91．eS　砥アhiCh　iS　dent　e　iR　ノら，　SU（）h　th．at　all

　　pcints　o．　f　A，＊．’：‘　are，　clas．　sifiecl　into．tl｝ree　1〈inds．　：

　　　　　　（i）　pgiRts　on　a　boundary　of　one　or　nao．　re　of　thc　recta，n．ogl，es，

　　　　　　（2・）　pojnts　of　accuinulation　of　tl｝e　sc，t　of　such　points，

　　　　　　（3）　pc　ints　xiLthich　lie　in．　a　linecar　iiTiterval　“／hich　is　tl：te　lin”ik　c　f　Ea．

　　seqiiencc．　o£　tl’ie　rectangles‘．

　　　　　　IBut　the　points　of　the　tl’iird　k・incl　can　1）e　put　into　the　first　txx’ro　1〈incls

　　by　the　fo．110xvingr　niodification　of．　the　f　et　．S．’of．　rectatng／es，　lf　there　exist’s

　　λiinear　inte・val・such　that　all　p・ints田κ・f瑠1‘・n　it　arc　1・・t　tlle　P・｛1・ts

　　of　acculnu1ε頗on　of　t1ユe　set　of　the　po｛Bts　of　the　first　1＜i．nd，　tilell　tllerQ　is

　　a　ngighboiirhoocl　o．　f　the　1．inear　inte．rval　in　which　no　po．　int　of　／rl：，’：’i“　exists

　　except　the　points　on　the　linear　intel’vε｛L　　Therefore　a　rectan91eノぞ　ca：｝

　　be　co．　nstructecl　which　hE　s　the　lineat　interxral　as　one　side，　ancl　in　its

　　interior　no　point　of　At’．’i　exists．　’Then　g．　c　me　rectantt’leg，　o．　f　the．　s．　ct　，Sl，

1
2
つ
」
4
－

｝／iahn：　op．　cit．　p．　204．

OP．　cTt’．　p．　121．

ll’lausclorff：　op．　cit．　p．　I　To．

］’i．ol）gOn：　op．　cit．　1）．　J’21J・．
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xxrhich　haiLr．ti｝　cotninon　points　xvith　th．e　rectEtn．．crle　71e　are　cliiv7idecl　i　tito

smaller　rectangles　by　the　side・s　of　the　rectang’le　／e　ancl　its　elongations．

Now　by　using　the　yectang’正e　ノヒinstead　of　such　rectang’les　as　are　in　，1C，

and　other’　rectang’les　wiiicli　are　outsicle　ot’　IN’，　w・e　obtaiR　a　nexv　set　bf

rectangles，　foi’　NXihich　tlie　points　：v　d’　re　of　the　first　1〈ind．

　　　　By　tliis　process，　all　points　of．　the　third　kind　cai｝　be　put　itito　the

first　or　second　kincl，　that　is，　thero　exists　ati　enumerable　set　Si　of

rectang’les　which　is　den＄e　in　．E］L，，　such　that　every　point　of　Aaii．”k・　belons，s

to　one　of　the　txvo　1〈incls：

　　　　（i）　．po2nts　oR　a　bo“ndary　ef　one　or　inore　of　the　rectangles，　and

　　　　（2）　the　other　points　”xvhich　are　the　polnts　of　acctuMulatloR　ot’　the

set　of　the　points　of　the　first　1〈incl．

　　　　XVe　denote　the　sets　of　all　points　of　the　first　］〈ind　i　n　x’ltt．”：’　bY　the

syp］bol　．dX．1’i　anct　tl］at　ot’　tlie　seconc｛　1〈ii］cl　by　／’13j；i‘，　then

　　　　　　　　　　　　　　．～燐罫縦凶4轟＝十ヨ渉奪．

　　　　12．　Now　we　construct　a　poit）t　set　xvhicli　belonf．rs　to　thc　clttss

［x－1“’i‘］．　Considc｝．r　the　point　set

　　　　　　　　　　　　　　x’1窒辺1綜十Zノ」ilb，；：it十ノちzll溶十7日過燐，

xvhere　1）　is　a　poin．t　set　xvhich　is　xvith　its　c｛／＞nipleniei｝tary　set　！）．　clens（），

in　／12，　and　　ノニ）　is　the　stllll　of　th（》　closed　　r（｝cta，R91es　of　the　set　ム～ワ　、vh三ch

c（）ntailt　the　points　of　tlie　open　set．　．il，＊・，　bl‘，　altd　．7”is　any　point　set，　．such…

that　7ン毯溢．穿　　　　　　　　　　　　　　　　目し

　　　　tl’h（｝ll

but
A

乙しnd sillce

t11こしt　is

thercforc

lhaヒ　is

but　since

　　　　　　　　　con＄’der　the

are　the　inner

is　no亡the　i且｝ner　pつ1nし

of　！）AgL・’i‘，　there　exist

tl’lerefore

　　　　Next

denote．s　any　part　of　a・，ll｝・；li’・

　　　　∠！¢＝・ノ11＆う←→一（／ノ∠・・lji，噛）Ct千（！ち．ヨ多矯）σ十（7ン1〃聯）α，

　　　　（・／？x’la’ii・＊）ct　＝　x’1；｝ak，

　　　　x”；1σ詳＝＝ノ右！轟ξ十、ノ．ち∠己1直言，

　　　ヨ券認畿（巴4施）Ct十（嬬．／：1満言）α，

　　　∠ゴ謎＊（∠瑞＊一i’（／ちノ瑞爵）α，　　　　for　　　　ノ．｝≦；ノ1滋＊，

　　　　x”：1¢⊇H議＊千ヨ議診十」3欝，

　　　x／’Ltct　；．｝？．．．　．t”］（：kl’＊　；

　　　x’1　（（　x”1　3t’　；：’　，

　　　x’lct　（turm　x’llG　；：‘　；

　　　．．1　pt　＝　：　．，・，1　glt　’1；　．

　　　　　　　　　　iiine：・r　point　of　．ttL．　C）1｝viously　the　1．）oints　of　x／iit”’　’一：J

P・int・・f滋；but　an》・P・int・f跳4，惑！翼｝まand　7ン蠣

　　　　　　int　ot’　．・’1，　since　iR　any　neiglibourhoocl　of　the　poiRt

　　　　　　　　　Po呈nts・f　Z），・4浩としnd　iほany臓eighb。urhood・f
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the　point　of　1’．　AtiiSi‘　there’　e’xlst　，points　of　a　rectangle　which　cloes　not

belQng　to　」F），　that　i，s　the　points　of　x‘／laac’i＊　or　．t／IE”．＊，　hence　there　exist　points

whicli　clo　not　belong’　to　xt／1，　ITinally　in　any　neis，hbourhoocl　of　1｝’1／／i．／r’“

thcre　cxists　a　Po圭nt　of　ノ蝦3市　orノるヨ詳誉　but　a　point　of．乃4蕃害ごdoes

not　belong　to∠1，　alld　il．1　Et｛ly　neiEg’hl〕our1ユood　of君∠歴3謬，　we　ha＞e　seen

that　there　is　a　point　which　does　not　belonsr　to　．／1．　Consequently　in

ttny　neighbourhood　of　the　polnt　of　7’：ttlgii’，’”，　there　exists　a　point　w・hich

cloes　not　belong　to　／1．　rl’herefore

　　　　　　　　　　　　　　辺δ＝∠1穿＊。

　　　　CoBseque．ntly　．’1　belong，s　to　tlie　class　［fl＊’＊］．

　　　　13．　Next　“re　shall　cotisicler　thc．　ineasure　of　x・’1．　The　se，t　flti．ii’：　is

tlie　se．t　of　points　on　the　boundatry　o’f　enxunerabte，　rectans，le－s　of　the，　set

、．9ノ，h（）nce

　　　　　　　　　　　　　　．ノ〃（ノ聯）＝0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

a，ほd　since　the　closed　s：　et　x’li；ご芽‘　is　measし1r毛もble，　the　set　∠嬬；．労　is　こし1sQ

．me三しs鷺rable　ELII（1

　　　　　　　　　　　　　　・711（4蔵〉　：ノ〃（ズ瑠；’り．

Sincc．　the　open　se．ts　．t・’／ti・i‘＊　at｝d　x’li’‘：’　aro　ine，as．　urabl．（．｝，

　　　　　　；；：ごll＝ll乞僕1甥l　l倒1：罫綴幾；ll｝1　（1）

　　　　1［’lie，　exterior　and　liiterior　Rae．asttre　of　．Z）／／1；ili’i’：　inay　be　of　qny　v．’tlues

β、andβ2　such　dlat　ノ〃（ノ1叢憩）≧β、≧β2≧o・　：For，．、ve　d董v…de　the夢Paceノジ2

into　　thre（）．　parts　　．ノ1・Z［，　1），，　a1．ld　ff3　by　　the　txvo　1…nes　x＝＝λ改　　and　　．x’一一謬z

］）arallel　to　tho　．x’一axis　such　that

　　　　　　　　　　Z－7，（x≦Xl），　　！l）一（κ王くA’くAL：」），　　Z4（ごじ2≦x），

and　let　．x／i　cancl　xe．　be　such　that

　　7〃（ノi辺∠正義＊）＝・β2，　　〃～（Z義∠Z叢憩）＝β、一β2，　　ノノ！（ノ嬉！4募つ　＝〃～（ン1鉾；i‘）∠βi．2．

　　　　1）enote　by　1？　the　set　of　a11　rational　points　in　L7L，，　that　js，　tl’ic　poln’ts

Nvhosc　coordinates　are　rational　numbers，　and　｛ts　comple・mentary　set　by

．lx’．；　ancl　consider　the　non－ineasUrable　set　9，　xvhich　hEts　xvith　its

（L’onipleinentary　set　S2．，　tl｝e　whole　space　EL，　as　its　saine－ineasure　covc，r，

and　lts　interior　nieasure　i’s　zero3．　’1’he　scts　S2　and　．（2．　al’e　clet）se　in　kth

llSor　if　the　se．t　S2　is　not　dense，　then　t｝｝ere　exists　Etn　open　se，t　（）　s．　uc．h

1曾　　　Cこ匙叢「ath壱odt」1’Y：　　　OP．　cit。　1，辱　273，

2・　op．　c三亡．　p．288．

3．　op．　clt，　p．　r）Stl・
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that　」／20　is　empty，　btit　by　the　defiAition　of　the　san：ie－meEiSurci　coi“，　eri

　　　　　　　　　　　　’iii　（0）　＝　’Me　（“（2　0）

xvhich　is　absurd．　Similarily　for　9．．

　　　Sinceノ｛～and／e．　are　also　dense　in　E，・．　the　pOi．Rt　set

　　　　　　　　　　　．2「？c．研　十．（2／4　十ノ～磁．

is　xv　ith　its　coinplenientary　sots　dense　in　一t／il．・，，　there，fore，　xv（．）．　can　use　this

point　sct　for　1）．　Thcm

　　　　　　　　　　　ノ：♪烈浅憩＝ニノ～。Mr！望溢＊十蕊～Z4ノ％｝＊十ノ？1－7，ヨ3i壽静．

Sillce　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　隔P

But

the，rcfore・

罎d

　　　Si．milarily，　tl｝e　exterior　and　inte，rior　measure　o£　1＞1；’“．：’｛’

x・’alues

consicler　txvo　sets　Tt　and　7：．，，　xvhich　havc．　no　common　point

　　　　　　　薪ノ望蚤斎，　．属滋羨＊　　and　　・瑞∠4諺胃　乙ぱe　mea雌urable，

ノ〃，（1鳩1＊）＝〃・（凡以辺海＊）＋〃！，（9名！蟻÷）＋ノ〃（R属畷つ，

．ノ〃S（o畷＊）諜ノ〃（ム～c／潅ノ甥｝つ十ノノli（工～乙弓ノま羨＊）十〃（ノ～！4∠1糞iζ）．

　　　　　　　ノノ1．（ノ～。乃｛∠鋭＊）　：711．（／一■，∠4霊つ．＝β2，

　　　　　　　〃、（2拠！蟻：り＝〃（μ2∠蟻＊）　＝β、一β，・，

　　　　　　　ノノノi（s2／一7；！ゴ議＊）　＝：0，

　　　　　　　ノ〃（ノ？ノ：Z3∠1互～＊）＝0；

　　　　　　　〃，（・o・4峯＊）＝：．β、

　　　　　　　一m，　（／L）．，ilg，1・＊）　＝：　1？．　9，　［E．　D．

　　　　y，　tl｝e　exterior　and　inte，rior　measure　of　lhl”’A；’　may　bc　any

ri　and　re　such　rhat　・in（x”1，ee．’；r）ill；ri4r2k．o．　lf”or　this　purpose，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　sucl｝　t！〕乏しt

　　　　　　　ノ〃（．71／1溢らつ　　7’L・　　　tしnd　　　ノノ1・（．7丑ノゴ湊畜）＝7’t一γ：1，2

and　le・t

tl］en

since

btlt

E．しnd

tlicrcfore

and

　　　SillC（｝，

T二：7． P一←∫（2．7．；，，

7ンf溢誓＝7｝ノ猛溢誓　十ρ1ヨノ望講‘；

．7レ三1満奪　　Ei．ncl　T，　．，．・le；’k”　　ttl’（！t搬eaSura｝）1e

ノ！！e（7ン1詳η）　；　ク〃（．．71∠：1∂ひ誓）　十　〃Ze（」2．7る！翌誘ら｝），

ノノな（7ン蠣）　：ノ〃（71／1診首）十ノノli．（5～7るノ瑞等），

ノ〃，（2ろノ翁）＝γ1一γ2

ノノ1・i（9．71・∠l13：考）＝0，

ノノ！e（∬ン至φ．わ＝；γ素

ノ〃i（■ンゴ揖）＝7’L・。　　　◎E，－D．

ノノ！（凶4ぎ‘曇）十ノノ～（∠イ沸＊）十ノノ1（ヨ鉾誓）＝＝ノノ～C冠上り，

L　　C轟rat．11壱odo】y：

2．　op．　ci．t’．　p．　288．

OP・c注．し　P・279・
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froln（1）〃ん（∠O　and〃！i（∠0　111ay　be　Euly　values　be“vee且　〃1（辺ぎ＊）　and

〃（溺’＊），Such　that　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　ソ〃（　1・t一“i∠4賞）≦ノ11i（A）≦ブ〃、（／1）≦〃！（温差嫌）．

　　　　Therefore　we　i｝ave　Pirovecl　the　theore搬　（：）f§H．

　　　　14．　The　ttl：）ove　proof　lllay　be　extended　to　the　space　／！，t　Qf　〃

dimensions，　　Theτefore　tho　point　functions　whi6h　correspond　to　t1｝e

cxter量or　and　interior　I．ebesgue　measu誓。　of　any　point　sets　in　tlle　space

！i，t，　are　tlle　same　as　the　poj．nt致mction　wh｛ch　correspoBds　to　tl｝e

Lebesgu・・me・sur6・f　me・二二e　p・．i1・t…tS　i1｝the・p・ce・En，　I　d・n・t・

tliis　by　the　symbo1、　iet（レ幻）．

　　　　Theη（ll（」グ？tad7’tJb／e　c！（J」’S［A＊］，μ（［x’1＊］）爵。〃6Lz・ピ♂ん6鵡（」〃〆

　　　　　　　　　　　　　　μ（レd＊］）＝＝ζ（レ｛｛＊］；　　　　　・

a・／tp〃0〃一4？ta・clizvble　ビ忽∬　［A：．tl’＊］，μ（レ1＊＊］〉ゆ　！ン！／1「ノ〃ZC　IJレ’〃1（Xノび一τ・‘〃～！ビご乙

σ〃〆／〃♂ご～ぎぎノ・cg）？1・tcl　2／a．〃Sl”（：／P／Cl〃iclib〃cv／Z．，tvluc5マ冨［／1＊＊］心acZOSC煕々ン～‘・ご〃’

～ンzんソ’z，a・／（〃（オ『｝k），ブ〃（ズゴ夢つ）．

　　　　15．　、へ7「e　have　se（）ll　iR　§Io，　tllat　the　one－vetlued　l’unct’量oR　ζ（［／1　÷：“］）

is　tL　colltilluOklS．　funct｛on　｛n　thc　d（》maill　｛1診；il｝，　which　is　dense－in－itself，

but　not　closed．　　Si！lce　all　classes　in　く41’；“｝．are　tho　classes　oli

｛しccumulat量oll．of　tlle　se七　｛窮｝，　ELt　a　non－quadra正）玉e　class，　there　is　an

弄し99reg就e　o圭l　fuiictlonal　limitsi　ofζ（レII＊］）which　is　cer亡ainly　a　closed

set・　　Therefore　wc　lllay　de負11e　a　llew　fμnρtio1ユレ（［ン1］）for　the　sl）zしce

｛践1．｝，in　the　11olloxving　m2u．llユcr：　At　oach　cluadra．　b1c　classレ1＊］，正et

？（［．、’・1＊］）＝＝　C（［x”1＊］），　and　a七　〇ach　non一・quadrable　class　レ望＊＊］，乏しttribute．　tc｝

レ（［．．・1＊＊］）the　values　colltEし沁cd　1n　the　a99r◎9a七e　oξfしmctiona11｛mi亡s　of

ζ（【ンー1＊］）　a，亡that　class［．～一1＊＄］．　　二rhis至、e、v　flu｝CtiOll　d（L，fined　for　tlle　ex七（）nde（ユ

dolnain　｛ム、｝　is　c・ailecl　by　I｛obson2　t／i‘e．／？t〃‘「lib〃　obtai’ue（／4」’‘’xld〃∫～b／1一．

ρ／ζ（レ1＊］）．

　　　　To　see　the　rdation　bet、ve（）n　this　ful．lctiollレ（レゴ3）　a．艮d　the釜tln．c．tioll

μ（レ：1］）defined｛n　§1斗，　it　is　necessary　to　fi．Ixl　tlleεし99regat（｝of　functional

limits・fζ（口蕃］）at　any　n・n－qiiaclral）1e　cl／as”sレ・！＊＊］．：lt　is・bvi・us　fr・m

（1）　and　（2）　of　§夏。，　that　all　values　of　fu旦｝ctiollal　limits　of　ζ（紅x’1＊］）　遇しt

レ1＊＊コaτec・ntεしined　ill　the．closecl量nterva1（〃健ζ＊），〃レ踏つ）．　IBut

eolwersdy，　it　may　be　proved　£1’｝at　〃4y　7’‘♂〃’6　～ン1／〃‘，ビ1Tosct／～ン！！cソ’z・a・／

　　　　も（〃（．，．・，1　f：＊），プ〃（ノ託診＊））　〃！tl；J，∂ビ　a・ノ？．6〃‘；tl？？ノ2a・／みン！～！Z　ρ／ζ（レ1＊］）　‘躍　．レ｛＊培‘］．　　・

　　　　To　proveζhis，　di、ri（1¢　the　spεしce　f！，・into　two　pEしrts　／一丁，．　and　ノ～4　1）y

乏m　〃一I　d｛111ellsiOllaユ　P1εヤne’xe二＝Xl，　such　that

1．H二b5・nl　OP．ciL　1）．三98，

2．　op．　at．　p．　322．
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　　　　　　　　　　　　　　　ノ義（iV≦．x’1），　　　　　　ノノ：出C教く．zr），

and　　　　　　　　　　〃（Z－7，　x・・1／rt＊）二＝β，　　　〃（／ろんゴ諺＊）＝＝〃G1歩‘つ一β，

where　B　i．s　any　value　xvhich　saeisfies　m（xdt／‘＊）lil；t？．？o．　N’ow　inodify　the

llet　used　in　§8，　so　thε沈一tT‘κ三｛s　onc　of　the　parallel　／1－I　dimcnsiQllal

planes　u．sed　for　the　net．　ILet　iis　ctenote　the　smn　of　the　closecl　mesiies

of　the　net　which　centain　a　point　of　／’］i　！i｝’；：‘　by　Si，　and　the　sum　of

the　opeti　meshe．s　in　Sr　by・　‘SrL，；　similarily　the　sum　of　the　closed　］neshes

xv・hich　cotitain　tt　point　of　．7rZl，x’1，i：：i：　by．　．7’ k　anci　the．　siun　of　the　open

mo，shes　in　ll　by　7．’L｝．

　　　　C，on．stir“ct　the．　poi．nt　；　ut

　　　　　　　　　　∠1P』コレ1孟＊事一三＊＝；‘（・～‘1十　7D｝一←｛・～～十（／l一端）｝，

tlien　i　t　niay　｝．）e．　piro’］L，　c）｛1　as　i　t）　bgsk　8，　that

　　　　　　　　　　　　　　ノ・（認＊；i：ノノ望P）＜ρ，

，o　be．itig　any　given　Ruinber，　and　that　／lr］i‘　is　qutLcli’able．．　］lt’　Nvc　tal〈e，　a

stt・cluor．icci　pt，　，opt　・…．．，　p．　．．．．．．，　xvith　zei’o　Et／s　．its　lkiiit，　the．n　［．．tLt［；’

P
］
，

［x’IFtrL，］，　．．一…，　［x’lf；，｝1，］，　．．．．．．　i．s　a　seque．nce　of　qtiadrable　classes　’Nvhich　has

tiie　non－cltia（irablc｝　clttss　［．・ft：i’：“：：］　as　itls　liniiting’　class．

　　　　Si裏｝cc　　　　『層昌重’　辱いレ　　　　　鴎1し

　　　　　　　　　　　　　S，，，　，1．

　　　　　　　　　　　　　gff．

　　　　　　　　　ノノ～（．：r右

　　　　　　　　　the，se　txvo　values．

　　　　Ilrhe．re，t’orc），　ti）e　aggres，ate　of　t’unctionai　li．ni．its　o£．　q”u（［．・，1’；t］）　at　［．ii：i：＊1

is　tl｝e　close．d　i　ntc｝．rv・al　（・in（．，・LLt’i・i”i’：），　・7n（x”1ct“”Oi：）〉，　xvhich　ls　the，　ags，res，’at（ii；　o’E

functional　v・alues　of　1i（［x4］）　at　［．‘1：ii“’］．　1－lence　xve　conclude　th．zt　l／t（J

カ0！ンzl／7〃！‘；t！b〃μ（レ1］）滅吻♂6r4！ンd　llie　s／3ac（“｛践・｝・τe，／iiど／2・CO〃’esPOiids！0

／／！　（？116・∂ビ増7〃〃～c’tl．S’2〃でご～／ノ501＞・〃l　s6Jfs／3　X／l‘：～ノ｝〃ltV！bノ！ob！ai＞itr‘／ltl／6κんソ！Slb／1

（！／X／tc　pol＞～／ン弓！〃。／ib〃ζ（レ！＊］），（～T（：fa’ン・X・e’c／！ン～〆／i　e　StrX｛Z踏｝，ぞしの！と〃t：OW’（，rsンttso／i（IS

〆〃！〃ビ　／）（　’♂〃lo「ンlo！ご～1（〃！〃lc（rs～〃’c・で～／ノSo！ン～！5で！8。　If　we　use　the　ter1範POitlt－

xvisc　cli．scoiiLtiixilty　for　the　iiiatiy－val．ue｛zl　£unction，　it　folloxvs　that　itt（［＝’1］）

ししnd

but

thet’〈　fore

Conseqge．ntly

th失し目s，〃～（」

cl（．．・1，：，］），　．．．．．．，

atld　zero，

inclucling

71．．1im　　｛x．｛孟’・『’ド　　一　　x，i　：i：’｝辱　く＾～ず1　一峯一　　71）｝　　＝＝二　∠4ご亀　一，

　リナれ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ド

1im〃｛辺＊＊一認’1‘＊（．Stl　一i一　．7i）｝＝一；〃（．ill：｛；つ；

りげナの

7／1・｛LSマ2．十（71一一．T，｝）｝＝〃2Si，

｝．，im、～望【＝＝＝．1ン｛z1ぷ孝，

　りトジウつ

1｛m7〃〈・S’t　・←（．’／’1　一　．T，，）｝：＝ノ1～（／盗ご聯つ訟β。

マぼナ　

1…m〃1（／望談）＝ニノノ！（漏ぜ避り十β，

　　　　　　　　　π．コまナの

）＋βis　a　func之1・nal　litnit・f　the　sequenceζ（隣乱］），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ

（［・4ゆ，……・b・tβbd・9‘・・1｝y・・1u・b・twee・〃（4｝り

曇）十βslgni銭es　any　va乏ue　between〃（ri言：’　÷：J）and〃～（∠黛÷つ，
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is　Poi＞i／一？vi（szr　t／i3’（rontiiiitoit・s　i＞i　｛E’，，〉’t，　NNrhose　nieasure　of　di．scontiRuit’．y

is　ni（／）［ct）一・m（／／｛i）；　bLiti　th．i＄　may　be　1［）rovecl　clirectl：yr　from　（3）　i　n　｛i　i　o，’

since

　　　　　　　　　　　　　　ζ、（［／1］）≦ttt（［A］）≦ζ，（レd］），

μ（［A！）is　c・1痂u・us　in｛JS，、｝at　the　quadrable．　classレ証＊コ．

　　　　Since　　　　ζ，（レ43）＝＝〃（xtl．）　　　and　　　ζ，（［A］）＝〃（∠ゐ），

i．t　｛0110、vs　also　根ユat　ζc（レd〕）　‘〃～t？I　G（［ン望〕）　♂rグ6　！／ur・ltAノうeノ・．αノ～♂／　！〃。　～汐τcr6〆

bolt．〃冨～〃つノノ7〃ζ‘，t！b〃sノ・gsPcctl；e，cZJIノρ／ζ（［∠i；｝：］）！カ｛1霧『｝，εしs　has　been撮reεtdy

noted　at　the　ei｝cl　of　S　’i　o．

／［　1－110bson：　op．　c；’t．　p．　：s2．’．，，　this　pt’oof　hokls　for　tnecric　h’pace．


