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古典型.Hecke環の表現型の決定

京都大学・数理解析研究所, 有木 進 (Susuinu Ariki

$\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{s}\dot{\mathrm{e}}$ar.c$\mathrm{h}$ Institute for Mathemati.c$\mathrm{a}1$ Scien.c.e$\mathrm{s},$ .

Kyoto University

1 直既約加群の分類問題と表現型

表現論に冫いて, 既約加群の完全代\not\equiv 系を決定することは會ず最初に考えるべき基.
本的な問題てある. $\cdot\cdot \mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}$ 代数や関連する代数の種々の最高ウェイト理論, 有限群め
群環であれぱ, Lusztig に $\circ$上る Lie型有限群の鱗約通常指標の分類と Dipper-James
や $\mathrm{G}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{k}-\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{s}$ -Malle によるモジュラー箇場合への–.般化,$\cdot$ また局所体上の代数群や

..実 Lie群の揚合など実例には事欠かない,
加群圏が半単純であれば, これて加群圏が完全くわかったわけだが, �$\mathrm{f}\dot{\mathrm{f}\mathrm{l}}$ :には

半単純ではないので, 既約加群の分類のうぎに直既約加群の分類をしょう $\circ$と試.みる
のは自然であり, $\cdot$ 実際, 東欧圏やドイッを中心とした研究者による多くの一般的な..
結果が蓄積されてきた.

$\circ$

し力 ‘.しながら,. とれらの研究者の考える具体例唸, $\cdot$ –.部の
.例を除けば, 郁外者 $1\mathrm{c}$はわかりにくい環てあり, Hecke 環のような基本的\Delta 環でさ
え, あまり研究されてこな $\eta>$った. 群環ならばよくわ力 1る例といえるが;. この場合
は Hopf代数であること \epsilon 依存した研究手法がとられており, や紘り Hecke環をカ..
バーしてい.$\text{な}$

. b.
$\cdot$

.のである.
. ここ\check Cは古典型 $\mathrm{H}\mathrm{e}\dot{\mathrm{c}}\mathrm{k}\mathrm{e}$ 環の表現型を決定できたことを報告したい. 具体的には,.

[A2] の内容を一$\Re-$省略して紹介するのが目的である.
まず,

$\cdot$

以下で, 上て述べた直既約加群の分類に関する一般的な結果 Kついて復習
する. 必要 $\text{な}$のは有限次元代数に関する結果だけである,から, あまり –

$f$般化せずに
‘結果を引用する. . $\cdot$ . ..

$F$. を代数閉体 F[X].を 1 変数多項式$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $F_{\lambda}$ は $X$. $\mapsto\lambda\in\dot{F}$ で定まる 1 次元
既約 $F[X]-$加群とする. また, $F$ (X, $\mathrm{Y}\rangle$ を 2 変数非可換多項式環とする.

.定義 1. $\cdot$ 1 $\cdot F$ を代数閉本. $\cdot$
$A$ を $F$ 上の有限生或代数とする.

(a) $A$ が有限型とは, $\cdot$ 直既約 .$A-$.加群の同型類め個数が有限のとき tいう. ...
.

$.(\mathrm{b}.)A$ が fl.限型でなく, したも各自 $\Re_{1}$数 $d\in \mathrm{N}$ 夏対して, $F[X]-$加群として有
限生或自由加群てある $(A, F[X].)-$両側加群 $M_{1},$ . .:, $M_{n_{d}}$ が存在火て, $d$次
元直既約加群が, . 有限個の例外を除けば, 必ず $M_{i}\otimes_{F[X]}F$\lambda の形の加群と同
型くたるとき, $\dot{A}$

. を $\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{m}\dot{\mathrm{e}}$ 型という.
$(\mathrm{c}.)F$ (X, $\mathrm{Y}\}.-$加群と Lそ有哄生威自由加群てある $(.A,$ $F<X,$ $\mathrm{Y})$ ) $-$両側加群 $\dot{M}$ が
存在して, 関手

$\mathcal{F}_{M}.=M.\otimes_{F(X,\mathrm{Y})}-$ : $F\{X,$ $\mathrm{Y}$)-mod $arrow$ A-mod
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. が直既約加群を直既約加群に対応させ, 非同型な直既約加群を非同型な直既
約加群に対応させるとき, $A^{\cdot}$ を wild 型という.

Drozd の定理 [Dr] くより., 任意の有限生或代数は有限型, $\mathrm{t}\mathrm{a}\check{\tilde{\mathrm{m}}}\mathrm{e}$型.wild.型の

限生或 $F-$代数の直$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{f}\dot{\mathrm{f}\mathrm{l}}^{4}$

. 加群の同型類の集合を $A$ の直既約加群 $\text{の}$

.
同型類の集合め部

’.分集合として実現できる. たとえば, $F$
. を. $\mathrm{F}_{3}$ の代数閉包とすると, .対称群め群環

$FS_{6}^{\cdot}$ は.wild である $\circ$

から, 任意の $\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{c}.-\mathrm{M}$ood.yLie代数 $\mathfrak{g}$ に対し, $F$. 上定義さ iた
包一 $U(.\mathfrak{g})$ の直既約加群の同型類の集合は, . .FS6

$\circ$

の直既約加群の同型類の集合の
部分集合として実現できるわけである. $\cdot$ ..このことからわかるよう.に, . w垣 d ならぱ,

’直既約加群の分類は期待てきない. .よって, 直既約加群の分類問題を考.$\text{え}$ るとき,
表現型を決定することは重要な問題てある.

$\cdot$

.具体的にどうすれば表現型が決$\text{定_{}-}$できるかであるが, $\mathrm{G}\dot{\mathrm{a}}$briel の定理に.より, $\cdot$

.す
ぺての有限次元代数 A.杜, 道代数. $FQ$ の商環で $I=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}.(FQarrow A)$ が ad而 ssible
.ideal, すなわち $J$ を長さ $\mathrm{i}$ の辺が生或する $FQ$ の両fflJI. ideal とするとき

$J^{N}\subset I\subset J^{2}$ $(N.>>0)$

論ては, $\cdot$ .Aとしてつね $\text{に}$ との形を仮定し, その上ていろいろなかたちの楚理を証明
する.
ます wild 型のほうを考えよう. $\cdot$定義より明らか $\text{に}$

.
$’.\cdot A$ の裔環が wild $\text{な}$ らぱ $A$

も: てある. また, ベキ等元 $e$ があり
$\circ$ eAe が w垣 $\mathrm{d}..\text{な}$ ら $A$ も $\mathrm{w}\mathrm{i}!\mathrm{d}$ てあ.る.

次の定運が知られている. 文献としては, . [DF], [N], [S] を挙げておぐ $.\mathrm{t}$ .

定理 $\mathrm{L}2$ $F$ を代数閉体 $Q$ を cycle を持たない有向グフフとする. $Q$ の向きを怠
れること $\text{に}$より得られる無向グラフを $\underline{Q}$ とするとき, $Q$ の道代数 $FQ$ が

(1) 有限型 \Leftrightarrow --$Q$ が有限型 Dynkin 図形 $A$, $D$, $E\text{の}$. どれか.

(2) $\cdot$ tame型 \Leftrightarrow . $\underline{Q}$

,
が

$\mathrm{E}\dot{\mathrm{u}}\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{D}...\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{k}.\mathrm{i}$ .n 図形
.

$\tilde{A},$

.
$D$\tilde ’ $\tilde{E}$ のどれ力 ‘.

(3) wild 型 $.\neq\Rightarrow\underline{Q}$ がそれ以外の場合. $\cdot$

.

この定理を使うことくよ、り, wild型と判定できる場合がある. .たとえぱ古典型
Hecke環の場合は次の単純な補題 $\dot{l}${けっこう有用てある.

補題 1:3 有 $\dot{\cap}\mathrm{p}$グフフ $Q$ が次の有向 $\dot{r}$
$\overline{7}.\text{フ}$ を部分グラフとして含むとする..

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ .$.’.$.. $\cdot$

また,. 有限次元 $F-$代数 $A$ 社.FQ の admi.ssible ideal によ $.\text{る}$商環とする. この

.
$\cdot$

とき, A.は wild型である:

他\kappa , 多くのこの類の結
.
があり; そのうぢのいくつか $\text{を_{}\backslash }.\text{古}$

. 典型
$\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{c}\dot{\mathrm{k}}\mathrm{e}$ 環の表

現型の決定て
$\circ$

も用いた.’
. 一般\kappa 紘, $\cdot$ :商環に wild 型道代数が現れないことも.多い. すな $\circ$わち, 商環を考え

るとどうしても関係式が出てきてしまうのが普通である. その場合に強力なのが,
被覆理論と Krause の定理 [Kfl] で $\text{あ}$. る. まず, 被覆理論を説明する.
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定義. 1.4 有向グラフ $.\tilde{Q}$ . 力果, 向ゲフフ $Q$ の被覆.とは, $\tilde{Q}$ の頂点集合と有向辺集合
から $.Q$ の頂点集合と有向辺集合へ各々全射写像があって次.を皐たすとき,をいう.$\cdot$

$\tilde{Q}$ の各頂点 x\tilde <対し, その像として得 6耗る $Q$ の頂点を $x$ とする. このとき,

’頂点集合の全射と有向辺集合の全射・は

(1) $\tilde{x}$ を.始点とする辺の柊点のたす . 合と x.を f.o点とす $\dot{\text{る}}$辺 Q終点めなす集合の
.全単射を誘導する..

1

(2) $\tilde{x}$ を終蕉とする辺め始点のなす集合と x.を終点.とする辺の始点のな $\dot{\text{す}}$集倉の
.全単射童誘導する.

: 被$\mathrm{a}\ddot{\dot{\mathrm{e}}}$が Galois 被覆とは, グフフの自己同型群 $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\tilde{Q})$ のffl-分群 G.が存在し
て, $Q.\cdot$

.
の各頂点. $x$ に対し, そ.の・ファイビ ‘一が G.と同型 Z, . $G-$軌道をなすときを

. いう.
.

$\mathrm{o}\mathrm{e}\Pi-ffi\sim$型.$\text{と}\mathit{5}\text{する}\tilde{Q}.\text{を}Q\text{の}\mathrm{G}\acute{\mathrm{a}}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{s}\dot{\Re}\not\in \text{と}F\tilde{Q}\text{の}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{l}\text{し}$

,
$F\tilde{Q}.\cdot..FQ\text{を}\mathrm{f}\mathrm{l}\backslash \Gamma\llcorner\backslash \text{す}.\text{る}\mathrm{E}\mathrm{f}\dot{\mathrm{t}}\text{数の}F.\cdot-\mathrm{f}\mathrm{t}\mathfrak{R}\tilde{I}.\dot{p}_{\dot{1}}FQ\dot{\text{の}}\mathrm{a}\mathrm{d}\dot{\mathrm{m}}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{b}1\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{a}1I\dot{\text{の}_{}-}\dot{\mathrm{A}}\wedge\Leftrightarrow$

るとき.,$\cdot$

$\dot{\tilde{A}}=F\tilde{Q}/.\tilde{I}$ を $A=FQ/I$ の Galois 被覆と,いう.

Galois 被覆 $\tilde{A}=F\tilde{Q}i\tilde{I}$ 社無限次元 $F-$代数で塾る力 $\dot{\lambda}..$, Galois 被覆 $p_{\mathrm{i}}$ wfld か
どうかはもとの環 $A=F.Q/\cdot I$ より判定 \sim や $\dot{\text{す}}$ く, その後, pushdown 関手を考え
る.ことにより, 多くの揚合. $A$ 自身が.wild であるこ

$\circ$

とを判定できる. $(\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{h}\dot{\mathrm{d}}.\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n}$

$\circ$ .関手を具体的に記述することくより wild てあること奪判定することもできるが, 現
在は

.
$\dot{\mathrm{d}}\mathrm{e}$ la $\mathrm{P}\mathrm{e}\tilde{\mathrm{n}}\mathrm{a}$ や Han によ

$\circ$

る定理があり, $\cdot$ より簡単に判定てきる. $[\mathrm{d}1\mathrm{P}],$
$.$ [D],

[Ha] を参照のこと. ) 表現型を決定 Lたいと思ったとき \kappa 被覆理論はきわめて標準.
. 的な手法であり,. 古典型 Becke環の表現型の決定にあたって $\text{も}$. 使った.

. 次に
$\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{u}\dot{\mathrm{s}}\mathrm{e}$ O\supset 定理を説明しよう.$\cdot$ . $A-\underline{mod}$ を stable module category とする.

.すたわち, \’object $\mathrm{U}A.-$ 加群の全体で, $A.\cdot-$加群 $M,$ $N$ K対し,. $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A}$ (M, $N$ ) を
射影 $A-$加群を経由する $A-$加群準同醸の $\mathrm{g}$.体 $\mathrm{P}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A^{\iota}}$

.
$(.M, N)$ で割つた

$\underline{\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}}_{A}$ (M., $N$) $=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A}.(M,N)/\mathrm{P}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{A}(M, N)$

.

楚義 $.\dot{1}.6A$-mod と $B$ -mod が圏同値とする. このとき, $A$ と $B$ は stable equiv-
mlent てある, という:

定理 1.7 (Kra.use) 有限次元 $.F-\circ$代数 $A$ と $B$ が stable.equiv.alent �らば, $A$

と $B$ の表現型は一致する.

$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{d}\text{と}\langle$ Keq’uivDab.le(An.t-maobd)ば&,$\cdot$

.
$D^{b}...\cdot(B- mo.d)\cdot \text{か_{}-}^{-}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d}\text{の}\not\in.\mathbb{Z}.-[\mathrm{R}\mathrm{i}]g$ $\text{に}\cdot\dot{\text{よ}と}.\text{し}$ \mbox{\boldmath $\tau$}b...\Theta 8t{agb’.1eF.cahtebgobIyAめ k--$.=.\dot{\mathrm{g}}@B\dot{l}\mathrm{i}$

としての同値が誘導されるのて, Aと $B$ の表現型は一致する.
以上, $\dot{\mathrm{w}}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{d}$ 型とたるための判定法ばかり述べてきたが,. $\cdot$tame型にたるための

判定法もあり, さいわいに古典型Hecke環の場合にはこれて十分てあ.る..

.、定義 1.8 有限次元 $F-$代数 $A$. $=FQ/I$ が次め条件をみたすとする.

(a1). $Q$ め各頂点 $x$ K対し, この頂点を始点とする有向辺は高々 2 木
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(a2) $Q$ の各頂点$=.x$ に対し, この頂点を終点とす $\dot{\text{る}}$有向辺は高々. 2. 木.
..

$(.\mathrm{b}1)Q$ の各有向辺 $\alpha$ に対し, $\alpha\beta\not\in I$ となる有向辺 $.\beta$ .は存在し.ても高々 1 木.

(b2) $Q$ の各有向辺 \mbox{\boldmath $\alpha$}.に対し, $\beta\alpha\not\in I$ となる有向辺 $.\beta$ は存在しても高々 $.\dot{1}$ 木.

このと室, $A$ を.special biserial 代数:と呼ぶ.

定理 1.9 $(\mathrm{W}\mathrm{a}\dot{1}\mathrm{d}-\mathrm{W}\mathrm{a}\dot{s}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{b}\acute{\dot{\mathrm{u}}}\mathrm{s}\dot{\mathrm{c}}\mathrm{h}).\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}$ biserial代数は有限型か tame 型であ.る.
.. $\cdot$

.

$\dot{2}$

. 主結果

前節て述べたよう Ic,.:道代数の育環たらば表現型を判定する方 ae.が多く ff.在する
そこて, 一般の F-.代数の場合は次のよ.うな方法で表現型を決応ること $\kappa$がる.

(a) $A$ が wild型てある.と結論し.たいときは, $A$ の直既約射影加群の同型類の代
表系力 1ら一部を取り $\{P_{\dot{|}}\}:\in I$ とする. そして, $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{A}$ (\oplus i\epsilon IPi).の商環が wild
型であることを示す. .

$\cdot$ . $\cdot$

$(\mathrm{b}.)A^{\cdot}$ が tame型てあると結論したい.ときは, $A$ の直$\Re\#\dot{0}\backslash$射影加群あ同型類の代
表系をすべて取り., と・れを $\{P_{\dot{*}}\}:\epsilon I.\text{と}$\neg す・る. そして, $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{A}(\oplus_{i\in}{}_{I}P-)$ が tame
型.{$\cdot$あるこ.とを示す.

一般には, $\mathrm{E}^{\cdot}\mathrm{n}\mathrm{d}_{A}$($\oplus_{i\epsilon I}\cdot$

. P-).を決定するこどは難し $\mathrm{v}\mathrm{l}.\cdot$ . つまりこの部分が $p.|$)ア:
てきないたや表現型が決定て

$\circ$

きないのが普通てある: .しかしながら,...古^型Hecke
環の湯令#私が以前示した結果により, 基礎体 $F$ の標欽が正てあっても・重要な部分
て (Fock 空間の標準基底を計算すること $\downarrow \mathrm{c}$ 上り) 分解係数が計算でき., これでふな.
りの情報が得られる. そして, 種々の別の議論をあわせて用いること $\mathrm{K}$ エ $\text{り}$ , 最終
的に古典 .. Hecke環の表現型を決定することができた. 主結果は次の通りである.

$W$ を既約とは限 $\mathrm{b}$

. ない古典型�
$\dot{\mathrm{e}}\mathrm{y}.1$群, $7t\mathrm{w}$ (q) を対応する Hec.k.e環とする.

定義. $2_{*}1$ Weyl.群.W に対し,

$P_{W}(x)= \sum_{w\in W}.x^{\ell}(w)$
.

を $W$ の $\mathrm{P}.\mathrm{o}\mathrm{i}$n-car\’e多項式と呼ぶ.

. 定理 2.2 次が成立する.

(1) $H_{W}$ (q) が有限型であるための必要十分条件は, $(x-q)^{2}$ が ffi. (x) を割り切
.らたいことである.

(2) taxne型 $\kappa$なる・ための必要士分条件は, $\cdot q.\cdot=-1\neq 1$ う 1っ $q$ が $Pw(x)=0$ の.

重複度.2 の重根になるこ・とで多る.

(3) 上記以外の場合 $\mathfrak{l}\mathrm{f}$ wild型になる.
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3 今後の課題 ..
.

型 Hecke.環の場合は Erdm可 $\mathrm{n}-\mathrm{N}\mathrm{a}.\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{o}$ $[.\mathrm{E}\mathrm{N}]$ により完全な結果が得られて b..る.
さて, .

$\cdot$

Wild 型だと直既約加群の分類自体は望めないが, Auslander-&iten 完
.全 $7-\dot{\tau}\rho$

}列を使って,. stable $.\mathrm{A}\cdot \mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}$ -Reiten quiver という有向グラフが定義され,
. 各連結或分ごとには, $\cdot$ 構造を決定.し得る.. どの方向の研究は有限次元代数の表現論
の沖心・に位置するめであるが, .群県の block 代数\leq .関して Erdinann は次の結果

$.[\mathrm{E}\mathrm{r}2]$ を得た. 課題の第 2 ゆ, と Q結果の q-.,類似を得るととである.
$.|$. $d.$ .

定理 3.1. (Erdmann). Fを代数閉体 $G$ を $\dot{\#}$.限群, $A$ を $FG$. の.$\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}\dot{\mathrm{k}}$ 代数て
.

$\cdot$ wild型とする. このとき, $A\sigma D$ sta.ble $\mathrm{A}\mathrm{u}\dot{\mathrm{s}}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}.-\mathrm{R}$ .eiten quiver の連結或分は, $\circ$

. $\cdot$

ZA。をグラフ自己同型群 Aut(ZA\infty ) のある部分群で割った形をしている.
(つまり tree class が A。寸ある. )

. $\cdot$ :
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