Sur PExpansion de la Cavité¢ Sphérique
dans les Masses Fluides

Par
Kiugoro Kitagawa

(Regu le 27 octobre 1930)

Sommaire

Lobjet des recherches rapportées dans le présent mémoire a été d’étudier ’énoncia~
tion de la formule de ’hydrodynamique concernant les expaasions de la cavité sphérique
dans les masses fluides, soit en mer, soit eu atmosphére, er de tronver Paccélération
initiale, la vitesse maximum, la dépression de la pression qui est produite d’effectuer
P’expansion de Ja cavité envisagée, le rayon de celle-ci qui résulte de nouveaun de reposer
les fluides, et qui s’accorde avec les expériences, et puis la darée de Pexplosion.

(1) Préambule

Trouver le mouvement de la masse fluide en cas simple dans
un état de s’écraser 'écume, c’est déja traité par Besant!, Basset’ et
Lord Rayleigh®, et le probléme, au contraire, au point de vue de
Uexplosion de la torpille marine, c’est aussi adroitement étudié de la
m3me équation de I'hydrodynamique que celle employée dans les
recherches de se briser ’écume par M. H. Lamb.!

Nous cherchons ici les problémes en le dernier cas, soit en mer,
soit en atmosphére, avec les autres idées fondamentales pour apporter
quelques arguments nouveaux, el nous nous proposons particuliérement
de trouver la dépression de la pression du fluide intérieur, laquelle se
produit aprés avoir effectué 'expansion de la cavité sphérique:

W. H. Besant, Hydrostatics and Hydrodyramics, 158 (1859).

A. B. Basset, An Elementary Treatise on Hydrodynamics and Sound, 25 (1890).
Lord Rayleigh, Phil. Mag. 34, 94 (1917). Scientific Papers, 6, 504.

M. H. Lamb, Ihil. Mag. 14, 257 (1923).
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Supposons qu'une couche sphérique solide, infiniment ‘mince,
entourée d’une masse fluide assez épaisse contient une masse gazeuse
fort-compressée, et que le systéme est équilibre. A un instant donné,
¢=0, la couche solide est anéantie, les fluides se meuvent et la sphére,
cest a dire la surface limitée par les deux fuides s’enfle trés vite
jusqu’a la certaine distance, et puis se contracte, on en obtient un
mouvement pendulaire. i

Il est évident, par raison de symétrie, que chaque élément des
fluides est dirigé du centre de la cavité vers Iextérieur, et qu'a chaque
instant les éléments qui se trouvent a la m3me distance du centre
ont la m3me vitesse, la surface commune conserve donc la forme
sphérique.

On prend comme lorigine le centre de la cavité sphérique, qui
reste fixe pendant 'expansion. '

Appelons, & instant initial #=o0, X, le rayon
de la cavité sphérique, #. la pression, p, la densité
a t=0 RO du gaz intérieur (Fig. 1), et a Vinstant # aprés
avoir commencé l'explosion, XA le rayon de la
[l sphére, p la pression, p la densité du gaz intérieur

(Fig. 2), et aussi p; la pression, p; la densité¢ du
fluide extérieur de la sphére envisagée.

; Fig. 2
Ta vitesse des éiéments fluides situés sur .
. aR at Q
la surface du rayon R est vers U'extéricur .7 R \P

=];’, et on en a, grice & la condition initiale 0

Ry=o. Ef ‘OF
Nous supposons que les deux fluides, in-

térieur et extérieur, sont dénués de la force extéricure, par exemple

de la pesanteur, et que p et p sont lids par la formule de I'expansion

adiabatique, nous en aurons

-ﬁ_:<_!.‘it>“=<‘&y e eeereerererseerenee( 1)
Do R O ’

of y exprime le rapport des deux chaleurs spécifiques du gaz.

En vertu de ces restrictions que 'on a vues plus haut, il en résulte
que s'il y a une fonction des vitesses a linstant donné, par exemple
& Porigine du temps £=o, il y aura, d’aprés le théoréme de lagrange,
encore une fonction des vitesses & un instant ¢ quelconque. I.e fluide
partant du repos, le mouvement est irrotationnel. Les vitesses dérivent
donc d’un potentiel ¢;. Si l'on appelle 7 la distance du centre & un
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élément fluide, la fonction ¢; est par raison de symétrie, celle des
seules variables » et # On en a, dans la sphére »<< A,

I PR
2 R

La vitesse des éléments situés & la distance 7 du centre est donnée
par Péquation suivante

a§9i —

y
Fe=melh = = R i veeeennnn(2)

or R
la derivée étant prise le long du rayon de la sphere.

Si I'on suppose »=R, 7 devient ].6, on a danc R :%S_’;_z_ lorsque

7 est égal & R.
On voit aisément que ¢; vérifie Péquation de Poisson.'

R
4 i y et s ereseonactessstasestasanssestrstroseressnsanassresl 3
Pi=3— (3)

Il en résulte que l'on a, d’aprés Tagrange, encore un potentiel
de la vitesse dans la région extéricure de la sphére, lorsque #; et p
restent constants au point de vue des variables » et £ 7»>R,
KR
»

¢ H

alors on a la vitesse dans cette région

. 0, | R
=0 o RR et (4)
o7 7

Puis, le potentiel ¢, vérifie en dehors Iéquation de ILaplace.
dy.=o.
Si Pon suppose que le point @ situé a lintérieur se déplace a
Pextérieur d'une maniére continue (Fig. 2), la vitesse varie d’une
maniére continue, et elle donne la valeur unique sur la sphére si le

point Q &'y approche du dedans ou du dehors, la composante normale
de la vitesse est en effet égale & P'une et autre,

I¢; d¢ :
f] =% | =R,
or r-——, r 07 .l

et aussi la composante tangentielle

1. M. V. Bjerknes, Vorlesungen iiber Hydrodynamischen Fernkriifte, 1,26 (1900).
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Voild, la vitesse varie ainsi d’une maniére continue dans tout
I'espace dedans, dehors et sur la sphére.

Quant & la densité et a la pression de la masse fluide, ils se
changent brusquement & la sphére, lorsque le point Q la traverse, ils
s'y trouvent discontinus.

(2) L’equation fondamentale

Pour I'équation de hydrodynamique, on a comme d’abitude

-‘(;7( 7+ )=\ pllee+mv + nw)ds
by

Ou oy 070)
+ dr, eeererena,
ﬁ(0x+0¢1f+0z ‘ weeee(s)

ott 7 et I expriment respectivement la demi-force vive et le potentiel
de la force extérieure, en outre /, m, 72 les cosinus directeurs de la
normale a Uélément do de la surface fermée 3 dirigée vers lintérieur
de celle-ci, et 7, ©, w les composantes de la vitesse dirigée dans le
sens positif des axes coordonnés. 11 s’agit ici de les calculer en tout
lespace. 7 est égal a la somme des demi-forces vives, intérieure 7;
et extérieure 7, de la sphére du rayon XK.
On doit d’abord calculer l'intégrale définie
R
- I .3 o 1 2
7i=\ —pdr=yr\ —or' —=——dr,
2 2
Dintérieur 0

remplacant 7 par 2, d’aprés (2)

2 e
=-ZmpR°RY,

5

car p nest que la fonction du K

5 o \3 e
z_;m,( %, )R"R,
S

R

en vertu de la relation (1), il se conduit a

=2 no RARE Ll e (6
5
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On a d’autre part

T= S L oPde=4n g Lo,
2 2
15

extérieur R

en vertu de U'équation (4),

ot i
= 270 g R {6 ar,
7

r

car p, est constant
Z2MORIRE, e e, (7)

Il en résulte

T=Ti+ Ty="2mp JER + 2mp R e (8)
5

D'aprés 'hypothése, on trouve F=o, la premiére intégrale du
coté droit de (s5) se conduit a

j Pl mw + nw)do= — S pido=—sap R,
=

la seconde intégrale

0z oy Ow ) 3R o
Y ind + (l’ —_ y AJ ,;(i _ ) 1 d(l” ’y
S‘ﬁ< ox oy 05 ) g"ﬁ gt S? R

utilisant la relation (3)
= qupRR = 4mpo R RS R,

On a donc au lieu de ()

%(—2—71"0‘, RIR+ znplze’je'l) = — qmp RER + 4up Ry R R,
it \ 5

Cest & dire
. . 13 . ¢ .
2 o IR+ 2mp R R = — 4mp, j RERA+ ampo R S R R,
5 o o

Notre équation prendra la forme

<~&]€3+f'11€3>i€’+ 28 g g 2PR g
3 3

373
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__2h Ri— 25

3 3r—3

% =0. e veeeinenenenneen(10)

Cette équation différentielle est celle du premier ordre qui ne
comprend que deux variables X et R Nous allons la chercher pour
nos buts.

(3) L’accélération initiale

On va trouver l'accélération initiale, c’est & dire la valeur R=
a*R
d['.!

En différentiant avec # I'équation (10), on a

en ce point K=2PR,.

)[‘ (X + '_' - s . b o >
2005 B a0 RO 4 a0 PR 2 py R R 2 p =0, (11)
5 .
considérant I'hypothése, K=o lorsque R=ZR,, I'équation (11) devient
alors

.

qui donne laccélération initiale 7F=zo0, N=RX,, elle ne dépend des
manidres expansives du gaz, car léquation (12) ne comprend pas le
constant 7.

Prenons un cas spécial dans la mer ol soient
of dynees

D=2 K0 <
ent®

1= 1,

H=10"x10° ,, , p,=0.0013 % 10", Ky=100 c71.,
autrement dit, si I'une explosion est éclatée, qui exerce la pression de
mill atmospheéres dans la mer de dix métres de profondeur, on en
calcule laccélération

R=7.92 x 10“—57”_;
sec”

. beaucoup plus grande que celle de la gravité, il vérifie que l'on la
néglige en plus haut.

(4) Vitesse maximum

Nous cherchons la vitesse maximum qui se produit au cours de
Pexplosion. Soumise a la condition du maximum R=o, l'équation
(11) donne
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3!‘71[€3]é2 — 25 Ry R + 25 RP =0,

I’'on peut Pécrire a la forme suivante

b 2 . 2
=D g 2h , et e trert e er e reaea o (13)
3(01 3‘01
N R
ot  a=-", o<a<1, e reeireieeneneaneenann. (14)

changeant aussi la forme du (10) par x

( fo X ‘*‘PL)]e +—‘——‘ ,ﬁlvxw‘*'iﬁl
5 3r—3 3

—(——2————_/>0+—2~j§1>r°=o. ........... ORI ...(10) bis
3r—3 3

En éliminant R entre ces deux derniéres équations (13) et (10)

bis, on a

2:0()1)0 AT g 27P0 x:}f_( 251 po + 2 o+ 2 ﬁl)x”’zo

1501 ar—1) 1500 373 3
en posant x==o0 et y= dans celle-ci, on a

3
0 Ed
'+ 200 x— (/jl 154 5L ! )20, verreeeeeanenn(15)
Ou Po S0 Do

a l'aide de (15), on peut simplifier (13)

Rr=— 40 Doy —Lo—\ﬁﬁ—ih). O (13) bis
3 Lo 0N 3

On peut aisément trouver la vitesse maximum, si 'on connait la

racine x=

'R de I’équation (15) entre nul et unité, remplacant cette
valeur dans l'équation (13) bis.
Alors, on se propose de la calculer en cas spécial:

(i) Dans la mer

Nous reprendrons le m8&me cas que l'on a traité plus haut.

x= 00 =0.73
R '
R=137 cm.

o,
On a donc R=1.6x 10'-7_

Sec.
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(ii) Dans lair

adynes
Posant p=10" w—g—q—, 017=0.001 3,
cn’, .
pe=10"X 30 =0.0013 X 50, J%= 100 ¢
(i e} [ERN] Pﬂ . J I+ -1 )
Ry _
on en a x =-—-=0.,55,
R
R=180 cm.,
; cn.
et R=4.6 x 10",
sec.

(5) Dépression de la pression du gaz

Pendant ’explosion, les particles sur la sphére du rayon R s’enflent
avec la vitesse variable R et arrivent trés vite jusqu’a la plus grande
sphére du rayon X; ol la vitesse R sannulent de nouveau, et puis
le mobile partant la sphere R, se retire, c’est oscillatoire. On va
chercher plus tard la durée 4 de cette demi-oscillation. On se¢ propose
de trouver la dépression dans la sphére produite par explosion, lorsque
R devient KA. ‘

Daprés les équation (10) et (10) bis, on a d’abord

2 pR A+ (—Z—A + m)/ezie— 25
3 3

= 7 D e (16)
R(-LB ot 70)
5
ensuite
o bt (—Z—m + zA.)x“ —2-4
R= 2 S (17)
,.‘{.)1)_3;'3 + 01
5
Ie numérateur du cété droit se change
y=—-zjﬁu(x——l)[x"’—wl—ﬂ(x2+x+ 1)] .................. (18)
3 Do
=—10x—1)(x—o0.20)(&* +0.1930x+0.032),  .eerrireren. (19)
lorsque . P S d'un cas que 'on voit plus haut,

20 50

ou =—2x10(x—1)(x—o0.07)(x +...... ) AU (20)
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1
lorsque P 1 autre cas.
2o . 1000 ‘
Pour R=o0, on a, dans le premier cas, comme deux racines

réelles de 'équation y=o, x=1, x=0.20, dont la premiére x=1, c’est

a dire KR=2R, exprime letat initial, la deuxiéme x=o0.20, c’est & dire
Ry

7 =o0.20 donne KXy=5/R,= 500 ¢z, posant 2,= 1.

Au moment, la pression dans la sphére &, se trouve par (1).
$=0.08 bar. e B PSPPI €2 § |

Dans le deuxiéme cas, comme on a traité le premier cas,
x=0.07, Ky=1420 cr.

On peut trouver la pression
p=o0.024 bar.  ..... eeenes e e, vee(22)

Il faut conserver le numérateur de (17) le signe positif afin que
la vitesse existe. Cela posé, ses deux facteurs reels conservent le
signe contraire, positif et négatif. Dans le premier cas, par exemple,
on a donc la restriction

1>x>0 20.
cest & dire, Ry R<5R{=7Ry). e e e (23)

On le traitera encore plus tard.

On voit que p=o0.080. ¢t p=o0.024 respectivement suivant que
Se=50p5 et py=1000 . Eh bien, est-ce quil y a la dépression
maximum, considérant une série des explosions, lorsque on suppose
que derniére dépression est une fonction inconnue de la pression initiale
Do ?

Daprés (18), on a

1 H

== (P rx+1)=0, ... .. e .(24)
3 0

il faut discuter cette équation.
En posant dans 1'équation (24)

x=wu+2, L‘—‘(z, ..... e e e (25)
320

il se conduit a

2 5 "? k4
7/3—<-a +(z>u~( 24 +-”’~+n)=o, ..................... (26)

3 27 3
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si I'on admet A=-%-. On a donc

3
4288 — gy — gy =o0, T TTPSIIRURRRIN €33 |
2 3 2
0l g‘z=4(”—'+a), ga=4( 22 1.0 +ﬂ»>
3 27 3

et on met,! o= 116 (e3—2785)=(e1— o) (v —e3) (s — €5

I & 5 3 2
=—2 g —a"—ba"— 170" 274" < o,
9

il en est clair que les deux racines de I'équation (23) sont imaginaires
conjuguées et l'autre est réelle.
Cherchons en effet les racines de 1'équation (26). On a

WwW—lbiu—c=0, ... C rereaiaereeertenetnnrerrerenereenenenei(28)

posant  @=40, &y=4c

Si I'on y remplace dans équation (28)
?1:—1——*.—/—3—?—, et ata et earares vevrnnnn(20)
1+ ‘

avec les relations

a=—-3 + ___95, _L,
24 4 3
S SR e e (30)
p=—3C Jo b
20 40° 3’ ‘
il vient immédiatement
& —bo—c+ (F—0—c)t=o. et reereeienenn(31)
On en trouve une racine réelle w:-—VL, TSR, (32

a+pBr __ aﬂ%‘—ﬁa’é‘
L+2 ‘Bf;—- o

il vient 7=

on a donc la valeur réelle

L L
x:7/+,2:w+i.
ﬁ%——(z%s‘ 3

1. J. Tannery et J. Molk, Eléments de la Théorie des Fonctions Elliptiques, 2, 251
(1896),
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Dans le cas ol # est réel, nous posons
x=1w. feererneeraetienaraas e ensiraneensnrneenenea(34)

Puisque c’est ainsi, nous allons chercher la relation entre g, et #.

tenant compte de 'équation (14) et la valear 7=

4
- - - 3
Il se conduit ainsi

]5=ﬁ0x4, raeeecean leeiesetetienenienas tereeserrrsoserenrenne .......(35)

en la différentiant avec g,

d/ﬁ — 3( 4l )
L= w+ ,
dp Y,

en vertu de (34).

. a,
Pour trouver la valeur extréme de p, il faut poser ? =0.

apy

On a alors

azv
W + 4 p———=0, PPN .14

dpy
dw

ou 0 — 4.
da

Si 'on peut trouver les racines réelles de p, en (36), on peut
donc calculer la pression minimum de p. Nous allons ainsi discuter
les racines en détail.

Eun ce qui conserne (30), on peut simplifier

_3.(;.::_1——*-‘” +(I-— a -+ az — ”’3 + )
e ,
20 23 39 27
N .. I
remarquant la condition o<a<l—
3
2 az
=2t ——y,
2 9
3
posant e— ~< 0.002,
274+ 9a

et Joo b= e ud
3
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209
posant —=_ 77 e
4 6561

En les remplacant dans Péquation (30), on a

@ 10 o

ﬂ: —3 -i—_n;ﬂ__.,{"f_l'_..([,?.
9 243

Ce sont les séries convergentes, car elles sont derivées au moyen
de la théoréeme de la binome. On en a

3 S1 6561
o+ [y a
alors == b +
1+w 3
o L, 1 2. 1
il vient w=g% + —a8+-—a-+......, e, e (38)
3 3

c’est la convergente absolue.
Si I'on suppose o étre assez petit, on en a
b
=3
; oy — -
il donne w=o0.0693 lorsque “—=~ ——
P . Po 1000
?L:»—. Ce s’accordent avec les valeurs (1g) et (20). 11
5o 50

donne aussi le rayon A de la sphére explosive dent les masses fluides
s'arrétent de nouveau

quoiqu’il donne w=o0.142

H

lorsque

JeI:]e‘,ﬁ/g‘f/__ﬁn , e ceeeeerreee(38) is
H
car m:_]_ep_ et (z:_zj_l_

e 300

Cette formule (38) bis se rapporte avec celle de M. Ramsauer'
qui P'a trouvée d’aprés des expériences

M
2o

Ry=cornst. N/

désignant 47 la masse explosive, a la grice de la formule sur Uexplosion

1. M, C. Ramsauer, Ann. d. 1 hys., 72, ¢4 (1923).
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de la torpille marine représentée par M. Nomitsu' qui donne la pro-
portionnalité de la pression y produite et la masse explosive.
Différentiant ’équation (38) avec @, on a donc

dw I .2 2 _1 I
_.._.‘_.:_...0, 3+-——-{Z ,3_}— +...-.. s
da 3 9 3
alors on a
dzo 11 2
—ﬂ?'+4ﬂ-—‘—=—-—ﬂ3+—5—(z=%+{z+--~---, e vevenennen(39)
‘ da 3 9

il se conduit immédiatement a 'inégalité suivante

_(.ié_ = 7~;3<7€; o~ 4(1_& < o,
dﬁn da

tenant compte des relations

o
w>0 et w—jqa——<o0.
da
Par ., dp . . .
arsque la derivée a5 reste essentiellement négative, la pression
0

dérivée p diminue constamment et tend donc sans alternatives vers sa
valeur minimum, si la pression initiale g, augmente. Il n’y a pas de
dépression maximum, considérant une série des explosions, car la
dépression conduite est une fonction monotone de la pression initiale p,.

(6) Durée de I'explosion

Il s’'agit ici de la durée de Uexplosion qui est trouvée par intégral
du temps # en P’équation (10). Celle-ci donne directement

2R =20+ )R+ 2p AR
3 3

Ri=— 73
___MPO all +.01]\.)3
3
3
en posant z= R >1, il vient
£
2pit—( 2ttt 2y
RF=—_3 3

ozt + 2
3

1. M. T. Nomitsu, Suityi Bakuhatu no Rironteki Kenkyt, 27 (1917).
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il se conduit a

R,.(plz‘-}-ﬁ”—z “ds
1= R

L
. [ - _E_plgi + (ipl -+ 2]50)2— Zﬁ()]
3 3

....... rerrenenn(40)

ol z>1,

en décomposant le dénominateur de la m2me manidre de (18)

3
=—2p(s—1) [a(z"+ 5 +2)—1]

I

2, 2
y= =it (Zopt op =2
: o)

ou = —2p—(x—1) [&"— a2’ + 2° + x)]
x
tenant en compte de la relation s=-1-

x
(x—1)Nx—w)a*+hx+1)

:-—gﬁ

I
o
x-i

dtant £ et / les constants

:—gpn

! —(v—1)(x —w)(x — ) —105)
x

oll v est réel, w, et 7w, sont imaginaires conjuguées
ou =24z~ 1)1 —wz)(1 —waz)(1 —wis), ... e (q1)
a+ B a o -+ 2By V3
___.B..f“ + — Ty .___....ﬁ__ + —_— .
1+7 3 1+2v 3 11— 3

posant W=

En ayant la condition compléte de (40), 1<z<——1—,

7ot
il nous donne
1 L
" ]\’(,<p13“+«{'n s> as
5

T N
L [zﬁ.ﬁcr(z— 1)(— —Z)(I +iz+ /z‘)]'
\ 70

51

qui représente la durée de Vexplosion, c’est a dire le temps depuis
ot l'explosion va commencer jusqu’a celui ol le mouvement s’arréte

de nouveau.

Nous nous proposons ici d’intégrer un cas spécial oll la pression

ﬁu e

intérieure est égale &4 cinguante atmosphéres et U 50, LRy=100 717,
1
w=0.20. On a donc le dénominateur
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= — 2py0( —I)(V—-——)(I +0.19332+0.0325%)

=—2%X50x10°%0.20(z— 1 )(z—35)(1 +0.19332+0.0325%),
au moyen de (19) et (41).
5 1
ZL1: ! ! r A ]2({2,

10 ) [a—(z—3))5

S:—*o.64z‘+ 3.866z+ 20, 7=0.001

On a alors

ot 3¢'+0.0132

S et 7" sont uniformément croissants, lorsque z augmente de 1 vers 3,
et on en a aisément

%
kS 7 <T>g
)

z=71 : 24.506 0.0143 0.02416
=3 : 55.330 0.8125 0.1212
en appliquant ces valeurs dans 1'équation 7,

0.02416 ( az cp 01212 ? dz
- L 1 S
0 | Ta—(—3)0 o | TG
on a d’ailleurs

]

= .
e
 la—(—3)]:

on a donc

76X 107 < {<3.8% 107,

celui-ci nous donne la durée de Uexplosion en ce cas spécial que nous
supposons plus haut.
Cherchons ensuite le cas générale.

On peut changer la forme du
numérateur de lintégrale (42).

ID17 + P" 5= PO a\ ! )——“%9"34(3‘}‘1—’?)9
5
posant —ﬂ—=s<1 et #21—77,
Po z

donc pit + L= P (1 13),
5] 3
posant d=e¢—p<1,
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il vient

}/pz—{—Pog—N/p"Z(I—FO) _&LZ‘(I‘%‘*;:“?)
3 2
:LJﬂ<I+g&')ze+;¢&.L
2 5 Pl) 2 5 2

on a donc I'équation suivante au lieu de (40)

TT? I /E(I*i‘ 3P )22(2'2
2V

Po
1
123

! —Z>(I —7052)(1 ——waz)]'
w

;= Ry
T 2w

(z—1)

A
w

za, S

+ —— &
e A
17 20970 &
Vb ) z[(z —1 )(L —z)( 1 —wyz)(1— 7035)],
w

il se raméne en effet aux intégrales élliptiques dont I'une s’appelle le
premier type et Vautre le second type.
D’autre part, on a

1 4+-9PL > “I—
Po 7

Ccar o< <y, o< <1
Po g

done  ——H< A/ pit+-Pos <77
2 5

o A= N/_PL(I +~—.D_P_>
5 Po

z les valeur, petite et grande de (44), il

en prenant pour N/ o'+ L2
5

se conduit a

A

2
ol I= ]\)3:«/1(1—]- 3P ) i Fdz ,
V2 3 P ~/ P a A .
N TG

1. M. E. Picard, Trait¢ d’Analyse, 1, 60 (1922).
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celui-ci donne la durée qui est bornée supérieurement et intérieurement.
Cherchons par suite 'équation différentielle

( [{ZZL >2:~ ;i)é'l d A (Zjl +]j0>7"“ j«jfln '—R() ...(46)

oll A= ])“ 4/P" (I+ Spl)

En comparant cette équation avec

( az ) =2+ 40,3+ 607" + g2 + 2,
du

on obtient les cing équations

a=——LL_, a=0, a;=o,
3.4
(L en) e ==
de plus
&2 305 4anas + = ﬁﬁ‘: ,

° o a 2
3= 20002y T Qollaly — Qg1 — 2 — Ay

PRSI

En remplacant z par _._.jil_m.,}, en (46), on a
J 2
3
dy \ .
( a’j& > =Y HO0B Y+ 4By + By e (47)

les constants étant donnés par les équations

BFe=o0

ST T (P 1
Bj—'/a()(l:;—J-%“‘T (-—3—1-‘*‘/%)?
Bi=gyay= L0 bt

3.4

Rappelons d’ailleurs les formules fondamentales

1. J. Tannery et J. Molk, loc. cit., 4, 63.
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( Zy ) =y =6y Pt 4yPit oFPa— 21,
¥7

oll @ est une constante, et
3 %]
—ZJu “—4Pa—g2Pa~g37
on a alors

—PG:BZ:O-
Po=By=1ay =

— 4 R (48)
| — L) :

en vertu des deux égalités, on peut directement déterminer la constante
a, a des multiples prés des deux périodes.
En tenant compte de la fonction

1 P—P,

Y=

R —
2 ]Ju - j:)u

qui vérifie équation en y, il en résulte que I’équation
’ ’ ,
- A P,—F,
~/ _h
3

A
9/ —-ﬁ.. Pu— L
i 3
est la racine trouvée de 'équation (46).
Utilisant la formule générale sur la réduction

’

:V:

_adtasta g oy e
S e dz=C' —(u+a)—Cu,

ol ' est une constante arbitraire, on a ici

@ S*Z—dz— =0 —u+a)—Cu

1/ R(z)
car a,=a,=o, de la
[z 34
=C+2 Slee+a)+Eu], e,
5 0 P [S(+a)+ ) (49)

ot € est une constante arbitraire.
Il en résulte que la durée de U'explosion s’exprime par l'équation

suivante
v 1
W gz
t=.4 i
' Sl V' R()

en conséquence
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1 w1y

as
Hh= 3;13 [C(n—%—az)+§ujl (“"), ................................. (50)

On peut ainsi calculer la valeur de la durde £, au moyen des
séries infinies. ’

(7) Résumé et Conclusion

Nous avons formé pour I'équation fondamentale sur les quelques
problémes concernants les expansions de la cavité sphérique dans les
masses fluides

(&]?30+[)1R3>].e2+ 2/ B4 2?0]?3" Jo-

-5 3 3r—3
25 RE— 270 R=o
3 3r—3

applant, & Pinstant initial /=0, #, la pression, p, la densité du gaz qui
a la forme sphérique du rayon R, et a I'instant 7 aprés avoir com-
mencé Pexplosion, #, p, R les quantités correspondantes respectivement,
et de méme 2, p; les quantités du fluide extérieur de la sphére.
Iaccélération initiale (=0, R=2R,) s’exprime par la formule

jé — Do H ,

o 35 . T .
il vient R=7.92x 10'——— en cas spécial dans la mer.
sec*
La vitesse maximum K se donne par 'équation
; o 10
3 PLJ PO 3 7
avec x‘-}-zo-’-)-l-x—(ﬁ‘—-;-lsﬂ..{_s_ﬁf_l_):o,
Po Do Po Zﬁnpo
lorsque rzi_
3
Dans la mer, par exemple, on a d’abord la vitesse maximum
; cm
R=1.6x%10"
> see Cc772
lair, R=4.6 %X 10°
sec .
Pendant Pexplosion, la sphére s’enfle trés vite avec la vitesse R
du rayon A, au plus grand R, ol la vitesse s’annule de nouveau.

ol R=137cm. On a ensuite, en cas spécial dans

, ot =180 ¢
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En le second cas dans l'air ol Ry,=75., on a pour la dépression
conduite la valeur 0.080 bar. En le premier cas dans la mer ol R;=
1420 cm., la dépression 0.024 bar.

A Tappui de Iéquation "c;-—(ls lorsque 1'on suppose a étre assez
petit, on trouve le rayon Z; de la sphére ot le mouvement est nul
de nouveau

Ri=Ry V 2
il s’accorde avec la formule empirique.
ap

Car la dérivée reste négative, la pression conduite p diminue

dpd
constamment et tend donc sans alternatives vers sa valeur minimum,

quand on augmente la pression initiale #,.
Ta durée # de V'explosion en le second cas dans lair s’exprime
par linégalité,
7.6 X 107°<£<3.8% 1077,

clle se représente en cas général par les fonctions élliptiques

g--—f—[ (26 +a)— C?Jt(zlﬁ

1>

posant A= 20 ) Pu (H— 301 )
V2 N s

Puisque c’est ainsi, on peut calculer la valeur 4, au moyen des
séries infinies.

Nous ne saurions terminer ce mémoire sans exprimer nos remer-
clements & M. le professeur K. Tamaki qui a bien voulu revoir les
épreuves, et nous guida avec la bienveillance particuliérement agréable.



