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1．　Jntroductiori

　　　　Consid6rons　1’6quation

（1）　　　　吻＝ゾ〈x，夕）

　　　　　　　　　　　廊

et　envisageons　en　particulier　hc　solution　qui　passe　pac　r　1’orig‘ine　x　＝o，

y＝：o．　Nous　admettrons　pour　le　moment　que　f（．y，　y）　・soit　coiktinue

dans　le’domalne　D［oSxi；；．　ia，　一b＝〈，，y｛：5c］　ofi　a・，　b，　d＞o．

　　　　D6finissons　m’aintenant　la　fonction　．ZV（x）　clans　i’intervalle　x（o，　a）

comme　hc　borne　sup6rieure　（finie　ou　’itifinie）　de　la　quantit6

（，）　ltu，i（11（lsz，一z，2」t　一，　y）一1，i（」v，　jp）　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　ターツ

quancl　on　fait　varier，　ft’；　e’taltt　fixe，　1’interva！le　non　Rul　（N，．y）　en　sorte

qu’il　occupe　toutes　les　positions　contenzzes　．　dans　（一b，　c）．

　　　　Telle　forkctiolt　N（x）　est　naesurable　B，　parce　qFI．’o．n　ne　change　pas

．ZV（x）　dans　sa　d6fihition　en　se　limitant　aux　seules’　valeurs　rationelles

d6ッet夕a．　cause　de　la　continuit6　de　ノ（x，夕），　et　a．insi　2＞（x）　est　la

borne　sup6rieure　d’une　infinit6　d6nombrable　de　fonctions　continues　de
V　（2），

　　　　Nous　proposons，　dans　ce　Ra6moire，　de　trouver　la　condition　suf－

fisante　pour　que　1’approximation　successive　de　rvi．　Picardi　soit　con一

王・Traite　d’arユalyse，　t．．1エ，3e　6d．，　P．368　et　suiv．
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vergente，　au　cas　plus　pr6cis　que　celui　de　ILipschitz　ou　de　M，　Rosen－

blatti．　Les　conditions　obtenues　sont　en　mame　tbmpS　les　conditions

suMsantes．　pour　que　la　solut20n　soit　tmique．　Pour　1’uniCit6　de　la

・・1ゆ興・・隅Yq細6ja．P圭・§量・・rs　c・・di㌻i・・s　d・1・蜘・…融e・qL・i．

s6it’ 煤f・p’
P’

浮〟^・’ 〟eeti6taieS　e’n　certains　6gards．　Je　veux　doh’i’3t　r’　a’　la　fin・u！｝e

simple　temarque　qui　nous．　．a　conduit　’i　toutes　les　condition＄，

II．　Hypotheses　faites　sur　S（x，　y）

　　　　Nous　nous　servlrons　de　1’iitte’grale　de　Lebesgue　au　cours　des

raisollllelllellts　suivcemlts，　et　ell　outre，　lle　nous　limitclllt“　plus　／・L．　la　fonctioll

continueノてx，夕），　nous　adopterons．．1es　hypothさscs　τm　peu　plus　larges

clonn6es　par　M．　Carath60dqyy2　sur　f（x，　y）．

　　　　Ainsl　nous　supposei‘dnS　’dahs’　le’　＄uivant　que

　　　　ノ仏ア）est・z〃zefo71ctl’oアzガ伽廊・z鋤訪〃ia・＞ze・z）［・≦x≦a，一b≦コ・≦c］

（a，∂，c＞・），　et，　x魏7zげかκ6，　elle　est　7〃ze　f・アzctzbn　c・7zlibizde　ale　y　alans

／’z）iteToralle　s，（一b，　c）　et　y　dlcvnl’　．？（i　tfe・，　e／le　’esl’　une　fonctib7・z　・iiieszw’able

de　x　dans／認6ノーu（v～Ze．x’（o，　a）．　z）6卿∫elle　sati3foiZ　i」la　c・ノicliZibn

（3）　　　　 1ノてsc，二y）1≦2隻ぞ（x），

oz）d　／lf（x）　esl　2．t7ze　foncfibn　（．17nz’e　ozs　nou）　so7ipneable　ala7ts　／’ibiter”dalle

x（o，　a）．

　　　　C’est　6viclent　que　la　foRc£ion　continue　r6poncl　2i　ces　cotitclitions．

D’atitre　part　si　1’on　constituq　la　£onction　．ZV（x），　pay　la　meme　d6finition

qu，au　paragraphe　pr6c（≦dellt，・de．正a　fonction　ノてx，　y）　satisfa量sant　les

hypoth6ses，”elle　est　aussi　mesurabie．　On　peut　le　d6niontrer　tout　cle

suite　en　relliarquclllt　que　lcl　follctioll　（2）　est　lllaintellallt　111esul’able　au

lieu　d’Stre　continue　au　cas　p．　r6c6dent．　IX／lais　on　ne　peut　plus　conclure

qu’elle　soit　mesurable　B．

　　　　Voici　un．　lemme　de　M．　Carath60dory3　sur　une　telle　fonction　f（x，　rv）．

　　　．．．．甜ル）臨2〃ze　fonctzbn〃・es・磁魏廊・zs・／’・bztercua／le　iv（・，　a）et・／・・n

a－b≦ル）≦らル，ル））6・5・ts・〃朔σ魏dons　x（。，　a）．

　　　　D’autre　part，　correspondant臥ces　1ユouvelles．　‡ypothb．ses，　il　su簸

de　’　consid6rb．r．　1’6quation

（4）
ル肩ン（矧・・）・・1・x，

　　i．　Arkiv　fUr　IEath．，　Astron．　och　Fys．，　5　（igog＞，　2，　p．　i，

　　2．　Vorlesmig’en　Uber　reelle　Funktionen，　2e　6d．，　p．　66s　et　suiv．　」’ai　fait　ici　une　16gere

lnoclificatioll．

　　3．　Carath60dory，　loc．　cit．
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au　lieu．de．（1）．；．ccaX‘si’ノて露，夕）．est　coritinue，．（4）’est　6quivε涯ente　Si（1）．．

　　　　M．　Carath60doryi・εし　d6mo芝ユtr6　1，eXistence　de　la　solution　～しcette

6quatlO・．96・6rale． i4）・恥s　aux　cas　partiCu1圭ers　1・d6m・1・s乞rati・n　pay

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ1，a．pproximatiQn．．successiv．e．est　a疑ssi　possible，　comme　Qn　le　verra　d，apres

．ce　qu正　suit．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　III。　夏）eUX互emmes

　　　　Avant　d’（～tudier　1’a’i）proxima亡ioll　successive，　nous　dQnnerOns，　Pour

plus．de　nettet6，　de疑x　lemnユes　pr61iminaircs。

　　　　Le　premieτs’⑳nce　c・mm夢il　suit・．

　　　　9’㊥〃．ノ（X）S・nt　de・t．X　f・nclibns（ガ7珈・～〃〃〃）・・〃〃〃・vblcs・1（〃・S

／’i＞et‘，f’z，alle－x（α，β）　（αくβ），　et　Posons．

（・）．田・ω一∫ン（肋＋¢

謙鶴鶴銘謬伽”1　　置旧Z卿吻伽，
　　　　　　　　　　　・（x）一∫＝ゆ’（肋・

（・）・困ン（ゆ’鵬

　　　　　　　　　　　s…÷・（x）一∫1姻・ω…x（・r－1・・∵・・…）・

　　　　Alors　la　5〃♂汐

（7）　　9（x）＋ρ、（x）＋9，（x）＋＿．＿

cst　to～4ノ「OZtrs　CO11”UC）’g）“efltc三do〃S　／’iンtterz’a／／e　λゴ（α，β），　6・t　sa　5・‘・ノノ〃ノ〃　cst

確三々
（・）・ω＋・伽・（x）＋……＝…　ff・・　S：・1（x）グ・fx・ntv（・≦x≦β）・

　　　　Ii　oer　lc　d6montrer2，　re1；ユarquons　d，a｝：）ord　que　la　fonctio1ユ　So，i（x）　est

donn（～e　par

（・）・　…t（”）＝S＝・’（の［レ（X）ヂ）〕器諺（一1・・，・・…・）・

On　peut，　en　e仔et，1e　v6rifier　cn　dlf艶rentiant　le　sebond　membre。　Pour

　　I．　　Cara亡hでiodory，　10c．　cit．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　2．　IPoul・111011亡rer　setTlenient　la　convergence　de　（7），　on　peu　（’prQc¢der　un　peu　Plus　rapide曝

ment。　V’oir　M。1｛〔illcr，1・lath。　Zeitsclut。，26　（lg27），　P．627．　Mais　il　para宝t　nc　pas　consid6rer

1，int《｝grale　de　Lebesguei
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1’effectuer，　il　faut　c16velopper　la・　fonction　．　int6gr6e　par　la　formule’　du

bin6me，　’　faire　sortir　une　puissance　de　v（x）　en　dehors　du　signe・　d’int6一

．gration　dans　chaque　．terine，　et　ensuite　appliquer　la　r6gle　cle　diff6rentia一

，tion　d’un　produit　de　fonctions．　Ainsi　on　obtient　la　d6riv6e　du　second

naembre，　presque　partout，

　　　　　　　　　　Si9’（t）dt　．　v’（．v）

t）our　n　＝i’，　et　en　g6n6ral

　　　　　　　　　　∫＝9’（の朕饗禁伽’（x）．（・・一・…一）・

On　voit　d’autire　part　la　continuit6　absolue’　du　second　membre　de　（g）

par　le　d6veloppeinent　indiqu6，　car　la　somnae　et　le　Produk　des　fonctions

absolument　continues　le　sont　aussi，　Par　cons6quent　la　relation　（g）

s’6tablit　successiveme．　nt．

　　　　Or　consic16rons　ia　s6rle

　　　　　　　　　　・伽’（のレ（x）デ（の．＋・’（μ）；iv（の］2＋一・…，

vY　6tan亡reSrard6　col皿me　paramさtre　arb辻raire　dans　x（α，β）・　　Cette　s6r三e

conver．cre　presque　partout　（satif　les　points　o“　g’（t）　devient　infin；e）　vers

gr（t）e”（X）一’（t），　et　lci　somme　de　quelques　premiers　termes　iie　surpciSSe

・jamais　en　valeuir　absolue　la　fQi：　ction　sonimable　l　gt（t）lei’（X）’”’（‘）i．　Donc，

par　le　tla60r6me　de　M：．工．ebesgue箋・，110us　avoBs

　　　　　　　　　　∫ン・（岡ン（の［り（””）言レ（の］・泥＋∫ン（の［り（”）量り（の］1一・・1一

　　　　　　　　　　　　　　　＋　・・・…dr　SX．9’（t）e’（X）一’（‘）tlt　’（a：〈＝＝vY｛；1一1P）・

　　　　　C’ese　hc　relation　demand6e　（8），　en　vertu　cle　（g）．　（C・　q・f・cl．）

　　　　Passons　maintenant　au　second　lemme．

　　　　　σ6〃6。加3ゆ・S・7ZS　ai」e　les　fo／zctzbns　9’（X）el　V’（vX”）〃6　S・♂6〃」郷

〃6恕πんψ63，～〆（vY）so7ノ〃ノiable　da／is　x（α，β）　coノノ〃ノle　ψア666厩ソノ1〃le71t，　クノlals

〆（x）ne∫o〃1〃iable　e2te’daクzs　l’1クzte7’zda〃k　（α＋η，β），　qZte／aue　30磨　～b

／lo〃ibre　2う03！渉グη．　510彦donc　a・e・t！あ26露（5）

　　　　　　　　　　・（u・）一∫ン（肋＋c・

i．　De　la　VallC’e　1’otissin，　lnte．crrale　de　Lebesgtie，　etc，，　p．　4g．



　　　　　＆’ア1’appro．x”imatioll　Stlccess’i’i，e’．et～’2〃z／o漉de　la∫01ゆ。πetc・　＄9

6．diaアzl　2〃1　クlo2／zbノ・e　te／e24c　α〈δ≦β．

　　・　／1　IOI’S　PO～〃・グ71．’0／1／5～IIIgS8ノわグノ〃θr　lesノ「to／2ビ！！bノ～S

　　　　　　　　　t．9i（x），望2（x），…・…．．

Sltcrc“．st．sL～を’♂ノノien’1／SaT　〃・s／b77層目2t／e．g（6），〆rs！’一t＞一di）・eク2！e～k、9　foノ～c！1わノ！s

　　　　　　　　　　ρ（x）yt（．x），ρ1（κ）〆α），．．∴．＿．

so／le71x．tg71t”s　so〃〃〃a・b／es　o物z8－C17（α，β）・cl　alc　te／2ム？laぶ〃か

（10）　　　　．9（．X’）十～ク1（X）十～ク2（Ar）十．．＿∴．

ノep〃ノ1國6漉，　ccsノ？～ノlcx！b〃s　SOIZ． モ潤^z7’eタ響τノz！（r　niaア～s　．x（rx，β），　27ノみ2！！♂x　2z

s20牙？＞fク2t・e

　　　　　　　　　　～〆α）6一レ「x）

、？0～7SOZノ〃ノ～ab　le　doノ～S　X（rx，β）．

　　　　（～～／azd　6es　60〃（？1～｝lilo7？．330〃Xク’♂〃ηう”ar，〃0～〆S　～Z70ノ～S　a7Ptss！’

（∵）．・隔脚・（A一）＋・∴判＝9’（が）磨1・≦　β＞

　　　　Nous　prouverons　ce　lemme　con亀me　il　suit：

　　　　1）6｛inissons，　POur　chaque　valeur　d，un　paramさtre　γ（a〈γ≦β），　Ies

fOllctiOlls　　φ（A：，γ），ψ1（x，γ〉，ψ2（A7，γ），．．．．．．．．．dans　1’int’d．rvalleλ〈α，β）　cle

fagon　q疑’elles　s’allllll正ent　toutes　dans　．1〈α，γ）　et　soient　assujetties　dans

x（γ，β）　aux　conditions　su量vantes　ana隻ogues　e｝（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハぬ
　　　　　　　　　　　ψ（スろγ）・＝＝｝￥～ク’（∬）磨・

（・2）．（Pl（κ・・）一∫1ψ（x，　？’）・’ω耐1ψ（x，・）・’（Ar）tl．ac・

　　　　　　　　　　　卿，．・）一∫：姻・（X）d－X一一一・∫二‘’？i（A・，γ）リノ（一17）t～玩　（クZ一＝1が2・一・）・

　　　　．C・・f・n・ti・・s　s・・t　t・・tes　n・n・69・tiv・・，・t　qu・nd・・f・i實・・dr．・

γ砲…11e・v・・t…st－e・t　eli…i・s．・・勲d・・que　p・i・t　cl・x（・・β）・

　　　　：P’a正）ord　on　εし6videmment

　　　　　　　　　　1至m　ψ（x，γ）＝＝9（x）　　　　　　　（α≦．fV’≦β）．

　　　　　　　　　　　Y→・Ct

　　　　D・・cψ（x’，　7’）・’ωte・・l　e・c・・i・Sallt　v・rs　9（〃ω1…qu・γ・・

i’apProche　de　α．　］E）ar　cons6quent　ell　aPpliquant　le　th6c）r6ine　donn6　par

M．（1e　la．Va116e　Pours｛ni　on　ti「「ive“ux「6sultatl　s・ivants・

　　　1．　De　la　Val16e　I）oussiri，　loc・cit．，　P．49．
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　　　　Si仰（uY）Qxiste　c’est。a印dire　sl　g（κ）り’（vx’）est　so！nma，ble　dans　x（α，β），

Oll　a

　　　　　　　　　　　1職∫＝ψ（・’・・）・（肋一∫1・（ゆ’（肋　（・≦x≦β），

・u，par（・2），

　　　　　　　　　　1im　ψ、（．x’，γ）＝ρ1（x）　　　　　　　（浸≦x≦β）．

　　　　　　　　　　　τ今α

　　　　All　contraire　si　9（A一）リ’ω11’est　Pεしs　sominablc　dans・x’（α，β）一1　cn

est　ainsi．　au　Vois｛1］age　a，　rbitrftc　ire　de　α　et　1，0n　a

　　　　　　　　　　1・謬。∫1ψ（・・t・・）・’幅広＋・・’（・＜x≒β）・

OU，　par　（12），

　　　　　　　　　　1呈m　（Pi（．c．tf，　7T）＝＋◎o　　　　　　　（α〈x≦β）．

　　　　　　　　　　　τ一〉α

　　　　Nous　avons　expli（｛u6　量ci　sur　ψ1（A：，γ）　et　～ク1（κ），　mais　quand　乎）1（x）

ex呈ste　c’es乞la　lnξime　chose　pour　ψ2（x，γ）　et　～ρ2（κ），　et　aillsi．de　suite

　　　　　　ロsucceSSlvement，
　　　　Donc，　en　somme，　qua1～dψ（x），　gz（x），ρ2（A’），．，．，、．toutes　cxistent，　pour

ク1arbitra｛re，　Oll　a

（13）　　　　　　　1im　ψ卯（A∫，γ）二＝～クn（λう　　　　　　　　（α≦A：≦，9）．

　　　　　　　　　　　竃’一〉α　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。

M包ls　quand　9（x），9、（A：），……，9、．　．，（　．x）seulcs　exisゆ亡，　e亡9、（．T）：・’exis亡e

Plus，（！3）　es乞vraie　pour　ク～≦z’一1，　et

（14）　　　　　　lim　（Pi（x，γ）＝十〇〇　　　　　　　（rz＜．x’≦β）．

　　　　　　　　　　　τ一〉¢

　　　　D’autre　1）art，　en　vertu　du　P1℃mier　leninie，　on　sa｛t

（・5）鯛÷（P・（切＋．（P2（A…）＋∴…・一…m）．　S19’（がx・砒・

Dans　le　prem量er　me111bre　chaque　torme　n，est　pas　n6g，ati．f　et韮ne　d（≦cro窒t

pas　quand　on　fait　tendreγet　a．　A　cause　de（13）et（14）la　limite

de　ce　p・emi・・memb・e　e・t且・i…i・　et　se・1・ment・i　1・・6・i・（10）・・t

convergen宅e。　Dans　ce　cas　la　limite　est　la　somme　de（10）。　Ainsi

1，6galit6（15）clevient（II）par　le　passageム1a，　llmi．te。　　　　　（C．　q．　f．　d．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　IV．　ApProximation　successive

　　　　R・v・・qn・～・（4）・

　　　　Prenons　ung　follctio1曳コ’1）（．x’），　mesurable　dans　x（o，　a．t）（oくa・t≦a．）et

born6e　ontre　一〃et　c，　d，a呈11eurs　i，　rbi．traire．　Choisi．ssant　a’　convenable．

1nent，　on　peut　former　les　follctiolls

e



　　　　　　Sltr　1♪aPProx伽mation　Sltccessi”ue’．　et　1’unicit64θ1a　solittion　etc．　　9｝

（16）　　　　　　コ’9〈κ），．ア王（x），P・’2（x），．．．＿，

successivem艦par　les　f・rnhules

（・7）・綱一∫ン卿））dx（…・，．・，・，……）・

ceci　6t・・t　P・ssib1・e1・Y・・t・chi　1・mm・d・IL　I1・・mt　d・．　p・e・d・c〆

tel　quo

　　　　　　　　　　　｛窟㌶あ≦∂、、

Ωtlelquefois　on　pellt　pre茎ユdre　a’　phls　gralld，　mais　llo鷺s　n，insistorons

　　　　　　　　　　　　　　　　　　コpaS　Sur　cette　questユ．（）n・

　　　　L・rsque　la　suite（・6）c・nverge　dans　x（・，　a’），　sa　lin・ite　Kκ）satisfait

2i　1’6quation　（4）1・．　C，est．1a　cons6quence　du　passage　a　la　lim量te　de（17）・

Le　prenlier　membre　tend　manifestel㌃雀Gnt　ver＄　王～てx），　et　le　second

ineinb・e・ε・cause・1・（3）・t　d・la…timiit6　d・薙のP‘3…pP・・t　2t
コノ，　a　　茎）01ユ1二　重iin｛te　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　、　’

　　　　　　　　　　∫レ・y（・v））d・x，

p，fLlゴ正e　th（≦6rさ111e　de　IXI，／［．　Lebesgue．

　　　　Cette　suite　des　fonct至ons　（呈6）　collverge　si　Af（A：）　est　sommable

danS　A一（・，の。：Elle　C・！・Verge　aUSSi正・rSqU’aU　m・inS，　A（・U一）eS亡S・1・・inable

dansκ（η，　a・）　poul’tout　nombre　positifηet　si　les　conditions　suivantes

SOIIt　remplies．　　　　　　　　　　．　　　　　　　　’．

　　　　P・・〃●ce7jl…biク・・〃！∂・’・　e・Z！話語酵（・2’・〃〃）ノ；・7・・　a

（18）．一加伽捌≦∫1ψ・（藤．（・≦劇，

m7・ψ’（X）esl’？〃・eカ726！加ク2・72．ク塵罐初S・クノ〃〃able　da〃∫X（・，のe7Z

〃～6〃～e．勧脚42te　la　foアictib／2ψ’（x）〆ω・～z　L（x）♂∫ち伽・4肋〃～ノ・7・，

（19）　　L（x）一　S’IN（x）do・・　　（・≦δ≦の・

　　　　De　plus，　au　chS　o鳶ces　col．ICtltiolls　sont　rαηP正ies，　on　a　sur　la　llmlte

恥）de（・6）i・f・rm・・1・

（・・）　　1アω一乃ω1≦♂斥・λ∫1ψ’（X）c－n（・）dx　　（・・≦X≦a・）・

et　J・r（x）satisfait～し1’6qu，ati・n（4）（lans．x（。，の．

　　i．　1．e　raisonnenient’　d’ict　se　trouve　d6j：t　dans　1e　in6n）oire　de　）iv／［．　ITiklibnrc，　Stuclia

Atrathematica，　r　（ig2g），　p．　203．　Xroir　．fttTssi　le　memoire　citC．　de　l　f．　）ivltiller，　p．　62i．
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　　　　La　v6rit6　de　ces　r6sultats　est　la，　cons6quence　iinin6diate　des　le！nme忠

du　paragra，Phe　pr6c6dent．　Fa｛sons　correspondre　en　ef壬「et　ψノ（A’），2＞（．x一）

et　Z⊃（x）aux～ρ’（κ），り’（」v）　etり（x）　d6s　lelnlnes　et　d6丑nissons　les　fonctions

ψ（・T），ψ、（x），ψ，（x），＿．．．pareinement・uxρ（x’），9i（vx’），　gti（．v），＿．＿

　　　　Alors　il　r6sulte　de（17）et（18）successiveihent

’　　　1］，，。，、＋、ω一乃。，、（．x’）1≦ψ，，（x）　　（フド・，・，2，．．．＿），

　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　

et，　par　consequent，正a　serle

　　　　　　　　　　　（；Vi＋1（．rtr）一回（∬））十（乃＋2（x）一乃＋1（x））十＿＿＿

OSt　majOr6e　par　la　S6rie　COnVerg艦e

　　　　　　　　　　　ψ（u・’）＋ψ・ω＋gr・（x）　＋……　＝　en・づ1ψ’（A’）〆（・）腐

tl’・“11’・n　c・nclut　1・c・1ユvergence　de（16）et　la　f・rmu隻e（2・）．

　　　　ll　fa，　ut　i’emarquer　deux　cas　simPles　o養　la　suito　（16）　remPlit　ces

conditions　quelle　que　soit　la　fonction　do　d6partフ’o（x）．　Ce　sOnt　les　cas：

　　　　玉。o鉱くτ（x）est　so〃〃ノ！ableぬ駕κ（・，の，・

　　　　・．三二増吻融勧！…乙駅κ）認・・〃〃…∂露面・・露（V，　a）勿〃・

！02tl　7207ノノb7・eψρ∫産ζノη　cl　la・ノリァ26凝フ71　』di（’X・）e－i二（x）esl　SO〃〃ノ～ab／汐　滅7ns

A’io，の・　　　　　　　　　　　　田　　　　　　　　　　　　　　’、

　　　　工）ans　ces　cas　ia　condition　de　conxrergence（i8）est　satisfa．ite，　comme

oh　正e　vO…t　par

　　　　　　　　　　　い急ω十フ’・（i’）1≦∫＝瞬））二雁・．3’・（A’））敏≦∫1・na（．v）（1・・’・

　　　　Enfin　dans　ces　deux　cas　la　solution　de　（4）　est　unique．　．℃ar　si

ル）eSt　Une　s・IUti6ηqUelc・nqRe，・n　a．

　　　　　　　　　　　lP’（一x一）一一’．f’1（x）1≦　∫＝し〆（L一・コノ（x）～一f（．x’，．：1・o（年））Idx≦　∫Z2nノ（x）d－x’・

et　regardant　2照∬）etハ1（．x）c・1nmeρ’（x）et〆（Al）des　leRlnies　du

paragraphe　pr6c6dent，　on　a　stlccessivement

　　　　　　　　　D’（x）一s・’・t＋・（x）匡∫＝1犬めくA一））一痘・コ・，・（・1））ldx

　　　　　　　　　　　　　≦！ll夕（・・’）ツ漁）IN（x’）廊≦∫＝9・一i（x）ハR’・x）謝二9・ω・

○「9・T（∬）tend　vers　z6ro　par　les　lemmes　et

　　　　　　　　　　liiil，け。。　IPノ（x）一，lt，t＋1（距）1・一：IP〈κ）一．y（v17）1＝＝o．

D　onc

　　　　　　　　　　，〈罪）＝γ（λう．

　　　　On　verra　｛Ine　autro　d6monstrat｛c　1］de　1，tulicit（～de　la　so蓋utioll　dans

v．1．



　　　　　＆・吻蜘・・伽・・ゐ・癬．・・．♂循廊勲1…1・ttbn　e’t・・93

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鯵

　　　　M。Carath66dory芝a　appe161耳co／zalzZzbア1　勧Lz）sclizZg　ce正1e　du　cas

I。 Cet量1　a　donn6　une　d6mo1ユstration　de　1，unicit6　de　la串olution．

　　　　1．e　cas　2。　comprend　comme　cas　particulier　celui　ott〆（x，夕）　est

born6e　et　6　rm　r・（x）est　sommable，　Lεしsomn狙abili亡6　est　sa亡isfa．ite　si

　　　　　　　　　　ハ歎）≦乃　　　　（・〈たく・）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　κ

C’esda．condition　dc　M．　Rose曲1att．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V．　Exemp互es

　　　　Comme　exemPle，　consid6rons　1，6quation

　　　　　　　　　　　のr／レ1＋［ω（x刀・，

　　　　　　　　　　　廊

。勲　ω（x）　est　u1ユe　fonction　conti13ue　s，annulant　LIBe　infinit6　de　fois　au

・・・・…g・d・・，　・・． E・1…verse。毒）6・・n・・…m・b1のa・s　ce

cas　o｛ユ　εし6videmnユent

　　　　　　　　　　醐㍉ω1κ）ド

Donc　cct　exemple　appartiellt　au　cas　I。　du　paragraphe　pr6c6dellt、

Pour　la　follctiollω（x），　posons，　par　exemple，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ
　　　　　　　　　　・（X）一（X・i・圭ア

L・・…a・圭蜘・ω毒）・・e・t．d・1－v・・g・nce　d・1・・s6・i・

　　　　　　　　　　ね　　　　エ

　　　　　　　　　　　　　　，・鵬　　　　伽、　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　Σ∫1　．1壱・

　　　　　　　　　　？乙二1　　（？iFIT．『　　XS11ユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ

C，est　facile～しvoir　s圭ron　change　le　varia，ble

　　　　　　　　　　　　エ

　　　　　　　　　　∫無縫壱雷∫1論ξ）壱・（圭篇r殉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦＠1）霧∫1（sin　6）9一・

　　1，Cara亡hξodOry，　loc・cit，
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　　　　A．utrefois　M．　Nagumoi　a’6tudi6－le’cas　critique

　　　　　　　　　　N（x）　i：S　：！一　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　x’

qui　ne　rentve　pas　dansi　le　cas　2e．　Dans　ce’cas　il　peut　arriver　qu’une

infinit6　cle　solutions　satlsfassent　eL　1’6quation　（4），　coinnie　on　le　volt　par

le　simple　exemple　suivai3t，

　　　　　　　　　　　私

ノてx，y）　・＝

o

1

之
κ
．

一1

（x一一一〇），

（　卜・，

（x＝ko，

（κ幸・・

圭〉・），

諾≦1）・

跳一1）・

．．7‘7（．ru，．i，）　＄atisfait　．aux　conditions　de　II　pour　un　doinaine　convenable　一1），

quo呈que（4）aiしullc　i裏ユ貸11it6　de　solut三〇ns

　　　　　　　　　　芦薦，　　lcl≦・．

　　　　Cet　exemple　nous　moiitre　que　le　t’h60reme　de　iM．　iNagUmo　n’est

pas　vrai　sous　les　seLiles　conditions　de　1｝’ C　et　il　nous　fatit　itne　．autre

condition　que　nous　6tudierons　dans　le　paragraphe　suivant．

　　　　　　　　　　　　VI．　Remarque　sur　les　conditions　d’unicit6

　　　　Bornons－nous　au　cas　oti　．N（．v）　ou　plus　g6n6ralement　．A71i（．y）　est

somrnable　au　moins　clans　x（u，　a），　si　petit　qu’il　soi’t　le　nonibre　positif　rp．

zV｝（x）　eSt　d6finie　tout　S’t　fait　pareillement　E’i　．N〈’x‘），　’except6　que　1’on

prend　at｝　lieu　cle　（2）　．

（21）　〆（x・の一ル，の，

　　　　　　　　　　　　　　　」・一夕

pEls　la　valeuu’　absolue．　　Comn3e　．～▽てAt），　2＞i（A一）　est　incsurable，　et　MEUIi－

festemeRt　on　a

’（22）　INi（x）1．〈．，．N（x），

Ni（x）　pouvant　6tre　iie’．gative．

　　　　En　eflfet，　supposons　qu’on　ait　deux　soltitlons　clistinctes　p，（x’）　et

rv一’（．x’）　de　1’6quation　（4）　ati　voisina．cre　cle　it；’＝o．　ll　est　admissible　cle

supposer　qu’une　d’elles　ne　soit　jamais　i．nf6rieure　it　1’autre．　1）oer　i’assurer

　　　I．　Japatiese　Jour，　Xi・lath，，　．3　（lg26），　p．　107，　ct　4　（1927），　p，　307．



t

　　　　　Sur　1’approximation　sttccessive　et　li　unicite’　de　la　solution　etc．　g　s

il　suffiit　de　c16composer・　1’intervcalle　d’i．nte’gration　（o，　x）　’clu　seconcl　men3bre

de　（4）　ci　i’ensemble　ferin6　E　oft　1’on　a　．y（x）＝bl（x）　et　aux　intervalles

conti，cr．us　a’　E．　Ainsi　nous　savons　que　ILi　fonction　prenant　ft　chaque

point　la　valeur　plus　graロde　ou　Plus　petite　de　タノ（x）　et夕（x）．　satisfait　i

（4．）．　Donc　nous　aclmettrons　toujourp．

　　　　　　　　　　夕（x）≧ア（x）．

　　　　．t4－Llors　nous　avons　deux　relations　fondamentales

（・3）ラ（棚κ）一∫ン（x・ル））一∫励））］幽．

et，　presque　partout　（sauf　les　pointS　oti　Ni（x）　＝十〇〇），

（24）　　　　ノ（」V，．γ（x＞）一ノて錫訳κ））≦2Vi（x）［ク（x）一ヲ（」i）］・

IPosons，　poiir　simplifier　1’6criture，

（2・） ^鵬瓢（齢夕ω）］a’x・

En　combinant　（23）　et　（24）i　avec　les　notations　de　（2s），　on　a

　　　　　　　　　　xt（x）＝〈N，（x）x（x）

ou
　　　　　　　　　　e－Z［（”’）．　［x’（x）　一　N，（x）x（x）］　一“一”　：o，

o“，　par　d6finitien，

　　　　　　　　　　姻熱心（．x）alx　　（・くδ≦α）・

Donc　la　fonction　absolument　continue　et　non　n6g‘ative　de　x（x＞o）

　　　　　　　　　　e－Lt（sc）．　z（x）

ne　crolt　jamais，　et　1’on　ca　enstiite

（26）　lim　e’Li〈X＞．　x（x）　〉’6．

　　　　　　　　　　　x一＞O

　　　　Cettg　in（Sgalit6　joue　un　r61e　essenti．el．　N／ous　en　detluirons　plusieurs

conditions　suffiLsantes　pour　que　la　solution　cle　（4）　soit　unique．　Nous

les　d6montrons　par　1’absurde　en　montrant　seus　quelques　hypotheses

que
（27）　lim　e－Lt（X＞．　x（x）　＝　o．

　　　　　　　　　　　x÷e

　　　　ID’aborcl　si　f（．x’，］，）　est　continue　t’L　1’orig“ine，　c’est－a－vClire　si

（38）　　　　　　Iinaノてx，．1ノ）＝『／て。，　o），

　　　　　　　　　　　萎；8

　　　1．　Ce　mode　de　combinaisofi　est　notTveau，　t’i　notre　coni］aissance．
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en　vertu　clu　th60reine　de　la　inoyenne　appliqu6　sur

　　　　　　　　　　∫1幽’（x）随綱）］dr・

on　aura　la　conclition

（2g）　e一　L．i〈sc＞．　」u・〈　P，

P　6tant　une　constante，　d’ottt　Yon　conclut　（27）．

　　　　A（．　IE？ul〈uharat　a　d6jc”’t　trouve’　la　condition　cle　cette　forme　au　cas

’plus　restreint．

　　　　Cette　conditiolt　（2g）　contient　’cgnime　cas　particulieys　les　conditions

　　　　　　　　　　N（x）1siJ

　　　　　　　　　　　　　　　　　x

cle　M．　Nagumo　et

　　　　　　　　　　．ZV（．x一），〈．．，一1＋e（iY）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．X

d。MSh量mi、。・，。・i、（．。）（の。）。，，。。。，i。uee，p。、i・i。。，・（x）6，。。，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A’

int6s．rable　dans　x（o，　a）．

　　　　Au　iieu　deユa　continuit6（28）si　nous　savons　seuiement　que

　　　　　　　　　　limκツ（x，　．g，）＝o　　（oくPく・），

　　　　　　　　　　霧l

il・Rous　suflit　pour　conclure　（2．7），　ou　bien

　　　　　　　　　　，　姻．xl．一・〈君，

．Pi　6tant　une　constante，　ou　bien　la　coziclition　pluS　forte

　　　　　　　　　　．2Vl（．v）．〈．（1一’p）一！一：＋11－9i，IZLe（vX’），　．　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　劣

e（x）　aYant　le　m6me　sens．　C’est　la　condition　de　A，！　XVatanabe3．

　　　　Enfin　pour　conclure　（27）　il　suflit　aussi

　　　　　　　　　　1・灘！・（・x“）・∫ン轍一・・

Ceci　implique　le　cas　oth　c－r’CX）．　］！（x”）　est　sommable，　la　condition　2“　du

paragraphe　IV，　parce　qtie，　c一’n（X）　6tant　non　croissant，　on　a　au　voisinage

dc炉＝o
　　　　　　　　　　∫1・一思・醐砒≧〆（x）・∫ン嫌≧〆・（x＞・∫ン繰・

　　　i．　Japanese　Jour．　“lath．，　s　（ig28），　p．　246．’

　　　2．　［Proc．　lmp．　Acad．，　4　（ig28），　p．　328．

　　　3．　Japanese　Jour．　iNlath，，　7　（1930），　p．　20g．


