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Abstract

　　　The　object　of　this　paper　is　to　unify　the　gravitationi・il　ancl　elecLroina．crnetic　tields

in　a　simple　way　and　to　dedttce　equations　of　motion　of　charsred　partEcles　as　wcli　as

those　o．f　light－rays．

　　　To　do　this，　tlie　writer　makes　the　’following　assumptions：　’

　〈i）　Our　space－tiine　ivorld，　is　a　four－diniensional　continuun］　svlth　a　sein．i－synimetric

　　　an（1　metric　connection，　whose　fundamental　teasor　．o’yv　and　vector　rpv　are　inter－

　　　preted　as　the　gravitational　and　electromagnetic　potentials　respectively．

（iil’rhe　fi・ld－1aws・・e　de・1ved　f・・m・H・翻1t・ni・n　f・・ctl・1ユ！？一IL・wl！ere　2？．　is　the

　　　scalar　curvattzre　of　the　world　and　ZJI　is　an　invariant　formed　by　ecrpv　and　rpv．

　　　Startlng　from　these　assnmptions　and　applying　several　mathematical　theovems，　tlie

ivriter　shows　that　all　the　restilts　given　in　the　theory　of　genei’al　relativity　together

with　Maxwe1トLorentz，s　theory　are　obtained　in　a　compact　form　without　any　modilicat沁11，

　　　　An　attract．i．ve　theory　based　on　parailelism　．at　a　distance　has　been

published　by　Einsteint　a　few　：　ears　ago．　To　develope　lils　theory　he

usecl　the　conception　of　aR　orthos，’onal　ennup3e，　which　was　also　usecl

by　Levi一一Civita，2　and　he　succeeded　in　findii｝g’　the　field一一eqtiations　in　the

first　approxinaation，　but　he　could　not　find　tiie　eqiiatio．　ns　of　the　path

trcaced　by　a　particle　carrying　an　electric　charge．　Otl）er　elieories　start－

ing　froin　the　iiotion　of　infiniteslmal　parallei　displacement”have　been

cleveloped　by　“feyl，：‘　Eddington’‘　ancl　also　by　Ein・stein．d’

　　　　But　by　these　theories　it　is　not　possible　to　compare　leng’tlis　（except’ 簿
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A．　Einstein：　BevliR．　L’」erichte，　1　（i929）

’i’．　Levi－Civita：　PJevlin．　Berichte，　i38　（uj｝29）

1－1．　XVeyl：　Berlin．　P）erichte，　46s　（19i8）

A．　S．　Eddington：　i’roc．　Roy．　Soc．　A・　99，　rO4　（ig2i）

A．　Einstein：　Berl．　Berichte，　3：，　76，　i37　（i923）
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zero　ieng”th）　at　dlfferent　points，　because　the　lenLg’th　of　any　vector　is

changecl　by　a　parallel　displaceinent．　Thous，h　IEinstein’s　new　theory

is　free　froin　this　cliflfliculty，　it　seenis　rinnatural　and　coniplicatecl　in　its

sreometrical　structure．

　　　　In　this　paper　we　£ry　to　show　that　［Einstein’s　celebrated　equations

of　the　g．’i’avitational　field　ancl　．］．Vlaxwell一．T．or6ntz’s　eq”at’ions　of　the

electromagnetic　fielcl　in　the　relativistic　form　can　be　adniittecl　without

inodification　i．n　a　fo“r　dinienslonal　continuuni　having　the　characteristic

properties　such　that　the　furtdamental　tensor一　ancl　vector　fielcls　niay　exist

and　’the　comparison　of　lengths　at　different　points　is　poLgsible，　and　also

to　show　that　the　equations　of　the　path　traced　by　a　particle　carrying

a　char．o．’e　can　be　deduced，　in　an　ordinary　form，　by　means’ 盾?　energy－

iiioiiieilitryiil－equations．　Our　vinificcation　of　tihe　graiLritational　aiiLd　electro－

niagnetic　fielcls　is　accomplished　by　usingr　a　cliffe．rential　geometry　xvhich

ls　a　speciaL　case　of　a　v　ery　general　one　based　on　the　princlple　of

linear　connectlQn　g，iven　by　Schouten．t

　　　　In　i　g　28　Leopordo　・Infeld2　hacl　aiready　attacked　the　problem　by

the　aid　of　a　differential　geometry　which　．　is　contalnecl　in　Schouten’s

as　another　specicril　case　ancl　obtained・the　field－equations　in　ca　slightly

differ‘ent　forin．　But　tlie　writer　thinl〈s　that　the　£ollowing，’　t／heory　is

more　simple　and　comPlete　thalt　the　line　of　approach　adopteCl　by　lnfeld．

　　　　sg　i’．　Geometrical　preiiminarie＄．

　　　　In　this　section　we　de＄cribe　briefly　our　s，eometricaJ　theory　iR　the

manner　in　which　it　is　extended　by　Schouten．3　Suppose　an　7i－dimen－

sional　continuum　defined　by　a町ordered　set　of　fz　indcpelldent　reaユ
variables　．v’（v　：i，2，．．．．．．，　”rz），　which　are　callecl　the　coorclinates　of　points

in　it．　INtloi”eover，　consicler　tl］at’　this　continuun）　obe＞Ts　tl｝e　principle　of

linear　co叩ection；a　comnectioll　which　satisfies　the　following　且ve

conditions　is　called・　a　linear　one：一一

　　（i）　Any　tensor　and．its　absolute　differential　e｝re　tensors　of　the　same

　　　　　　l〈incl，

　　　　We　denote　the　absolute　clifferential。f　any　tα1sorψby　the　syn翻
。“

i1＞，　and　its　ordinary　differentlal　b］yr　the　symbol　cl（P．
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J：　A．　Schouten　：　Der　Ricci－1〈alctil．

L．　lnfeld：　Zs．　f．　1’hys．，　50，　i37　（ig28）

loc．　cit．　Chap，　lll．

Schouten　established　his　theory　discriminating　tl］e　“eigentlich　”　tensor　from　the

ordinary　one．　But　in　our　case　we　need　not　consider　this　differeiice，　so　as　to　develope

the　concept　of　the　“Vberschiebtu｝gsinvariant”　connection．
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　　（ii）　The　absolute　differenti，al　of　any　tetisor　is　a　lincttr　function　o£

　　　　　　coordinate　differentials．

　　（iii）The・bs・1ute　di｛ferel漁1・f・．　sum　is　tl・e　sum・f　the・bs・1・te

　　　　　　different五als　of　its　cQmpo肥nts，　thus

　　　　　　　　　　o“（‘P十　ep’）＝　6〈1）十〇“　Yj’．

　　（iv）　［1］he　absoltzte　differetitiation　of　an　outer　product　obeys　the　same

　　　　　　rule　as　the　orclii’iary　differentiation，　namtly

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　野
　　　　　　　　　　6（　（p　ep）＝：　w’6　（p　十　dio“　ep’．

　　（v）　The　absolute　differei？tial　of　any　invarlaitt　is　equttl　to　its　ordinary

　　　　　　differential：　viz．

　　　　　　　　　　δ∠1二‘～磁，

　　　　　　xvhere　xfl　is　ic　n　invaviaikt．

　　　　．iL・Vhen　the　absolute　cliffereiitiai　，　ot’　cany　tetisor　CP　is　expressed　by

the　form

　　　　　　　　　　δψ濫廊μ7魑ψ，

．we　may　call　mpt（P　the　covariant　derivative　oi’　〈1＞．　in　the　foref．roii｝sr

connecti　oii　Schoutell　showecl　that　tho．　absolute　cllfferentia／s　o£　any

・・1・亡・ava・ia・t　V・・t・・Av　and．．・・y・・v・・i・・t　vectρ・瓦・・e…1・e・ti・・1y

given　by　the　£ormulaet

　　　　　　　　　　δ認γ＝‘～磁》十r海滋λ伽魑

　　　　　　　　　　δBv　：alB》一1蔦祖βλ廊捗，

wliere　1“ecpa　t｝Bd　fif“p　care　2n3．　arbitrarily　chosen　ftinctions　of　x’s．

　　　　T．et　us　confine　ourselves　to　the　consideration　bf　the　case　which

Scl］outen　callecl　the　“　Uberschiebuns．sinvariant　”　connection　i．　e．　liKpa　＝

1’il’ge，　and　c［ill　it　simply　“the　connection’”．　The1i，　in　our　connection，

wc　hεしve

　　　　　　　　　　i・・IV＝：，rflV十1”X，A）tlxge，　’　（I　i　i）

ancl　o“B，　＝alB，一liC，Bxax”’，　（i’2）
fro｝n　which　it　can　easiiy　be　shown　that，　lf　．kl．PIIIIIII．Pt　are　the　com一一

pohents　of　a　tensor，　its　absoltite　clifferential　is　given　by

　　　　　　　　　　・…k：ll：：：£明暗ll鴻1＋孟如£庶鱒血｝：：：1劉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一叢鳩μ塁満∵1糠ll：：舞灘・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（i　・　3）

　　　i．　loc．　cit．　p．　65．



！g8 εん吻かO　l〈ttnii

If　we　express　the　precedinsr　±’o．ymulae　（i．i），　’ ii・2）　Land　（i・・3）　iR　forms

of　covariatit　clerivatives，　we　have

　　　　　　　　　　ry。・｛v　，．．耐v＋ぺ〆！λ，　　　．　．　　　　（1・4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　dxge

　　　　　　　　　　咄弓争イ協・　　　（・・5＞

and
　　　　　　　　　　7，．rigi：：：：1：£洗2雪三1：：91g＋義r騒・：：鰭1∴1：：：舞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一二r瓦1・鴫：：康応1：：：琢

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（エ・6）

　　　　．teLpplying　（i’・6）　to　the　tensor　o“」’（＝i　for　A＝＝v；　＝o　for　，P，＝1　’v），　we

get

　　　　　　　　　　7μδ美篇∫’海一r知＝Q，　　　　　　　　　　　　　　　（i・7）

which　is　the　characteristic　property　o　f　otu’　connection．

　　　　Our　conRection　is　thei｝．　determinate，　when　the　coefficients　6f
c’
盾獅獅?ｃｔｉｏｎ　1一’Ky．　are　Clefinecl　as　functions　of　the　coordinates　．x’s．　ln

order　that’the　coiinection　may　itself　be　i．ndependent　of　the　choice　of

coorclitiates，　the　set　of　fi3　functi’ons　TKp　must　be．　transformed，　lti　a

clefinite　wcky，　into　another　set　of　n：‘　fyinctions　riKy，　if　we　take　anotl｝er

system　of　coordinates　nfs．

　　　　］t　is　evident　that　the　transformation一一equations　o£　tl’｝e　f”s　are　given

by

　　　　　　　　　　嬬4曙窒llfLi．i　l峯．÷麗嫉「．謬，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（い8）

when　we　perform　a　transformatiori　of　coordinates

　　　　　　　　　　刃¢鑑菊α（xl，　xL’，＿＿，xoり

wl］ose　J，’tcobian　is　iiot　ic｛entically　ze・ro．

　　　　fNccorcling　to　（i・8）　it　follows　that　the　cli．ffereltce

　　　　　　　　　　・環琶∫’弐・イζ・　　　　　　　　（い9）

is　also　a　tensor　of　the　thircl・　ranl〈　xxrhich　is　aixi－syinnietric　with　respect

to　7L　ftc　nd　？et．　ln　particular，　xve　say，　that　the　connection　is　seini；sym－

nietric，　xvlien　Zi？xv’．　kas　the　followi．ng’　fo．　｝rni

　　　　　　　　　　AJ．　＝．1（～ρλδ葺・一～ク酔δ美），　　　　　　　　　　　　　（1・lo）

　　　　　　　　　　　　　　　　2
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where～oλare　the、　componellts．　of　a’vectQr・

　　　　As　in　Riema！〕nian　geometτy，　i量weU¢§貧e　the　curl　of　a　vector

，∠1レ　by　the　tensor　of　the　second　rank　Fpズヨレー　rv∠1v．，　we　obtah1，　i臓　a
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　ド　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

Sen］；一Sy搬metr1C　COImection・

　　　　吃　戸μゾ7・4一（OA，　．．　OA，，OxY’　dxv）一9・4＋9・・Av・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1・1・）

　　　　From　this　it　follows　that　the　curl　of　the　fundamelltal　vector　gv　i．s

　　　　　　　　　　腔・一「vg・一離一1象・　　．．・　（…♀）

　　　　It　is　a　’relll・・k認e　f・ct　th・t　in・ur　semi－sym！net・量。　c・nnect｛・n

only　the　c鷺rl　Qf　the　funda1ユiental　vector　gv　has　the　same　form　as　in

Riemannian　9－eometry，　aS　we　haVe　juSt　Seα1．

　　　　In　the　P「ecedin9’ar9『uments　we　have　obtained．　the　tensor－field

A置fornaed　by　the　fundamental　vector－field　～クv　as　in　（1・訂。），　but　it玲

not　sufificient　to　determine　the　1改ザf『eld　by　11肇eans．of　a　sing王e　vector－

field～ρv．　A｛ter　Schouten，　this　det俘rmin就io1ユof　the∬”Xy．一field　c2111　be

accomP圭ished　by　the　a量d　of　毛he　vectQr－field　gv　and　a　certain　tensor一

且eld．

　　　　If　we　take　any　symmetric　co　ntravckriant　tensOr　8・λv　w1ユose　deter－

minant．e’haS　rankクz，　there　eXiStS　a　unique　Covaria就tenSOr　8λv　whieh

is．　defined　as　the　cofactor　of　bcrxv　in　this　determina1枕，　divl．ded　by　8．

Hellce　τve　have

　　　　　　　　　　幽魑舌r・y．v瓢δ美．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（夏・13）

　　　　For　the　covar圭allt　derivat量ves　ofβλレan〔l　gλ∴　we．use　the　s》・mbols

ρ諺vand砺、　respectively：vlZ

　　　　　　　　　　面こ二面1．｝　　　　　　　　（・…）

　　　　Dif艶どentiatin9　（p13）cova「ialltly　and　s曲stitutin9　（1’14）沁it’

we　g’et

　　　　　　　　　　・∫y．λv＝一8》α8’ve，　o影｝．

　　　　Accordin91y　the　two　sets　of　eqllations

　　　　　　　　　　ρ卜1夢．＋瑞9・・＋r灘ぐ・＝・　　．　（i・15）

and
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　　　　　　　　　　＆・・一雨イ貨幽一噛・一・一圃

at’e　equivalent　to　one　another．

　　．　lf　／一’1’v．　sftt　tisfy　（i・i6）　or　（i，is），　xxTe　call　this　connectlon　a　inetric

one．　Although　xve　can　cletermine　1”i’ge，　as　Schouten　shcxx，　edi，　by　the

txxro　generai．　tensor－fields　PxJ　ancl　（？h’，　xve　may　expresg．　IM’Xy，　xxrith　the＄e

only　wheR　the　connection　is　senii－syna　nietric　ancl　nietric．

　　　　エ・this．　c・seτいatisfies（r16）i・e・

　　　　　　　　　　鞠轟辞・一潔し・　　．（i・17）・

Si．niilarlv

　　　　　　　　　　・￥…轟面一争・．．　　（1・17）・

　　　　　　　　　　r繍轟…一→灘・　　　（・1・）・

Aclc｛in．og　（i・i7）．1）　ancl　（i・i7）c　and　subtracting’　（i・i7）a，　“re　obt’aift　bs・r　（i．g）

　　　　　　　　　　・r貨幽＝（∂魚・．＋∂ρ画＿∂魚・δ〆　　∂xx　　∂ノ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋2（A緬，、＋Py己妬。＋ろ窒鳥．の，

where　1）Apt’，　．is，　of　comrse，　gi．ven　by　（i・io）．

　　　　1．f　w・e　solve　1“1’y．　from　the　abox，e　equat’ions　ancl　use　（i，io），　we　can

easilv　shoxxr　that

’　耐藁｝＋9‘）・・苔一算・　　．（1・18）

｛vhere　｛？，Vpti　is　the　C．hiristoflfel　3－index－symbo；　fcrmecl　xvitli　．oipav，　and

g’　is　the　asg．　ociatecl　x；ector　of　gx　with　respect　to，　．．o．　y．v，　（T－T．ereafter　xv・e

xvil！　use　these　notations　as　in　liliemftL　nnian　geonietry．）

　　　　From　（i・i8）　lt　xx；ill　be　sept一．n　that　the　coefficients　of　connection

are　completely　’determined　by　the　vector－field　gv　and　the　tensor・nyfield　，．o’y，．

　　　　］if　gre　put

　　　　　　　　　　～oλδ1二一、ξ））、I」．≦クv＝7三ぎ・　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　、　　（1・lg）

we　kave，　froiii　（i，i8），

　　　　　　　　　　蝋姦｝÷T・Pt・　　　　（・・2・）

　　i．　loc，　ciL　pp．・72－73
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　　　　Accorcling　to　the　tensorial　property　of　7’inV　defined一・by　（i・ig），　we

infer　that　the　quantities　tipx’1’　and　tipt．B｝，　clefinecl　by

　　　　　　　　　　畑・一1裟＋｛姦｝A…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1・21）

　　　　　　　　　　ら8弓勢一｛姦｝B・

are　also　tensors　of　tiie　secondi　rank，　since　t．he　cov・ariant　derlvatives　of

t’hese　vectors　－1’　，knd　Bv　can　be　writtc．n　ln　the　foyni

　　　　　　　　　　謬：：1ニガニ制　　r．（一）

　　　　In　1）articular，　if　xve　contract　（i・22）　“rith　respect　to　pt　ancl　v，　“re

hav・　e

　　　　　　　　　　戸認γゴ諏v＋（7・一　一1）9、・tl’．　　　　　　（1・23）

　　　　F．．viclently　these　forinulae．　can　be　extended，　without　difficulty，　to

tl｝e　covariant　cieri　vativ一．es　of　a　tctnsor　c　f　aiiy　rank．

　　　　sg　2．　Theory　of．　continuLun　xv・i，th　a　senii一一syinnietric　and　inetric

connection．

　　　　14　0ur　ク2－dimens｛o：、al　colltilltlMll　1et　C　be　any　c鷺rve　deβned　by

thg　equations

　　　　　　　　　　xV　＝＝　xV　（1），

xvhere　X　is　a　para“aeter．　As　i．n　1．’s．iemannian　CTeoinetry，　a　unique　solti－

tion　A’　of　the　systen3　of　cllfferent’ial　equations

　　　　　　　　　　　fzlttllllrm＋Tx，／ix4’．Y’　一〇，　・　（：’i）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご～IX　　　　　　　　　　　　‘th

satisfyin．o．．’　the　initial　conclitio．　ns

　　　　　　　　　　／tV（！。）篇4v，．

xx／here　4’　i．s　aity　given　v－ector　at　a　poi．nt　t．　of　C　is　said　to　be　a

family　of　v・ectors　parallel　alontg’　C　to　the　tgiven　vector　4’　at　the．　point

t一　Of　C・
　o

　　　　By　（i・i）　the　systeni　of　diEflerential　equ［ttions　（2・i）　is　obviously・

equi．valent　to　the　systeiu

　　　　　　　　　　o“A”　＝＝　o．　（2’　2）
　　　　i－lence　the　absolute　chan9℃of　the＄quared　len9・th　／120f　the　vector

A’　defined　by

　　　　　’　オ』飾認切v　　　　　　　　（・・3）
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is　5．．o’F，AY’A“，　when　AV’　is　cic　rried　by’　an　infinitesitnai　parallel　displace－

ment．　But　this　va！ue　is　exridently　zero，　since　our　co．　nnection　satisfies

the　metric　conditions　（i・i6）　i・　e一　O“．so’v，v・＝＝O・

　　　　Similarly，　．if　xve　define　the　ang’le　0　between　any　tkvo　vectors　AP’

and　BV　by　’the　equation

　　　　　　　　　　C・Sθ嵩8画躍．∂》　　　　　　　　　（2・4）

xxre　can　prove　that　its　absolute　chang’e　is　also　zero．　Therefore　we　g？一et

the　t’heorem：　The　length　of　a　vector　ancl　the　angle　between　two

vectors　do　not　chang’e　their　values　i’espectively　throus，h　the　parallel

displaceinent　of’　the　vectors　along　any’ D　given　curve．　’　This　nial〈es　it

possible　to　compar6．　leng’ths　and　angles　at　d｛fferent　poitits　xvitl＞out　any

，2111bi．（b）’UitY’

　　　　Accorclins．ly，　if　xve　clefine　the　lengt｝’i　of　C　by　the　integral　S．ds，

it　has　a　clefiBite　naeanin／／〉一　and　xvhen　we　choose　it　as　a　paranietei’　of

C，　・一ttYs’　f，．）’ive，s　the　tangent－vector　of　C　whose．　lc，ngth　is　alxva｝）s　unity．

　　　　1｛！　、ve　　｛11tr（）（／1　Ci　ce　　亡11e　 c（）1ユtra、そεしriεし三．1む　、7ector

　　　　　　　　　　N・→藷ソ轟箒λ幕μ・　．（・・5）

it　is　obvious　that　！V’”ds　represents　the．　absolute　differentia！　of　the．

tangent　vector　c　f　C．　Accordingly　xve　call　zV’　the．　princ．｛pa！　normal

of　C．

　　　　XVhen　Al’　：o　along　C，　the　curve　is　saicl　to　be　a　geodesic．　Strict－

ly　speal〈ing一，　．ogeocle．sics　are　curves　such　that　the　abSolute　chang？’es　o£’

thei．r　tangent－veetors　along’｝’　thetn　are　identically　zero．

　　　　Hence　xv・e　hav・e

　　　　　　　　　　　奪÷廊下λ亜一。，　　　（、・・）　・
　　　　　　　　　　　ds：　’”　ds　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（～奪

as　the　clifferential　equations　of　．o，’eodesics．

　　　　But　by　nieans　o£　the　relation

　　　　　　　　　　　　めλ　dxy一一v
　　　　　　　　　．～ρλで～！s　．一譲；　＝9

a．nd　（1．18），　equations　（2・5）　alld　（2・6）　can　be　“rrit二ten　乱s

　　　　　　　　　　Nv→v轟｝÷薯　．（…）

an　cl
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　　　　　　　　　　　窯v÷｛姦｝薯票L・　　　　．（・18）

respectively．

　　　　In　particular，　xvhen　a　curve　of　zero－len．．o’th　satisfies　the　diffeerential

equations　of　the　form　（：　・8），　in　which　s　is　simply　used　as　a　parE　meter

of　the　curve，　we　will　call　it　a　minimal　geodesic．

　　　　From　xvhat　has　been　said，　it　will　be　seen　that　the　expressions

of　the　principai　normal　of　a　curve　and　the　differential　equations　of　a

geodesic　iri　our　geometry　are　of　the　same　forin　as　in　1？t．iemannian

Geometry．

　　　　XVe　ave　iiow　g　oing　to　construct　the　curvature　tensor　in　our

COIIil．eCtlOll．

　　　　In　orcler　to　clo　thi．s，　tal〈e　a　surface　defined　by

　　　　　　　　　　x－V　＝＝fV（7t，　”U）

w・here　the　functions　fV　and　their　derivatives　up　to　the　third　order

exist　and　a！’e　continuous　at　a　point　．iCl，　ancl　consider　a　circuit　passin，a，，

thr・ugh　this　P・int　P（7ら．”u），0（？t’＋Au，　z’），　A）（？4＋d・2t・，叶4の，5サ（？t，　Zt＋

d7．，）　ancl　P．　lf　a　vector　A’　is　t．ransportecl　pai’allel　to　itsel£　around

this　circuit，　it　ig．　’svell　knox？LTn　tliLat　tl　te　cMfference　ti（ri’）p　of　the　fiRal

ancl　initial　values　at　／）　of　the　components　of　the　vector　A’　is　given

by　the　equations

　　　　　　　　　　A（A・）・《鵡・篶砦1）。・漁．　（…）

xv・here　R”Ap．　is　called　the　curvature　tensor　c　f　the　continuuin　and　is

g）’iven　by

　　　　　　　　　　7？N・λ，o　＝＝∂嬬一2盤遭。1・疑瑞砺　（，・1。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ∬匡　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dxo

　　　　Sillce　ollr　colatillulllll　is　stlbjecte．d　to　，1　semi；symmetric　aRd　raetric

connection，　xv－e　inust　substieute　（i・i8）　for　the　1’L’ge　in　the　ri，o．，’ht　hancl

side　of　（2・io）．　And，　after　a　teclious．　ca！culation，　we　can　show　that

　　　　　　　　　　R’λ，。謹疏，。＋δと7，．9、一δ1凹き一ズ、轟グ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋幽疏gv＋（δ漸。一δと鼻）φ，　　（2・II）

wliere　B’xu．．　is　the　Riemann－Christoffel　tensor　formecl　by　．．criy．，　i．　e・

　　　　　　　　　　外・一∂呈y．｛溢｝一÷｛姦｝＋｛／a｝｛姦ト｛姦｝秘｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・12）
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and

3切加κ〈unii

（P　is　the　squared　length　．，．of　gv，　i．　e，

　　　　　　ψ皿仰～クセ．

X7Vriting

　　　　　　鵬μ。＝Rλ粋

（2・i3）

（2・1斗）

and

　　　　　　　　　　BOx　ge．　＝：　Gxp．’　’　（2’15）

we　．o’et　the　contracted　tensor

　　　　　　　　　　！？xpt　：Gxpa十（’］Z－2）ru．9x十bi　）．yilv9”H（7Z　ww　I）．O’xy．（P，　（2’16）

whose　symirnetrical　part　7／fxy．　and　anti－syinmetrical　pcu：t　77xy．　are　re－

sPectively　g’iven　by

　　　　　　　　　　κ，詔、。＋ク’一2（7μ9λ十クλ～ク匡）＋鋸、g・一（・〔）轟ψ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・i7）

cllld

　　　　　　　　　　馬＝ク’一一2伽、一調）．　　　　（…8）
　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　A4ulti．plyin．cr　（2，i6）　by　．o’XP，　we　．cret

　　　　　　　　　　R　：G＋　2（n－i）r，g“　一n（n－i）（P，　（2’ig）

Nv・here　“re　put

　　　　　　　　　　7！＝＝　．o．　’X”7？x，，　（2’20）

and

　　　　　　　　　　G＝＝gptgeGxy，．　（2’2i）

　　　　In　partictilar，　£or　7z＝　4．，　we　can　reduce　these　£ormulae　to　a　inore

simple　forna，　viz，

　　　　　　　　　　ノ？λy．＝：Gλμa十27v．～クλ十ぎtt＞．　P．　il　vg）》一3ぎλ冒，ψ，　　　　　　　　　　　（2・22）

　　　　　　　　　　feq　：G、，＋（Fwsクλ十Fλsクge）＋8眠あgv－3幽，φ，　（・・23）

　　　　　　　　　　Fxy　＝kgx－V）．9v・，　（2’24）

　　　　　　　　　　1？＝　G十6r，g”一i2（P．　（2一　・2s）

　　　　FroT．n　（2・2．d）　it　will　be　seen　that　the　anti－symmetrica！　part　7；xl　y．

of　the　contracted　ctirvatHre　tensor　lexy．　i，s　the　cur1　of　the　・funclamental

vector　g，．　A．ceordingly，　in　consequence　of　（i・i2），　xxTe　can　write　it

　　　　　　　　　　おβ1詮惚・、・　　ぐ・・26）
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ill．cr．．

　　（i）

　　（ii）

§　3．　Field－equations。

The　construction　of　our　physical

　　　　　　　　aSSUI憤pt玉onS・

theory　depends　on　the　follow一

whereノ～…s　the

（2．2s）　．and

　　　　　　　　　　准一馬▽・β＋ω，　己　　　　（3・2）
　　　　　　　　　　　　　　　2

7ra3，　cincl　di　bein．cr．．　given　by　（2．24）　and　（2．　・i3）　respectively　and　z　a

universal　constant．

　　　　Then　let　us　coRsider　thft　v・ariation　of　the　IFIami！tonian　inte．o．一ral

　　　　　　　　　　肩山，．　．　　　（…）

whereぬ焦烹四四％ガ廊4，　in・regi・n　f・r・・bit・ary　sln・11　variati・1・s
（“煤C．o’XY’

@ancl　o“ 〟C　tinder　the　conditions　that　they　xv・iU　vanish　xvit’h　their

first　deriv－atives　at　the　botindary　o．　f　the　retgion，

　　　　In　co．　nsequence．　o．　f　（2・2s），　（3ti）　and．　（3・3），　the　variatioTi　of　1　is

g，’fv・en　by

　　　　　　　　　　δ1篇δ∫（R－L）1／一8轟

　　　　　　　　　　　　一・∫（θ＋曜一・8ψ一1鋸・う・／勲・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・4）

　　　　ApplyiAg　（i・23）　to　the　fundamental　vector　so’，　we　have

　　　　　　　　　　7vSクγ㌫三門クv十3ψ．

Henee　we　get

　　　　Our　space－thMe　world　is　a　four－dimensional　c◎ntilluum　xvith　a

　　　　semi－symmetr｛c　and　metric　connect量on．

　　　　We　interpret　the　fundamentai　tensor伽and　vector　gv　as　the

　　　　gravitation．al　potentials　and　tho　electromag’netic　potentiε江一vector

　　　　respectively．

（｛ii）　The　field・・laws　in　our　space－time　world　are　describable　by　two

　　　　systems　of　such　diffc｝rential　equε比ions　that　the　I，agrangian

　　　　derivatives　of　a　scalar－density　ξ），　called　the　ITIainiltoniaR　ftmc－

　　　　tion，　with　respect　to‘～脇　and　gv　are　proportionai　to　the　energy－

　　　　tensor－de1隻sity　驚λlx　and　charge一¢UR‘ellt　vector－density　（らレ　re－

　　　　spectively．

　　：First　正et　登s　adopt　as　the　Hamiltoni乱1ユftlllctioIl　導

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　お　へ　　　　　　　　鱒≡……∬1／一8篇（ノ？一」乙）1！一8，　　　　　　　　　　　　（3・1）

　　　　　　　　　　　　　sca1ar　curvature　（うf　our　sP＆ce・time　world　given　by
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　　　　　　　　　（r，g’”）・｝／1　：1；．　＝一£，，一（，／’　irg．）＋・ψゾ謡

S・b＄ti・・㌻i・9・hi・i1・（3・4）・F・Te　・bゆ

　　　　　　　　　岬∫（9－1姻ゾ趣＋6δ∫、皇、6／一・の伽

　　　　But　by　tlie　boundary　conciitions，　’the　second　terni　in　the　right

hancl　sic16　of　the　above’　eqtiation　vanishes．

　　　　Irlence．we　get

　　　　　　　　　呵（θ趨凝αう1／趣・　（・・5）

X£　we　denote　the　1．ag“ri，　ngian　derivativ・es　of　Sp’．　xvith　respect　to　．o’XP

andρ、　by　the　symb・1s圓、y．　and圓v　respecもively，δ■can　be　written

　　　　　　　　　・ノー∫｛圓・，δ…側・δ・．｝de・．

　　　　［From　this　it　folloxvs　tl）at　the　1．agrangi．an　deriv，atives　of　ttE）　xvith

・・spec・t・…λ・・…⑭…eequ・1…h・・…（6－1π・・アαツー・，・’

respectively．

　　　　Since

　　　　　　　　　　ゾ≒〔（・』鉾・・吟／噌ユ，一θゲi…G

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一く二面・・肝姻

anct

　　　　　　　　　　rttl一一，．［（（1；一＋．7Zi．377a3L）1／rt・］’＝2zfi，．，z7sio

are　xvell　k’noxvn　forinulaei　in　the　theory　of　general　reiati，x／ity，　Nve　have

　　　　　　　　　　l／≒回・論÷短θ一・（轟編＋短姻

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3　・　6）

　　　　　　　　　　＃tn［ttt＞．］’：2x’fi．．tP’O，　’．　（3’7）

whe・e世一（R－x瓦認三一6ψ　　　つ）1／一・a．

　　i．　A．　S．　Edclington：　The　mathematical　．theory　o．　f　R．elativity，　2ncl．　ecl．，　bg60，　tS7g．．
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　　　　　Now，　accordlng　to　our　assumptio11（iii），　we　propose

　　　　　　　　　　　　ゾセ8圓…　＝＝　一x　．T）　pt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　黍　　　　　．　　　　　　　　　　　　　．　（3・8）

　　　　　　　　　　　　，／≒［羽”二・汐

as　the丘eld－equations．

　　　　13y　（3・6）　and　（3・7），　the　abQve　equat｛ons　（3・8）　cεm　be　put　in　．the

foエ正。、v圭まユ9’　form

　　　　　　　　　　　o・ド18短。コー＜7Σド8αβ凡漏・＋18渦ノう・．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・．9）

　　　　　　　　　　　fi6／7vσ　．■　sv，　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　（3・Io）

wh呈ch　are　identica1、vith　those　S’iVell　by　the　gencral　th60ry　of　relativi－

ty．1…d・・t・exp・ess（3…）wiεh・ur　c。v・・i・・ゆ・i…tives　inst・・d

of　thQse　of　Riemannian　Geometry，　we　use　the　ident至ties

　　　　　　　　　　7。FVσ＝ti。F’σ＋29。FVe，

wh｛ch　call　easily　be　shown　by（1・6）and（1・18）．

　　　　Hencc　the　Maxwe11－Lorentz　equatio1ユ　（3・10）　can　also　be　、vriしteR

　　　　　　　　　　｛；7。アvσ一29。FV。＝5‘ソ．　　　　　　　ttt（3・H）

　　　　§斗．　Laws　of　cOnservation。

　　　　By　the　so－ca1玉ed“Kastellexperiment，，：Einstein　proposed　the

equiva玉ence　hypothesis，　which　says　thεしt　with　an　approprね尤ely　chosen

local　reference　frame　special　relativ三ty　ho董ds．for　eveyy　infinites“mal

four－dimensional　doma圭n　oξthe　world．　Evidently　thi．s　assRmption　of

Einstein’s　corresponds　to　the　！nathematica！　theorem：．In　a　Riemannian

continuum，．a　svstem　of　coordinates　can　be　chosen　for　which　the

Chr｛stoffel　3－index・symbols．．i．　e．　the　coe餓。｛ents　of　the　R．iemarllli．IR　　．

comlectioll，　var｝ish　at　εしny　given　poillt．

　　　　Tal〈ing’astep　further，　it量s　c■ll　沁teresting　problem　for　us乞。．aslく

whether　a　reference　frame　on　which　the　gravitational　and　e圭dctro－

rhagnet圭。　phenomenεしhave．no　infiuence　ca臓exist　ol’not．．　This　is　the

same　aS　asking　whether　a　sysとeln　of　coordinates　fol‘which　the　coeM一一

cients　o｛l　Our　se．llli・・Sylllll．ユetric　alld　lnetriC　COnnection　Vani島h　at＝any　giVen

　　し　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

pOmむC哉1まex王Sむor　llot．

　　　　If　such　a　systenl　of　coordi士lates　could　be　chosen　in　our　co．nnec・一

ti‘：）n，　the　transformed　r燕“roUIC｛be　symmetric　with　respect、to？，　and
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pt，　as　can　etftsily　be　seen　by　（i・8）．　Hence　at　the　point　considered，

Pxec＝o，　From　the　tensorial　property　of　一P）ec，　it’follows　that　／））．」　woulcl

be　zero　for　any　coordinates　i．　e．　our　connection　would　be　a　symmetric

．one．　’@This　contradicts　our　assuniption．・　1－lence　it　ls　Rot　possible　to

choose　a　syseein　of　coorclinates　for　which　the　coefficients　o£　our　con－

nection　vanish　at　any　given　point．　O£　course，　the　non－existeRce’ @o£

such　a　coordinate　system　will　be　also　e　sstzred　by　tl）e　aid　of　a　general

theoremi：　XVhen，　and　oniy　when，　at　a　point・the　coeflicients　o’f　a

connection　are　symmetric　in　the　subscripts，　coordinate　systems　can　be

chosen，　with　t．he　point　ets　origin，　such　that　the　coefificients　are　zero

at　the　poiBt．

　　　　1，”roft3　this　very　iinportant　fact　we　inth’er　that，　xvhen　tlie　laxv　of

cc　nservation　is　s，一tlsfieC｛　by　a　ten＄or　Mxge，　its　mathematical　forni　is　not・

　　　　　　　　　　　ク、％レ＝o，

but

　　　　　　　　　　　戸．払v＝o，

　　　　1［？or，　if　we’select　a　sufllciently　sma11　reg’ion　of　oiir　space－time

world，　the　law　of　conservatioB　must　be　wi－itten　at　least　in　the　£orrn

of　vanishing’　of　elementary　clivergrence

　　　　　　　　　　雛＋霧辻＋∂∂夢3＋御筆L・・

　　　　工f　we量nterpre亡

　　　　　　　　　　遅λge　・”　Tx捗一8α3Aαノ三十　18λノ孫！7α3　　　　　　（4・1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

as　the　whole　enersry－mQmentun）一ttensor，　it　will　consist　of　two．　parts

T）ge　due　to　matter　a．nd　！lxge　due　to　electromag’netic　field，　where

　　　　　　　　　　EXge　＝一．・’eg3FXaノ㌃．＃十　1～望λ目溢ノ7c「i．　　　　　　　　（4．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

　　　　Since，　by　nx・L，ans　of　（4・i），　（3’g）　can　be　written　in　the　forni

　　　　　　　　　　Gλgeご！ぎλ伊61こ一紐ノ嘉，

　　　　　　　　　　　　　　　　2

aild　the　RiemEmnian　divers，ence・，of一　（Gip－tgrxgeC；）　is　iclenticaily　zero，

we　・　obtain

1．　L．　1’．　Eisenhart：　N．ron－i〈iemanRian　geometry　（lg27），　SS20．
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　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　tivfiムv＝：○，

・・ @甑1喋讐一・，　　．（4●3）

as　represent圭ng　the　law　of　conservation　o£thc　whole　energ｝7－momcntum・・

tensor．

　　　　Simiユarly　from　the　identlty

　　　　　　　　　　Svfiσノ7vσ　：O，

it　follows　that　the　charg’e－current－vector　Su　satisfies　the　Ia“70f　con－

servatlon

　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　7v8v＝o，

　　　　　　　　　　　∂sv　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（斗・4）

or　　　　　　　　　　　　　＝＝O。
　　　　　　　　　　　∂ノ

　　　　Accordingも。　the　theory　of　integral　illvariallts，　if！　ls　aR（absolute）

integral　inVar圭ant　such　that

　　　　　　　　　　担∫F角／一8鷹

whereレグjs銀ユiiivariant　functlon　involvil蔵g　only　8λμand　gv　and　their

derivativcs　as　養s　arguments，　its　］ILagrang’iaan　derivatives．　with　respect

t・8智・・嘔s・ti・fy・’id・・ti・ally　th・Li・di恥・e・tial・q瞬・・s’

　　　　　　　　　　圏聯＋臨画象＋、呈。｛2［EIB］訓測α・・｝一・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・5）

　　　　If　we　adopt∬givcn　by（3・1）asレ7　in（4・5），　we　get，　by（3・8），

　　　　　　　　　　　謬＋1謬編＋砥1茎き一離）＋鰍唱祭一・・

　　　　Applying（2・26）and（斗・4）to　this，　we　get

　　　　　　　　　　　雰＋鉾邸llkl￥脇・6¢＝・・』　　（斗・6）

・・d・・ubt・・cti・g　thi・f・・m（4・3）・w・・bt・il・

　　　　　　　　　　　1艶i鰐鳥一F…SCt　：・・．．（・・7）

　　　　These　are　exactly　the　same　equations　as　we　have　already　obtained

and　are　known　εus　representlng　the　fact　that　the　rate　o£　chε田ge　o£

　　LR．　Weitzenb6cと：Inv三目ntelltheorie〈Ig23），　Chap．　XrV；§5．
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momentum　of　inatter　per　tinit　voltmie　is　equal　to　the　total　ponderable

force　exerted　upon　it　by　the　fieid　（for　＃　＝1，2，3）　and　the　i’ate　of

change　of　energy　of　mattey　per　unit　volume　is　eqzial　to　ehe　rate　at

which　worl〈　is　done　by　this　forcei　（for　pt＝4）

　　　　s　s・　Equations　of　motion．

　　　　Ire　or　der　to　find　the　equations　Q£　the　path　traced　by　a　partlcle

carrying　an　electric　chcancg’e，　it　is　enougli　to　pursue　the　salne　couz’se

as　thcat　of　general　relativity．

　　　　1．et　・zzs　consider　tke　case　of　incokeretit　m．atter

　　　　　　　　　　Sx”　＝＝＃．21xltct　1／　一bcr，　（5’1）

where　／20　is　the　proper　densi＃y　of　mass　and　zd’　is　tlie　tangent一一vector

of　the　track　’　　　　　　　　　　2tv，＝4tV，　（s－2）
　　　　　　　　　　　　　　　　爵

ancl　assume

　　　　　　　　　　6』ρ。・ハ／一ぎ　　．　　　　（5・3）

for　the　vector－density　of　cha［t’ge　and　current，　Nvhere　po　is　the　proper－

density　of　．electric　chcftrge．

　　　　As　is　xveli’1〈nown，　if　we　substitute　（Lsti），　（s．：）　an’d　（s・3）　in　（4’6），

we　g，’et

　　　　　　　　　　・・ゾー・睾λ協か・・ノ．一一・sr・の．

　　　　　　　　　　　　　＝・i舞1・・ゾー…α・瓶ρ・3／一μ・・（・・斗）

and，　multipiyiiig　zbX　to　（s，4），　the　law　o£　cQiiservation　of　proper－mass

　　　　　　　　　　　Eil．1］1一．　（Eto　1／i．iZt’）：：’＝O　・’　’　（s・s）

cari　be　obtained．

　　　　1一”roiA　（s・4）　ancl　（s・s），　xve　finca！ly　g’et

　　　　　　　　　　…馨v＋｛勘｝Si’x箒』端醐（・・6）

as　the　differenti．al　equ，atlons　o．　t’　a　world－line　tal〈en　by　a　particle　carr．v．　一N

in．o．’　a　charge．　These　equati，oils　（s・6）　are　’forina11y　identical　xvi，th　tliose

of　gerieral　rofativity．

　　　　B，y　（2・s）　Lrend　（2・7），　（s・6）　can　be　written　in　the　forfn



On　a　Unpted　1’lieor－v　of　Gf’atitatioizal　atzd　Electromagnetic　Jt”ields　．7．　i　i

　　　　　　　　　　避』ゴ。IXV．Sct，　己　　（5●・）

xvhich　slioxvs　that　the　pringipal　iitornial　ot’　c’L　ivorlcl－line　tal〈c）n　by　a

Pε｛irticle　c’arryinsr　an　electriじ．℃harge　is．pi“o’poi‘tional　to　the　Lorentz　force

exerted　zipon・’it．’

　　　　Firoin・the　physical　and　g’conietrical．　point　of．　v・iew，　it　is　atl　int’erest－

ing　fact　that．　thi．s　interpretation　o£　the．’　equati．oBs　of　path　is　identieal

iLvi．tl　t　tliat　of　genercrti　yelativ・i．ty．

　　　　Noxv　xve　xvill　procecd　further　to　consider　the　tracl〈　of　an　electro－

nコa」9辱重let】．C　　、vaLve・

　　　　Since　the且eld－equati・ns（3・9）and（3・1・）fl恥1ve　only　the　grεしvita－

tioncal　potentials　．o’），pa　and　the・electroinagnetic　field－tensor　・71・e，　xvith　their

clerival’ives，　but　not　the　electromag‘netic　potential－vector　g，　explicitly，

there’exists　an　arbitrariness　of　｛pv．’

　　　　lt　is　usual　to　avoid　tiiis　arbitrariness　of　gv　by　irnposing’　t’he

condition

　　　　　　　　　　戸v～6）ソ＝＝o．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5・8）

　　　　By　means　of　equation　（s・＄），　（3・io）　is　reclucible・　to　the　forni

　　　　　　　　　　・・藷＋（・・士ms…i・v・1・1・9・e・・剛…v・t・ve・・f・he

　　　　　　　　　　9’S）　一＝　O・　，　（5・9）

　　　　On　the　other　1iand，　folloxving　lrlttclamarcli，　X，，　essiot2，　de　Donder’i

and　XVI｝ittak’erg，　xve　knoxv　that　a　r．ay　for　a　wave　is　iclentical・　with　the・

bicharacterist・i．c　of　the　partial　clifferenti，al　equati．ons　of　the　second　order

xvhich　repreg．　eiit　the　wave．　11ence，　froin　（s・g），　xve　b　ave

　　　　　　　　　　　夢＋｛りrxB｝誓箒㌧・・　　　　（3、。〉

　　　　　　　　　　‘～弘二〇，

foy　’the　cli　flferential．　eqvtations　o£　tliie　bicharacteristics　of　（s．g）．　Conse－

quently　we　see，　froin　t！ie　clescription　in　t，　2，　that　this　tyacl〈　of　a　lig，ht

ray　is　nothin．c．）一　less　than　a　minimal　geoclesic　in　Qur　connecti．on．

　　　　Thus　we　have　seen　that　all　the　results　obtaiRe．d　by　the　theorv

of　general　relativity　（with　the　riv・・laxwell－Lorentz　theory）　are　unifiecl
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］」，．　V’　c・ssiot：　Con］．　1’〈encl．，　166，　349　（！c．｝i8）

de　D・ndcr：T．’a　grε↓vilique　chlstel田｝iem】C（エ92　L），§29，§45
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g’eometrically　ancl　physically　in　a　simple　forni　by　using’　a　sen“一sym－

11？etric　．　cll？d　llletldc　co1311ectioll．

　　　　1’n　coiiLclusioiit　the　N？Lrriter　wishes　to　express　his　iitn　ost　cordial　thanl〈s

to　II’rof．　・Tamal〈i　by　whose　1〈ind　advice　this　work　was　．accomplished．


