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1．　］Legenclre　polynomials，　Bessel　fimctions　ancl　many　othey　polynomials

cpmnioiiLly　1〈nown　satisfy　certain　recurreizce　formulas．　These　functions

are　defined　as　tlle　integrals　of　c（）rtain亀鑑near　homoge1｝eous　dififerentiaI

equatiolts　of　the　second　orcler．　SoMetimes　they．　are　defined　as　the

coefllicients　of　the　expansions　o£　certain　functions．　ln　g’eheral　as　ci

consequeRce　of　these　defini．tions，　those’　functlons　satllgfy　certain　re－

currence　formulas．　Ndw　conversely　iet　us　define　a　seqtience　ot’　func－

tions｛E、（x）｝by　the　recurrence書orm温a　F，、＋エ（の＝A，t（x）F，、（め十

Bn－i（x）E，一i（x）　where　the　sequences　of　functions　Ai（x），　A2（x），．．．．．．，

Ao，（x），．．．．．．　ancl　Bo（x），　B！（vy），．．．．．．，　B，，一．i（x），．．．．．．　auie　．o’iven，　and・　firid　the

differential　equations

　　　　　　　　　　　Ztlllll．　一’．F．．　一i一””（一x’）v［／（．tt’　一u？，t（x）ii’”＝o

satisfiecl　by　tliese　functions　F，，（．fv）．

2．　’lf　we’　g“ive　at　random　two　sequences　of　ftmctions　A．i（x），　AL，（x），’．．．’t．．，

A，，（x），．．．．．．　aRd　Bo（x），　Bi（k’），．．．．．．，　B，，一i（x”），．．．．．．　and　put

　　　　　　　　　　ri，＋i（sc）　：A．（．x’）IF，，（x）十B，，．．i（」v）IF，，一i（x），　n　＝i，　一7．，・L．．．．｝

then　a　sequence　of’functions　｛F．〈x）｝　ls　surely　clefined，　provided　we

give　two　instial　func£ions　Fl｝（∬），：FΣ（“x・）ゼ　This　equality　is　quite　a　ge肥ral

recurreltce　formula．　IBut　slnce・we　give　aC　ranclom　the　sequence
｛A．（x）L　when　only　the　iz　first．　functions　At（x），　A2（x），．．．．．．，　．fV，（．x”）　are

given，　xve　can　not　kn’ 盾浴@the　next　function　A．．i（x）．　IL’h｛at　ist　fN，，（x）　is　not

tlle　analytical　expfession　of／1．　猛is　the．sanae　with｛B，t＿1（；v）｝．　The
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recurrence　formulas　commonly　used　are　dif壬brent　at　this　pOillt．　　For

exain　ple　ILe．cr．　endre　polyiioinjals　iP，，，（x）　sati．sfy　the　recurrence　fornaula

　　　　　　　　　　／　n＋｝（x）＝　thZit！一F！　Ll＋i　」y”P，，（．rv’）一一”t　iP，，一i（．rv），　n＝　1，2，，．．．，．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7Z　・“一　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／1十．I

so　that　tX，，（x）＝　一一gZttl一；！一一i＋i　x，　’B．mi．（x）＝一一“i　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ1十玉　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　アz十王

．knd　they　are　analytica！　expr｛“．ssion＄　of　za．　Therefore　in　the　£ollowinsr

we　suppose　that　A，，（tx’），　B，，（．x’）　are　given　by　some　analytictte1　expressiops

of　x　and　n，　say

　　　　　　　　　　A．（x）me．ec（．x’，　7t．），

　　　　　　　　　　B．（．v’）meB（x，　7g）．

Then　F，，（x）　are　the　soltitions　o／f　the　clif｛re．rencq　equation

　　　　　　　　　　Fv÷2コA㍗÷上］E㍉，ト1一ト］BvFv．

containin｛一r　the　original　variable　．x’　as　a　parameter．　lf　A（x，　7t），　：B（．v，7i）

and　tlie　initial　±’unctions　F｛）（x），　Fi（．y）　are　polynon，aia！s　o£　x，　then　’　F，，（．v）

are　also　polynomials　of．　．x’．

3．　’1’o　construct　the　linear　homog’eneous　clifFerential　equLfLt：ions　o’f　i　he

＄ecoricl一　order　satisfied　by　the　functioi’］s　F，t（」fv），　E，＋i（．fv），・…，，，　we　Put

first

　　　　　　　　　　　　f！liillek．．IF　．’“　＝1一．1．’£？ot十1〈，t－ll；，t－1

　　　　　　　　　　　　枷

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

　　　　　　　　　　　fk／」ll！1＝1F　一7’　］　＝1．，，F，，一Fth？｝ifln－iE？oiri

　　　　　　　　　　　　　‘～玩

where　1：1．，　1〈n－i，　L，，，　ili．r，，．一i　are　certain　functions　of　x．　Since　the　sequence

｛F．（．fv）｝　is　alreacly　definecl，　only　one　of　the　£unctions’　ILI．（x）　and

I〈，，．，1（．fv）　is　arbitrcary．　lt　is　the　sa！ne　xvith　the　ftinctions　L，，（：v’），　1・・1，，．一i（．x’）．

By　these　simultaneous　rel．ations　we　easily　s，et　£he　differential　equation

satisfied　by　F．（．v），　nanieiy

　　　　　　　　　　　c12F　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t／I
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋B，iF　：o，　　　　　　　　　　　　　　　　十　a，，

　　　　　　　　　　　‘～歴　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　魔

wkere　a，，1E11一（1　・1　n＋　Xx　”1，・t　一一i＋　｛tlliiiiuni；17．i　）’　｝　’　（2）

　　　　　　　　　　’象（却鰯＋晦・＋琵i：：1＞
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whe，e　H：，、＋、琶A”1）n＋1　＋　M，、一、＋B・・一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B炉1

　　　　　　　　　K，戸A，、H，t十B，，一三L，、十A；、一A，、．H，、＋1

　　　　　　　　　　　　　　　瓦、＿1
　　　　　　　　　1Ln＋1≡

　　　　　　　　　　　　　　　B，、＿1

　　　　　　　　　1Ntf，，　E一≡王｛，、一Anl”e、＋1．

Therefore　the　required　d至伍erOntial　equation　is

　み　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

　　　　　　　　　　〆藩＋’＋a・7t・，一9ti・i＋三＋隅・・一・・

wh一（x7Z一（職縄＋甕1＞

　　　　　　　　　禽・　一（H夷・什・温温・・叫餐｝）・

4．lfweg呈vee．9．，K。．1，

then　bv　（1）and　（2），α，t　is　all　analyticaユexpression　of

rZn…藻α（x，ク1）．　Yet　it　is　not　certailユthatα？、＋1＝α（x，クz．十

witlユ　　99，，．，　　：｛nstea（］1　0周置followins．　up　　that　line　of

£0110wing　fi．nd　the．　coll（：駐tiolls　that　α，、：＝＝（x？、＋1．

　　　For　rx，、　＝・rZn＋、，　we　have　by（2）and（4），

　　　　　　　　　H，t＋、楓．K；L．一1，1。＋A，霧。汁K・一・．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K，1．＿1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K，≧

1＜1；1＿1，H；、　being　the　differentiaユquotlents　with　respect　to　x　of　K＿1　and

H，，　respectively．

　　　NText　to　find　tke　diffe．　rential　equation　satisfieCt　by　iFvi＋i，　first　from

the　eqtialities　．　’

　　　　　　　　　　kEt　，，．1一．1，，．1？，，＋K，，，ff，　IT．一i，

　　　　　　　　　　dx

　　　　　　　　　　ellt￥llE＝1’i　i　＝1．，，IIF．＋1　”r，i－i　Fn－b

　　　　　　　　　　　轟

　　　　　　　　　F，，＋1＝A，、F，‘十Bn－1　F7z－1，

xve　have　the　telations

　　　　　　　　　　｛ll！t51！tiL’　1　＝Hn＋IFn＋1＋1〈7tE”’

　　　　　　　　　　　轟

　　　　　　　　　　el！tli｝！一’i　＝：T”．＋iFet＋i＋］N’fnF7，｝

　　　　　　　　　　dx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

（3）

（4’）

A・1？？．＿1as．alitalyti．cal　express圭ons　of．x’εmdク1，

　　　　　x　eしnd　クろ　say

　　　　　i）．　The　same

study　xve　shall　in　the
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［Putting，　．　the　va1しles　of　Hπ÷1，］Ml，、　in　the　left　of　the　equa1珍y，　by　forii）u玉a

（3），　we　easily　．oget　the　condltion

　　　　　　　　　　　B；；．，．1．よ　K；、掌＿罵昏乱．

　　　　　　　　　　　B．．．1　’　1〈7i　1〈n一’1’

Ol’ C’ 奄獅狽?．o．．’ratillgt，　we　have

　　　　　　　　　　Bn－IKn　ur　Cnl〈7t一一i，　（5）
where　c，，　is　constant　with　re＄pect　to　．x”．　IIIf　the　condition　be　satisfied，

we，have　by　the　tliird　formula　of　（3），

　　　　　　　　　　　1〈，．　m　1．；＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　1〈？t．　ilL7｝．＋1

01r，’
@illteg’1’atin．c．）’，　w・e　llLl．ve

　　　　　　　　　　Iつ、÷三＝＝C？」く，，，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

where　C，，．　i．s　constant　xvith　respect　to　x．　c，，　and　C．　ar－e　not　inclepenctent．

llfor　since　by　（3），

　　　　　　　　　　」Ln＋i＝Jttt．’：zL一，

　　　　　　　　　　　　　　　　13。一三

we　have　by　（6）　and　（s），

　　　　　　　　　　C，，K，，．　：JS，，rm．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ら，．

Therefore　c．　C，，　＝＝　i　・

　　　　In　the　same　way　the　conclition　for　a．＋i一一（z，，＋2　inay　be　．o．．’iven　by　”一

　　　　　　　　　　llf7t＋2　＝　Cot＋iKn＋i，

．where　C．a　is　constant　xvith・respece　to　．x’．　There£ore　if　tlie　condition

（6）　be　satisfied　for　n，　’72．十i，　7z十2，　．．．．．．，　thcm　（i，t　：（Zo，＋i＝＝　（i・n＋e　＝・．．．．．，　i．　e・，

they　are　indepenclen’t　of　the　suffixes．

5．　For　the　functions　comna6nly　known，　th6．　al）cve　conditions　are．

a！ways’　satisfied　as　ls　shown　i．n　tlie　folloxvin．o．’　iis’i・

　　　　ゐ88㍑4勿勿加・ク〃～lr／　P，，（gX’）．

　　　　　　　　　　p’　，，，　．i　＝＝　一2－7i　tL－L．x’P．　一　一一一一Zgt　一丁）？，　一i，

　　　　　　　　　　　　　　　　　ク1÷1　　　　クz十王

　　　　　　　　　　・・；、＋、」孕1）L・p，，。、ノ宅＋・P。ぞ

　　　　　　　　　　　　　　　　　x“一1　．x”“一I

　　　　　　　　　　P；；：・孕・鳳一．（・孕・）19．P，，，

　　　　　　　　　　　　　　　．ar一一1　A’／一一1
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　　　　　　　　　　遡鍵・＋響dP・議一＠＋≒）＠＋・）P、、＋、一。．

　　　　　　　　　　　　　du一：　x：一1　．dx’　L一一’一I

The　micidle　two　ec｛ualities　aire　obtained　from　the　definition　of　the

polynbmiais，

　　　　　　　　　　　IJ．Tl：iil”ikii；li”iiF］i＝／i：．：nvElvai？一2x2＋tt．L，＝Pe（x’）＋IPi（）fc）s＋・，．．．．＋p．（t：）s．7i＋．．．，．．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（恥く・）

by　aid　of　the　rectiyyencg　forrnula．

　　　　Be∬6／ノう〃zctzb7zs　J？t（x）．

　　　　　　　　　　J，，．，＝　UtZ　J，，一［f，，．一i，

　　　　　　　　　　　　　　　　x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

　　　　　　　　　　J；L＋i＝一Nt＋i　Jot＋i＋J，t｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x

　　　　　　　　　　J義＝＝一Jn＋1＋　 クz
i7，，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x

　　　　　　　　　　　讐ヂ＋毒．田〆藷1＋（　　　　　（fZ　＋　1王一　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　万）1）」・…＝・・

The　middle　txvo　equalEties　for　integ’rcril　values　of　72．　may　’ ≠撃唐潤@1）e．　ob－

tained　froin　the　clefinition　of　the　functions

　　　　　　　　　　ei」1’　（”M＋1’一）F＝　t一一．’　J，，（x）2・’”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　？ls馳一9つ

by　aid　of　the　recurrence，　formuia．

　　　　This　is　quite　dif綻）rent　from　Tdliebj．’∫6ルげ，∫φo／jozo〃z忽ゐ・T、、（x）。　They

rnay　be　defined　as　the　coeflicientE　of　the　expansion

　　　　　　　　　　　　　4’　．＝EO”’4　r［［r，，（x）（2．g）’n，・

　　　　　　　　　　　1　一一　2Jvs・　十　，z一　nrmo

and　they　satisfy　the　recurrence・　foynizila

　　　　　　　　　　T，i＋i＝xT，r　LT，，一i，　n＞！2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

and　the　differential　equatiop　．　・

　　　　　　　　　　　4芸評・L、哉，柴・1＋（誓翠2臨・・一・・

To　determine　four　functions　such　as
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　　　　　　　　　　〆T，、
　　　　　　　　　　　　　　　＝H，、T，、十K，匙＿1　T？、．＿1

　　　　　　　　　　　廊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　‘♂T・・一・＝　L，、qr，、＋M，t・一、T，1，．1

　　　　　　　　　　　砒

if　、ve　treat　as　in　the　cases　of　P。t（x）　and　J，t（．x’），　“7e　differentiate　the

de釦itional　equatioll　with　respect　to　x．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

　　　　　　　　　2εΣ：T，、・（つ9）’‘＝（ヒ・駕＋のΣ穫；、〈29）？”．

　　　　　　　　　　　71tuO　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？’．四〇　．．

Eq貝ating　the　coefaciellts　of　nth　degree　｛ll　2ε．，　we　have

　　　　　　　　　T・一鵡一・・’T；，．一i　＋　tT；i　一g，・顔

B，，h。。e66㈹ce　f。，m。1。w。h。ve夢 @　l
　　　　　　　　　T；i’二”1”n　一i十∬T；、＿1　一　Ir，，　＿2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

翻灘i講畿贈ユ瓢難，1識瓢・1∵…

　　　　　　　　　み（蝋κ寧斗（κ準1）町・・＞1，

“Te　have

　　　　　　　　　　　砦一1．㌔準・馳呼一・）n－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ

　　　　　　　　　　　　　　　÷・・i「1ノ卯（認一≠｝アー”1

　　　　　　　　　　　　　　　「／暴＿｛（x＋1／”・・2一・）7t一（vx　一1／｛ア｝・

P雛ttin9　　　　　　　　蟹≡HπT，，十K：，，．＿1「1“，t＿1，

・h・r・…e
@一（1－1，，，＋ajl＞｝3g・；it．i　　　A’；　“’　1／x’2　一　i）＠字2＃ア

　　　　　　　　　　　　　　　・（恥罪二一1）（禦2－1ア・

T・satisfy　this　eqtiality，　we　may　ch・・so：1■，　and　R：，t’．・ln　sex・er我hvays・

But　assume　for　example
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　　　　　　　　　　　1婦κ曇舞≒一「フ誰ヨ「

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
　　　　　　　　　　　琢＋κf撫≒、＝＝　一■／歪、

then　we　have

　　　　　　　　　　　Hl，‘＝　　ノIX　　，　1〈7t，．．1＝一　　　”　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　κ2－1　　　　　　　　　　2（　　ゆx」　　1）

so　that　we　1・lave

　　　　　　　　　　　嘘・・一（劉無…、鐸かい・・》1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　（7）

a・dhenC・：∬、趨一3”㌦．、一壷：窮。（7Z＞・）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　け

　　　　　　　　　　　　　　　　x　mI　　　　　　　　劣　一1

Here　we　have．

　　　　　　　　　　lllnt＋1　：ゴ髪，，1〈・・一一一三1袈王ア・

such　that　Lπ＋1：1〈，t，｛s　collstant　wlth　respect　to　x．　Therefore，　as　we

have　proved，α，t，＝・α，，＋1．　　王n　our　present　case，　the　legit至macy　of　the

equa1ities　（7）　can　easily　be　veri行ed，　since　the　d圭fferential　equation　is

Prev量ously　given．　］But　if　as　we　have　proposed，　the　sequencβo£ful．lc－

tions　｛F，、（．v）｝　be　oniy　defiRed　alld　the　dif艶rentia1　equcltiolls　to　be

satisfied　by　them　are　nOt　given，　it　seems　to　be　useful　to　test　the　ratio

L、、＋1：K，、for　the　veri食catioll　of　a，t＝αn＋1．

6．Hitherto　we　have　considered　the　coe缶cient　rz，t　of　the　differential

equaltioll　to　be　indepelldent　ofクz．　The　fu　llCtiOlls　wh童ch　satisfy乞he

different呈al　equations　with　such　a　conditioll　seem　to　play　a　speciai　r61e

just．　as　in　the　previous　exa11箋ples　the　fullCtiOns　60mmonly　known　satisfy

the　di任brenti組equati・ns　with　the　saη・e　c・i’xliti。n、　　　．

　　　　If　a，、　is．independent　of　／z，　several　spec圭al　properties　would　i）er－

haps　be　displayed．　：［n　the　ぞ0110、vin9　工　shall　consider　the　zeros　of　thc

functions　I㌦（x）　stipposed　to　satisfy　the　differential　eq　uat｛ons

　　　　　　　　　　　ご／21｝L＋α　dF・t　＋β，、F，、＝＝o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

　　　　　　　　　　　　旗’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご～玩

respectively　whereα（．x）呈s　h、dependent　ofπalldβ、、　is　an　allalytical

expression　of　x，アl　real．　　T▽さ　sha：11　conchlde　that　often　the　zeros　of

F，、（vXn）cha・りge　m・nqt・nely　withノムThis　seems　t・be　peculiar　t・the

class　of　these　sequences　of　functions．
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P。tti。。姻選。軸・・，

　　　　　　　　　V，、霧26：F，”　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

V，、satisfy　the　foll．owillg　dif良｝re1ユtial　eqt蔵ation　transformed　of（8）　　　　．
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