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On　the　Solutions　of　the　Cosmological　Field　Equations

　　　　　　　　　and　Some　Models　of　the　Universe　with

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Annihilation　of　Matter
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（Received　Jantiary　16，　1932）

Abstract

　　　The　aim　of　this　paper　is　to　classi．fy　all　the　possibie　solut｛ons　for

cosmo］o．cry　and　to　coiistruct　a　reasonable　model　of　our　actual　universe．

line　element

relativistic

Usiiig　the

　　　　　　・た2偏一沢（t）’卿2＋sin’D・ガ＋sin’∂slnヤ・勘’≧｝＋F（D，t）2、dt2，　　　　．；・

the　xvriter　shows　that　the　solutions　of　the　amplified　field－equations　may　be　separated

into　t｝Vo　grotips　i．e．　！iL’：T－o　and　ktF’　＝o．　’」］he　former　gives　Eiiistein’s　．ancl　de

Sitter’s　world，　Nvliile　the　latter　gives　a　unique　solution　when　the　pressure・iP　vanishes，

and　a］any　clifferent　solutions　when　2b　does　not　vanish．　lmportant　properties　of　a

non－statical　world，　such　as　motion　of　a　particle，　Doppler　shift　ai］d　the　form　of　the

universe　at　eternity　are　described　in§斗and§5・　エn　しbe　Iast　section　the　writer

introduces　a　new　model　of　t！ie　universe　and　disctisses　’it．s　properties　and　then　estimates

the　initial　and　present　radius　of　that　worlcl．

　　　　ORe　of　the　most　interestln．cr　attempts　in　the　greneral

relativiey　is　to　consider　the　shape　and　size　of　our　un？ve’rse　as

The　in4clequacy　of　interpreting’　our　actuai　universe　by

cylii3drical　or　de　Sitter’s　spherical　world　has　come　to　be

recogtnised．　A，la’ny　relatlv・itists　are　inclinecl　£o　consicler　otir

as　a　non－statical　rather　than　a　statical　world　on　account　of

contributions　due　to　Americalt　astrophysicists．　fNclopting’

　　　　　　　　ds』一　gg（の罫一（砒2幼2＋認）＋、／t・

　　　　　　　　　　　　　　　　（1弓・ア

ac　s　the　line－element　of　our　non－statical　world，　theyt

theory　o£

a　whole．

Einstein’s

generally
　　　　．unlverse
valuable

attempted　to　in一

．
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terpret　ma町important　observational　facts，　for　example　the　corrdati叫

between　distances’　and　radial　velocities　of　extragalactic　nebulae，　as　the

necessary　consequences　of　our　space－t．ime　world．

　　　　In　the　present　paper，　startingr　from　a　more　g－eneral　line－element

for　the　universe，　the　writer　tri．es　first　to　shQw．systematicac　Ily　how　many

sQlutions　are　possible　for　．　the　cosmo1og’ical　problem，　next　to　study

’what　properties　they　have　aRd　finally　to　give　a　new　nkoclel　having

reasoRable　properties　in　many　respects．
　　　　g　i．　［Field－equations　with　R－term．

　　　　We　assunie　that　in　our　world　at　larg－e　there　exist　coordinate

systems　for　which　the　£orward　veiocity　of　lig’ht　along　clny　tracl〈　is．

equal　to　the　baci〈ward　velocity　a16ng　the　same　track　and　the　3－spac6s

are　homogeneous　and　isotropic　wlth　respect　to　space－li．1〈e　coordinates．

If　（’0，　g，　ip，　t）　be　a　coordin’ate　system　havlng　these　properties，　the　line－

element　of　our　world　can　be　written　in　the　form

ds］・一・一1？（の賢”2＋sin2蜘9＋sia28sin2望卿2｝＋F（・8，．t）2　d12．（・’・）

　　　　IFrom　（i：i）　it　is　obvious　that　our　．．coordinate　hypetsurfaces　form

a　4－tuply　orthogonal　system．　Accordingiy　we　can　find　the　Riemann－

tensor　．lehijk　of　our　world　by　means　of　the　well－1〈nQwn　formulaei．

一gX．inong　20　independent　coinponents　of　1？hs．jte，　we　obtain

R2ii2　＝　：　R2sln2・0・｛　i　＋　（4／　）2｝　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ
為・・一R・S…蜘｛・＋（委）2｝・

R・・βRﾗ養
！？ma　＝R：sin4’Osin2’　g｛　i　＋　（

　　　　　　　　　　　　　サ

謬募（ア
　　　　　婆）e｝・

コ｝）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

R・…一Rｧ｛岩∫・…一£（ア）・・叫

R…訳飛・・勧｛委募…θ一募（Lt　Nsin／7ノ｝・

　　　　　　2？k

R！221＝

　　　　　　feR
ノ？1334篇

∂ノア

　　　sit320，

oo

∂ノア

　　　sin20・sln2g，

岬

（1・2）

1．　L．　P．　Eisenliart：　Riemannian　geometry，　p．　t　1g．　（i926）．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
続snon－vanishing　coIIIpollellts，　where　R，ノ7　and　R　are　the鼠bridged
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dR
’notations　ofノ？（の，　ノ7（・0，の　and　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　respectively。

　　　　Moreover　we．rnay　assume　that　in　our　cQordinate　system　the

energy－mome1ユtRm　tensor　T，lj宙hich　occurs　i1ユthe　Einstein’s丘eld－

eqUatiOnS　With　2－teri：n，　i．　e．

　　　　　　　　・噛一一・（Zi」　一一　t．cr－il」　T），　（1・3）

is　given　by　the　follow．ing　scheme

　　　　　　　　T，戸一露珪O　O　O

　　　　　　　　　　　　　　　O一露セ20．　O

　　　　　　　　　　　　　　　o　o一力幽3　0

　　　　　　　　　　　　　　　0　O　O　．cr“（Po十3P），　（i・4）

where　both　the　pressure　P　and　the　microscopic　density　of　matter　po

are　ftmctions　of　t　only　a（rcording　to　tl）e　spacial．homog“eneity　of　our

world．　］f　we　calculate　Gij　by　（i’i）　and　（i・2）　an　d　apply　these　values

of　Gi」　and　（i・4）　to　（i・3），　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　｛王幕　島（●）｝6・・＝一・｛叶（参

：一le2
oR＋xp＋

G22　＝

一

G44　＝一

）2｝＋秀
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（i・5）

（i・6）

b．F
　　　cos8
00

（1ッ）

（i．8）

as　the　independent　equations　to　be　solved．　FrO111（1・8）it　follows

that　the　solutions　of　olll’problem　call　be　classifiecl　into　two　g1・oul）s：＿

　　　　　の（1）R＝o，・i．e．　sヒatic誠solutions　in　which！e　takes　a　constant　value，

sayノ？t）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●
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（ID．　’
唐メf　IX’　：o，　i．　e．　solutions　k？　which　we　may　put　．F＝：i　without　一loss

of　generality．　．　．　’　　　　In　a¢cQrdance　with　this　i磁portant　result，　we　shaエl　treat　these　two

＄olutions　separately．

　　　　§2．　Stat｛caユsolutio1ユs；ノ～ニノぞ。。

　　　”IR　this　article　we　shall　consider　the　statical　soluti6ns　i．　e．　7？＝＝Ro．

Thus　the　field－equations　（i・s），　（．i・6）　aiicl　（i・7）　can　be　reclucecl　to

　　　　　　　　　｝解一・＝一二λ痴＋誓・．）

　　　　　　　　　；．i一，　÷t　sin’8・cos’0一一一2sin2・0　：一legsinao・（z＋zp4be4iP11．o　）

　　　　　　　　　ゑ潔＋萎言幕…o・一一F（λ一3・p一．警〉

耳lim・…i・Sr（・一…p＋1｛IP・・）…weeψ1）・1・d（…），　w…1・i・

　　　　　　　　　it1．一Lt　cot’s＝o．

　　　　　　　　　08．2　　　　　　　　　　　　　　　　08

Hence　we　’ №?ｔ’

　　　　　　　　ノL7T2（の十丁，（1）COS’0’，　　　．．．t．

Z：．n（t）　and　Ti（1）　being　arbitrary　ftm．gtions’of・t．　・only．

もetwe・n（・・1）and（・・3）a・d　th…Ppl蜘9（・・4）t・it，　w・get

　　　　　　　　（寿ナ卿）†（i！．ir．　一R－i：xpR6’）T・（の・・S’8・・＝・・

1一；rpm　tlkis　it　．follbws　that　the　present　gase　should　be

two　classes　：一

（i）　Ti＝o　and　ttg一一＃’R－ip

（2・1）

（2・2）

（2・3）

　　　　　　　　　（2・4）

Eliminating　po

sepaitable　into

　　　　1・繍・・d・・e∫恥〃…n・w・Q・・・・・・・…d・・・・・・・…ち

the　line－element　can　be　put　in　the’form

　　　　　　　　盈』一R＆（・IO2＋・in2〃⑳2＋sinLiBsin2gpt～の＋〃　　　　（・・5）

and　the　relatlons　connecting　P，　pe，　a　and　le，）　are　evidently

　　　　　　　　　I　　　　　　　　　　s一一　＝＝　R　一　xLp　，

　　　　　　　　　ノ～δ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・6）

　　　　　　　　　2
　　　　　　　　旧刊卿・’
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　　　　It　is　well　1（nowrl　that　this　is　nothillg　but．　EinStei1｝，s　cy1ind鍍cal

world．

⑲T・＝：・a・d寿一λ一ψ・

　　　　・・we・・…duce．∫T・（・）1・・　a・a・・w・…di　…1・d　de・・…ゆ

ち　．the　llReρelement　ca1｝　1be　“Tritten　ir｝　the　for夏n

　　　　　　　　盈『＝＝一．～？8（dO2十sin：e9・dρ2十sin28sin2gdgf2）十cos20dt　2　　　　　　（2●7）

and　the　relati・nS　C・1meCtingψ，ρ・，λand　R、l　are・bvi・uSly

　　　　　　　　、菰∵｝1　　（…）

　　　　As　is　well　known，　this　is　de　Sitter’s　sphericaエworld．

　　　　According　to　our　nomenclature，　whenノ～（のtakes　a　constant　vahle

the　world至s　said　to　be　a　statical　one．　Strictly　speaking，量t　is　a

statical　．world　wlth　re＄pect　to　the　coordinate　system（（Si，　g，ψ，り．　From

the　above　cohsidera七ion　it　w溢be　seen　that　a　statica1“めrld　belongs

either　to　Einsteitユ’s　cylindrical　world　or　to　de　Sitter’s　spherical　wor正d．

This　c6rresponds　tQ　t1ユe　theorem　independently　obtained　by　Tolmant
　　　　　　　　　　　　　ゆand　R6beτtson’．

　　　　§3．　NOn－statical　solutiQns

　　　　Hereafter　let　us　confine　ourse1▽es　to　the　consideration　of　the　case

／7＝ゴ．　Thus　the　field・equatlons　（1・5），（1・6）　and　（1・7）　are　reducible　to

the　form

　　　　　　　　　　　コ　コ

　　　　　　　・2／e＋1＋仁λ吻，　　　　　（、．、）
　　　　　　　　　　ノヒ　　　　ノぞ

　　　　　　　　　・＋零し・（R十ZPo十，3z．2b）・　（3’2）
　　　　　　　　　　　ノ～→　　　3

1Puttinα
　　　　　b

　　　　　　　　　ρ一ρ。＋3P　　　　　　　　　　　　（3・3）

and　calling　it　the　hlacroscop｛c　dehsity　of　energy，’we　can　write　it　in

the　form

　　　　　　　　・一一撃　　　　　　　（・14）

正．　R．C．　Tolman：Proc．　Nat．　Acad．　Sci．，韮5，297　（lg2g）．

2．　II．　P．　Robertson：　1’roc．　Nut．　Acad．　Sci．，　15，　822　（192g）．



・02　　　　　　．　Sh砂。　l〈unii

wheye　．it（R）　is　a　function　of　R　3ret　unl〈nown．　Applying’　（3－4）　to　（3’2），

we　obtain

　　　　　　　　鰭R・一・襟）・・田．　（…）

The　reasons　for　rejecting　the　neg　ative　root　wiil　become　clear　later．

　　　　IFrom　（3・s），　we　get

　　　　　　　　’k∫二跨ノ集讐）㌧　　　　（3ρ

Ro　being　the　initial　vcalue　of　A’．

　　　　Differentiating　（3・s）　with　respect　to　1　and　a（　pplying　（3・i）　ancl　（3　s）

to　it，　we　obtain

　　　　　　　　戸一画　　　　　 （・・7）

　　　　If　we　assume　the　3－space　to　be　e！liptical，　the　total　invariant　mass

of　hユatter　in　the　world払is　gi▽en　by

　　　　　　　　％篇π’飾，窯π2｛ズ㈹＋㊧7㈹｝・　　　　　　（3＄）

　　　　益。m　wh。t．h。，　b・en・・id，　it　iS。1・。・1y　b・n・e・云・・t　t・di・c・ss　。ll

the　non－statical　solutions　separately　according’　to　the　follo“｝ing
　clasi’　si－

fication．

（i）　p一＝○，i．　e．　zero－pressure　so正utions．　In　thisρase，己as　wi王1　eaSily　be

seen　from’　（347），　f（R）　is　a　constant．　Denotin．cr　it　by　4t4　，　we　have，

by　（3・8），

　　　　　　　　．，1．f，＝＝一E’dAZti’L“．　（39）
　　　　　　　　　　　　　　　　z

　　　　In　the　zero－pressure　universe　the　total　invariant　mass　is　neces－

sarily　constant．

（iD　lb＝t　o．　XVe　can　（i｛ivide　this　case　into　two　sub－classes．

　　　　（a）　zlfo　＝const．　Denoting　this　constaRt　by　rr’tD，　（，3・8）　glves

　　　　　　　　ノてR）十ノ？f’（R）＝＝。zλ

　　　　．Hence　we　get

　　　　　　　　XR）＝D＋一一i2’，　（3’io）

whei’e　B　is　an　integration　constant，
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　（b）　f？■，，ヰ：const．　In　this　case，ノ（R）is　indeterininate．

　　　　bg　4．　Some　．properties　of　a　non－statical　world．

　　　　1．et　us　now　consider　the　・motlon　of　a　particle　altd　the　behaviour

of　light　in　a　Ron－statical　world．　XXTithout　any　loss　oi　．crenerality　we　may

con｛｝ne　ourselves　to　the　hypersur£ace　so　＝　一Z　一一，　where　the　line　element

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

assumes　the　form

　　　　　　　　alls”’＝諺2一ノ～（1）2｛（／82十sin2・8dip2｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・1）

（A）　Motion　of　a　particle．

　　　　Using　the　variational　principle

　　　　　　　　o“　Sds　＝o

and　（4・i），　we　find
噛

　　　　　　　　　　4（．Resin20・　grt）　＝o；

　　　　　　　　x”ali　｝？．z？（’（f）’2＋’sile’cg　s）’2）＝：o，　｝　（‘一’2）

　　　　　　　　le2（・8，2＋sin“’・0・　ip’L’）＝：一L　ti2－1，　」　，

for　the　differential　equcations　of　the　path，　where　the　accent　denotes

、雲・E1・m・晦…d…he・p・卿…㎡・・・・・・…1…de－

termined　by　the　dlfferentiai　equation

　　　　　　　　　　Ziglill－e　一2cot’o（一SlgiL）2－sino・c．，s一一〇L

　　　　It　can　easily　be　showii　that　this　defines　a　geodesic　ilt　the　3－space

whose　line　element　d／　is　given　by

　　　　　　　　認2＝Rの2（dO・2　＋　sin20・dgt　’i）．　　　　　　　　　（4・3）

　　　　From　the　last　two　equations　of　（4　2），　we　obta｛ri　the　first　integral

　　　　　　　　oζ∫篠　1／≦婁肇ノ署　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・4）

where　a．　is　an　inte．o．’rat．ion　constant　and　the　positive　sense　o£　s　is　tal〈en

for　the　direction　in　which　t　increases．　lf　we　define　the　squared
velocity　z，2　o£　a　particle　by　（f／　）i　xv・e　find，　from　．（44i），　（tl・3）　and

（4・斗），　　一

　　　　　　　　　ゲ《窪）2一論，・　　　　（4・・）

，
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
Consequent1．y　the・velocity．of．afree　particle　decrea串es　only　when．∬～〉○・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ
On　the　other　hand，　the　veloeity　increases　w三th　tlme　when　R〈o，　so

that　the　s亡able　model　of　the　universe　w圭11　not　be　obta｛ned，　as　Tolman

h卸s　pointed　OIIt・

（B）．Behavi・ur・f　light、

　　　　：By　a　slight　inodificac　tion　o£the　argume籍t　given　in（A），　we　c。■llL．

easily　show　that　the　spacial　pεしth　of　a　light－ray　is　a，　geodesic　in　th（≦

3・・pa・・〆＝…st・N・・t　1・t・s　sゆP・＄・．・1igねt・・u・ce　sit鳳・d　i・（’8・・，

ψ三）at　an　instant！1．．At　this　nlomellt　the　source　sends　．a　pair　of　lighし

Signals　separated　by　the　ti斑e　∠iti，　during　which　i七s　posit｛．on　changes

fl’・m（0’・，ψ・）t・．（”・＋li8・・，ψ・＋ゴψ1い・the　stat｛・n・ry・bserve・at　the

origin　of　the　coordinate　system．　If〆2　and　t2十∠i／2　tLl’e　respectively　the

量nstants　receiving　these　signals，　、ve　haVe

　　　　　　　　∫：：諾）一∫1∵11／幽葡ψ・

a，nd

　　　　　　　　∫：：lll：詣一∫ご旧識・樂gl・・岬㌃

　　　　Hence　we　get

　　　　　　　　∫：：＋△㌧／ll㌔（9…

　　　　　　　　　　o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ひ
　　　　But，　according　to　Einsteln’s　principle　of　the　permεしllellce　of　atolns，

this　gives

　　　　　　　　　　A＋δ4＝R（！・）．・＋（・の・

　　　　　　　　　　　　A．姻（寡）1’

whereノ童and　」十δz賃εしre　the　wave－1engths　of　a　definite　line　in　the

stellLir　and　terrestr｛al　spectrum　’and　（7．ノr）1　is　tlle　rcidial　veloc｛ty　o畜　the

sotTrce・　Since　the　veloclty　z／10f　the　so田℃e　is　g｛ven　by

　　　　　　　　（．瓢一・一・・呈・

we　obtain，　from（4・6），　the　general　foi’　iliula　for　the　Doppler－efFect

　　　　　　　　7一㌘一幕il：1・芸讐一一・　　（4’・）
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T／　being　the　radial　velocity　of　・the　source．　Neglectingτ’l　for　I，（4・7）

cεしnbe　p鷺t　in　the　f6rm

　　　　　　　　　7一奏謝｛・＋（z’lr）・｝二・　　　、．　　　’（4・8）

Furthermore，．if　we　neglect　the　proper　motion　of　the　source　relative

tQ・ur　c・・tdiRate　system，　we’丘nally．get

　　　　　　　　　み、奏lll・一．■　 ．（4’・）

　　　　This　sh・w謡・th・t　R　mti・t　b・p・・三t量・・i…d・・t・i・t・・p・・t　th・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　葛
red　shift　as．the　necessary　conseque汎ce　of　oul”space。time　world．

　　　　§5・　ProPerty　of　noh－statical　world　whα簾　t　tρnds　to　÷oQ．

　　　　According　to　Riemannian　ge61netry，　the　necessary　and　sufacient

condition　that　a　spεし。♀　π、　be　of　constant　cuτvature　Ko　is　that　the

co凱ponents　o£the　fundamental　tensor　gがsεしtisfy　the　conditions

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　為艇＝＝瓦（幽ゴ蔀ん一魚な8毎）．　　．　　　　　．　　　　　　　　　　　　（5・王）

If　we　calc登late／～hitik　in　order　to　apPly　this　theorem　to　our　non－statical

world　whose　Hne　element　is　gi．ven　by　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　dsa　．．門ノ？（t）2｛d7B2十sin28dρ2十S三n2と9S圭】ユ2gd｝v｝十ごか2，

we且nd，　by　（エ・2）

　　　　　　　　『・re，。，”・R：sin20（i＋R2），．　R、2，、＝・・1？2sin‘0・i・29（・＋R2），

　　　　　　　　茄炉Rユsin2∂・i晦（・＋Rz），　R、，，、＝一le／e・i・’∂，

　　　　　　　　ノ？4114＝一ノ？ノ？，　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ？．t33｛＝＝一ノ？ノ？sin2’tgsin2so，

for　no二一vanish｛ng　components・　By　meat｝s　of（3・1），（3・2），（5・1）and

these　values，of　ム～ゐ澱，「Cve　find　that　the　necessary　aユld　suf丑cient　condition

that　our　non一＄tatical　wor正d　be　of　colls亡ant　curvature瓦is．that　the

・c7ti・・、　　・

　　　　　　　　　　　　　R　・一コ＋零2・一一L・ρ・・一。p，

　　　　　　　　　輩2魚2一幽1幽2　　　　　　ノヒ‘　　　　　　3　　　　3

　　　　　　　　　葬誰論密一一1奏客三一1一㌘一墾

　　　　　　　　　露錘。，、41』一奏一÷誓・＋ψ・．と5・・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ
　　　　　　　　　幽轟“，一一．．1葵≒一．1一誓｝鳩
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　の
　　　　　　　　　　　　　　RI2・1　　＝一R＝＿λ＋zρ。＋zp，　　　’

　　　　　　．　　　幽482｛一幽2幽4　　　　　／～　　　　　3　　　　6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ
　　　　　　　　　　　　　　R・334　　＝一R＝一R＋xρ・＋xp，

　　　　　　　　　　中細1一幽3幽4　　　　ノζ　　　　3　　　6

　塒ust　have　the　common　va玉ue　Ko・　　Hence　if　ρけand　φtend　to　zero

when　t　tends　to十〇◎，． ≠撃戟@the　ratios　of　the　left－hand　side圭n（5・2）

。。・v。99一・…h・1imi・1・g・・愛・・一R，Th・，　w。　h。v。・h。・h。。，em、　Th。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

　non－statical　world　such　that　its　pressure　and　microscopic　density　of

　matter　tend　to　zero　when　the　time　tends　to　positive　infinity　converges

…h・d・S・・…sspher…1w・・1・h・v…再・・…c一・　・d…

　i£乞he　time　beCOmeS　pOSitiVe　infinity．

　　　　　§6。　Zero－pressure　solution．

　　　　　Whenφ　：o，　from（3・6）and（39），　the　relation　between　R　and　l

，i・give・・by　th・i導・g・a1

　　　　　　　　　憾寝廊≒艶　　．　　（6・1）

where　A　is　positive　since　M，｝must　be　positive．　：For　sirnplic圭ty　we

　shall　derlote　this　integral　by　■（ノ？）．

（・）C・・e・∠一流〉…（R）・・…賦・1・w・・lim・ち．田・eca・・e

there　exi・ts　h・singularity　in　the　integrand　and　R母・es　n・t　becQme

　　　　　　　　negatlve．

（b）C・・e沼一 R1多r〈・・The　den・m・na・…f　th・・…g・a・d・・

　（6・1）has　two　dist沁ct　zero－points　den6ted　by　RI　and　1～2　（〉ノ～t）　re晒

　spectively．　　If　o≦ノ～〔〕≦！～1，ノ？　can　not　vary　beyor｝d　」R，，　for　1てノ℃）　is

　imagina’ry　when　ノ？i〈ノ？・　But　since　the　ord6r　of　inδ享lity　ε」tノ？＝＝ノ？i　is

　equal　to　　I　，　it　is．deεしr　that　Z（R）　三s　a　limited　fしmction　of　ノ～，　　If

　　　　　　　　　　2

　ノ？2≦ノ～ξ｝，■（R）　haLs　evidently　a　finite　lower　limit・

（・）C・・e・か訪一・・Th・d・一i・・・…f・h・　…e・・and・・

（…）has・d…1e　ze・・一P・…、÷・lf、÷＞R・≧・a・㌔÷＞R≧・・

it　can　easily　be　shown　that■（R）has　a　definite　lower　limit。　Ifノ？o＞

諺r・・dR＞，か・h・・！㈹・・…k…yp・e・ss’g・ed・e・夏・a’…

　　　　　From　these　it　follows　that（a），（b）and　the且rst．茎｝art　of（c）are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．ダ
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・2
　　　　　　　　　　　　　　22ぞ十！～＿◎◎十1／3R（ノ？十2／R＿。。）

where　1？一．．　and　C　represent　±ta一　cand　the　value　at　t　：o　of　the’left－

hand　side　of　（6・2）　respectivelyi．

　　　　From　（6・2）　aBd　（1・i），　it　folloxvs　that　R　approaches　R．一．　and　the

line－elemeltt　tends　to

　　　　　　　　ds2…一疋．。（dO2＋sin28ガ＋si1ユ2〃sin29ψ2）＋d12，

when　t　converges　to　一　co．　That　is，　we　can　say　that　the　zero－pressure

world　is　an　Einstein’s　cylindrical　world　having　Rm．　as　its　radkis　in　an

indefinitely　long　past．　lf　t　increases　g　radu．ally　from　一　oo　to　十　oo，　R

increases　also　from　the　definif．e　value　R一．　to　“　co，　as　cgan　easiiy　be

seen　frorn　（6・2）．　Therefore　the　density

　　　　　　　　　　　　　　　　2ノ？＿。。

　　　　　　　　P””Po＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　xノ？3

approaches　to　zero　when　t一　一　oo．　According　to　bR　s，　we　can　conclude

that　our　zero－pressure　world　wiil　become　a　de　Sitter’s　spherical　one

havin．o’　i／3’7R．．．．　as　its　curvature　raditis，　if　the　time　elapses　indefinitely，

Since　its　total　iRvariaRt　mass　reinains　unchang’ed　．i．　e．　it　tal〈es　a　cons£ant

　　　　　　2　rrL’R一　oo

　　　　　　　　　　　　　　during　this　process，　our　zero－presstire　inodel　of　thevalue

universe　has　a　soine．what　different　cliaracter　from　．　the　actual　universe

in　which　an　enormous　quaRtity　of　mi，　tter　is　being　transforinec1　iRto

radiat｛ng　ener．ogy．　But　as　for　the　red　clisplac　ceinent　of　light　emitted

from　clistant　objects，　the　explanatiori　by　this　model　is　very　satisfactory．

If　．Z？（o）　and　！e（4）　are　assumed　to．　be　gyeater　than　．1？一．．　in　such　an

order　that　tlie　squares　of　thtca）　anc1　Tillll／｝liirco，　can　be　neglected　for

unity，　ti　being　the　emitting　time　instant，　we　obtain，　from　（6・2），

　　　　　　　　　盤ド表・・÷・一ゾ訟　　　（6・）

unadniissible　cases　and　the　second　part　of　（c）　is　admissible　by　con－

siderin．cr　the　physical　meaning’　of　1．　ln　this　unique　zero－pressure　so－

lution，　by　the　relation　A＝ }．i／F，　we　can　per£orm　the　integration　IR

（6・i）　as　follows，

　　　　　　　　　tt／5＋n　R．一〇〇tTIE／．．　ce？S，i；一〇i，　（6・2）

　　i．　lrhis　solut｛on　was　found　in　a　diflrerent　“r－ay　by　Lemaitre．　（Cf．　R．　C，　Tolman　：　？roc，

Nat．　Acad．　Sci．，　16，　582　（i930＞・
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　　　　By’　（6・2）　ancl　（4・g），　we　get　the　formula

　　　　　　　　吟歳．．・　．　、．　（6・・）

which　says　that　the　Doppler　shift　of　extragaユactic　pebu正ae　is　pro－

portional　to　their　distances，　provided　that　their　proper　motions　are

neglected．　Taking　a　step　further，　let　tis　consider　n　extragal．　actic

nebulae　having　eqUai　clistances　from　the　ori．criti．　Then，　by　（4・8），　we

get　　．　．　　　　．　，
　　　　　　　　　聖一7表＝・　　　　　　．　　　（6・．5）

where　．Yu　T／　is　the　sum　of　their　radial　velocities　due　to　Doppler　shift；

for　E（ft．，．）！　vanlshes　on　account　of　the　non－existence　of　systematic　proper

motions　in　such　a　world．　lf　we　select　8　nebulae　of　this　kind　from

I一一lubble’s　tablet，　our　estimation　of　’ P？一．　by・　mecans　of　（6・s）　．cr．　ives　the

va玉ue

　　　　　　　　R一．＝　1．isxio27cms．　．　（6・6）
1’lence　we　get

　　　　　　　　3f，，，．一gztlilflil　：g！一“ie一一co　．．　i．2ixiorf｝　g－ms．　（6・7）

　　　　g．　7，　Non　zero－pressure　soltltion．

　　　　When　the　tOtai　invariant．mass　is　constant，　we　have　seen　that

f（7？）　is　of．the　form

　　　　　　　　ノてR）＝＝D十B。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・Io）

　　　　INIere　we　will　not　consider　this　type　of　solutlon，　since　de　Sl£ter’s

research：　in　i　g30　corresponds　to　this　and　the　．aBnihilation　of　matter

does　not　take　piace　in　such　a　world．

　　　　There　is　no　ground　to　determine　the　form　ofノてノ～），　when　j妬

depends　on　t．　For　the　purpose　o£　this　determination，　first　let　us

asstune’　that　the　world　tends　to　an　Einstein’s’　cyiindrical　otie　having

ノ？＿。。as　its　ra（漁s　when　t　decreases　indefinitely，　that　is　to　say，　our

first　assumption　claims　that　the　cosmolog，’ical　constant　appearing　in　the

amplified　field－equatioBs　means　the　reciprocal　of　the　squared　radius　of

the　Einstein’s　cylinClrical　worid　which　was　the　form　o£　ouy　idealizeci1

actual　universe　at　the　beginning”　of　eternity．

i．i　E．　Hubble：・li’roc．　Nat．　Acad．　Sei．，　15，　i68　（ig2g）．

2．　XXr．　de　Sitter；　loc，　cit．　’

1
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　　　　In　consequence　of　this，　if　we　den’ote

　　　　　　　　　Ψ（x）・λノー1＋ガ（x），

　　　　　　　　　　　　　　　3　　・　3X

we　g－et，　from　（3・6），

　　　　　　　　q（R－ca）si　o，　ur’（R一．）　＝　o．

Slnce　these　are　reducible　to

　　　　　　　　xf（R．．）i・亙．．，〆ノ（Rm．）＝＝．・，

ノてR）　must　be　of　the　fornユ

　　　　　　　　zf（R）・　・R一…（二二設）2咽　　　（…）a

¢（！e）　being　assumed　to　be　expanded　ip　the　series

　　　　　　　　四一・・＋・1（R－coR．）鷹揚・・）2＋………，　（・・王）・

which　is　convergent　at　R＝：A’．一．，．

　　　　Second　let　us　assume　that　i£　t　becomes　iilfinltely　great　．Z？　also
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2／1〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tends　to　a　coiist4nt　a（o．〈，．，a〈i），becomes　so　and　the　ratio・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（！tze）tum－co

that　is　to　say，　our　second　assumption’clainis　that　at　the　etrd　of　eternity

the　radius　of．our「Cマorld　be（めmes　indefinitely　great　and　its　pressure

becomes　zero，　while　its　total　invariant　mass　clecrease．s　to　an・aniount

a　tinies　as　great　as　that　of　the　beginning．　Then　¢（le）　can　be　put　in

the　form

　　　　　　　　ψ（R）・・？一・・（・一・）＋a（衡）双養・・）2＋一・（・・2）

b：　（3・8），　（7・i）et　apd　（7・i）b．　，

　　　　By　（7・！）a，　（7・2）　and　tke　theorem．6btained　in　g　s，　we　can　show

that　the　world　tends　to　the　de　Sitter’s　spherical　oke　when　t一一．十co．

In　the　fo110wing　we　shaユ1　treat　the　most　simple　case　contained三n　it

i．e．　ai＝a2＝＝．．．．．．＝o．　Applying　（7・i）a　and　（7・：）　to　（36），　（3・7）　and

（3’8），　We　get

　　　　　　　　ガ∫1（　I　　　　　Iノぞ一。。　x）》、≠＿一鵡圃・（7・・）

　　　　　　　　ψ一4R譲≡α）（走一委〉　　　（…）
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　　　　　　　　M・一an’1｛12R一あ｛・＋募・・（・一・）｝・．　　tt．．（…）

　　　　If／～（o）and　R（あ）　are　assumed　to　be　greε沈er　than　ノ～＿。。　in　such

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノし。。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ～＿。。

an　order　tha．t　the　squares　of　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　can・be臓eglected　for　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R（o）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R（の

unity，　we　obtain，　from（7・3），　the　same　equation　as（6・3），　：For　th1s

reason　we　c乱n　glve　a　satisfacto］LY　explanation　fQr　the　1童near　relation

between　DopPler　shifes　and　the　dista1ユces　of　extragalactic　nebulae　alユd

also　obtain　the　value

　　　　　　　　ノ？一。・＝LI5XIo27　clns・，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6・6）

as　can　easily　be　seen　from’§6．

　　　　Dif艶rentiat沁9（7・5）with　respect　to　t，　we　get

　　　　　　　　レ・π2R雛一α）R・　　　　（・・6）

wh…Ri・，・f・…se，　gi・e・by（ク・3）・Alth・ugh，　if　w・u・e　th…

formulae（7・3），（7・4），（7・5）and（7・6），　we　can　deduce　the　expression

for　a三ユnihilation　o£matter，　we　cannot　estimate　the　percentag’e　rate　for

an罰ihifatioa　owing　to　a　wide　rallge　of　values（observational）deper｝ding

on　the　typ60f　stars　considered．　Therefore　we　will　try　to　estimate　i乞

f・・seve・・1卿e・・f・正yi・・b・・w・en、七・nd　1・…hi・cas・・b・

means　of（7・5），（7・6）．＆nd（7・3），　we　get　apProxknately

　　　　　　　　［・th。］、。。ギR（。）・圃，。。一。・π2R一・・，　　．　（7ツ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ

　　　　　　　　〔一転響！．一興罫・、　　（…）

Using　Hubble，s　value　Qf　density　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　，

　　　　　　　　lP，｝］、mu。＝・．5・1・一3t　gm●，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cln。

we　can　determ量neノ～（o）by（7フ）and　then　estimate　the　perce1窪tage

ra℃e　for　annihilation　of　mat乞er　in　our　universe　by　（7・8）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
F・・一月置w・…〔一絵ユ。．一…×・・一・・（…rs）一・・T・…e（・）

　＝L5×100g’cnls．　In　this　case，　the　qllil）t｛c　integral　in　（7・3）being　ex－

pressed　by　elementary　functions　o　nly，　the　rate　is　nearly　equal　to　that

of　Betelgeuse　and　the　present　radius　in　玉3　ti叢：nes　as，great　as！～＿。。，
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　じ
　　　　F・・α一li・We　g・・卜絵！．一・・・…一12（…rS）一1・・d　R（・）

と2×1げgcms，　This　rate　is　just　equal　to　that　of　Sirius　A．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

飾）鰍器盤，㌫認譲認（婆鍵
is　equal　to　thε此of　electron　and　proton，　the　percentage　rate　is　nearly

twice　as　great　as　th　at　of　60　Kruger　B．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ
　　　　F・…・一・・・…一～w・g・・〔一絵ユ。．一…×・♂6（years）一1・・d

ノ？（o）＝＝2×1げ8cms．　　This　value　of　rate　｛s　just　equal　to　that　of　60

Krug’er　B．

　　　　Thus　we　see　that　this　non－statica正．　universe　ser▽es　as　a　reasonable

model　in　many　respects．

　　　　　　　　　　　．

　　　　In　conclusion　the　writer　tal〈es　pleasure　in　thanl〈ing’　IProf．　［i’amal〈i

for　his　1〈ind　adviee　and　encouragement　in　’the　carrying　out　of　this’

res　earch．


