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　　　　］’．e　pr6sent　m6naoire　se　compose　de　trois　parties，

　　　　［Dans　la　prenii6ye，　nous　clonnoias　quelc］“es　th60re．mes　que　nous

croyons　nouveaux　sur　ie　degr6　de　grar2deur　d’une　fonction　i“epr6seftl：ct／e

par　une　certaine　int6s，rale　d6finie　contei｝ant　tm　paz’am6tre，　qul　est　une

g6n6ralisation　de　la　fonction　r　ou　des　s（Syles　de　Dirichlet　it　coeffic｛ents

r6els　et　non　n6g，’atifs．　］），iToL｝s　6tablissons　eri　outre　une　formuie　qui　iious

donne　i’abscisse　de　convergence　cle　1’int6grale　6tudi6e．

　　　　Dans　la　cleuxie．me　partle，　nous　appliqRons　1os　r6sultats　obtemis

dans　lca　premi6re　｝）artie　aa　cas　particuller　oR　notre　int6g’rrale　se　r6duit

it　“ne　s6r；e　enti6re　it　coeflflcients　non　n6gatifs　et　obtenons　ia　conclition

n6cc）．ssaire　et　suflfisante，　／／t　laquelle　cloivent　ob6ir　les　coeffi．cients，　pour

que　la　s6rie　＄oit　infii3ie　d’ordre　i］on　s“pe’rieur　i’t　celt’ii　d’une　foi）ction

clonne’，e　d’ax’aRce　presqtie　arbltrai．rei’nent，　qtiand　on　fait　tenclre　la　variable

ind6．pc．ndante　reLe11e　vers　1’extr6mit6　positive　cle　1’intc）yval！e　de　conver一・

gence．　N・ous　lndiquons　aussi　la　condition　poi｝r　que　la　s（i．rie　solt　dans

ce　cas　ii］finie　d’ordre　6．gai　ou　inf6rieur．　Nous　apportons　donc　en．

que，1．que　soyte　une　r6ponse　au　prob16me　fc）ndameRtal　qui　consiste　ii

cici｝tct’miner　le　mode　cle　croissance　d’une　s6rie　enti｛＞re，　par　ses　coefflcients

suppos6s　non　n6’f，，’，ratifs，　et　vice　ve．rsat．

　　　　La　troisi6me　et　derni6re　partie　for！ne　tme　sytite　de　notre　m6molre

ant6rieur2　sur　la　m6．thode　cl’approxiniations　succe．　ssives　de　i’6q“ation

　　1．　IZoi’r，　pour　lc　oris　des　fonctions　enti“res，　Borel，　1．econs　stir　lcs　s6t’ies　ii　termes

positifs，　p．　s8　et　p．　64・

　　：．　Ces　A’lcmoirs，　A　14，　p．　S5　（i931）・
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di餓～rentielle　or（iit｝aire；　llolls　arrivQns　εし　111011tl’er　el／　aPP董iquant　les

r6su1．tats　de董a　preini6re　partie　que　rapProxilnat量on　succes＄iv（三6st　con－

vergent（）et　cela　en　admettant　hypothさse　1110ills　restricヒ三ve　que　dεしns　le

m6mo…re　pr6c6dent，　Le　r（～su王tat　llous£ozlrtl圭t　aussi　uno　concliti，Qn　sufR－

sante　de　l，unicit6　de　la　solu鍍on　de　1’6quat圭on，　mais　la，　condition　ains｛

obtenue　peut　6tre　d6montr6c　directement　Par　ulle　m6thode　siniPl．e　qui

lle　fait　que　pr6c｛ser　Ia　m6thodc（ie　A・｛f。’i“onell圭t　Qu．　qtli　est　轍n¢　9（～1x～rεし亙｛一

sa．　tiol｝　de　la　n｝6thode　que　llotls　avol］．貫　e買｝Ploy6e　dalls　notre　nn6nioire

　　　ノ　　サ　　　　　　トコ

εし1｝tcrlcur劇。

　　　　　　1．　Th60remes　sur　le　degr6　de　grandeur　d’une　certaine

　　　　　　　　　　　　int6grale　d6finie　centenant　uR　parametre．

　　　　Soient　P（x）　et　7’（x）　deux　fonctions　nori　ii6g，atives，　finies　et　mesura－

bles，　d’une　variqble　r6elle　x，　clC．finies　dans　un　eRseinble　lin6aire　inesura一一

ble　E，　et　consid6rons　1’int6grale

・F（n）＝SEp（x）f”ii’（x）　dx

col｝tellallt　ull　parame｝tre　71．　Les　1’aisomlelllents　que　llolls　ailolls　fELil’e

subsistent　m6me　si　P（x）　et　7’（x）　sont　des　fonctions　c3e　plusieurs　variables

d6finies　dans　in3　ensemble　e”t　piusiears　dimensionS；　ce　ne　sont　pas　en

e跳tdes　ca・s　t「さs　diff6「ents，　et　Ilous　110us　bornerons　au　cas　d，une　seule

varlable．　D’autre　part　on　peltt，　si　1’on　veut，　introcluiye　la　r．　estriction

de　E　born6，　bien　q“e　・nos　raisonnements　soient．　valables　pour　tous　ies

cas，　la　trans£ormation　s’op6rant　par　ciiangement　de　variables．

　　　　Introduisons　ici　une　hypoth6se　indispenscable　et　notre　th60rie：　P（x）

est　sommable　dans　lo2tt　sozts－d7zsemb／e　7iie’s2d・rab／e　（le　ff　ff’t　7’（x）　cs／

borne’e，　・r（　v）　n’6tant　pas　n6cessairemeilt　born6e　dans　E　’entier．

　　　　Oll　peut　alors　distinguer　trois　cas：oLI　bien．ノ7（71）　est践nie　pour

£ou七1｝ombre　r6e1プ2，0u　elle　lle　rest　jEl．llrlais　quel　que　soiむク1，0u　il　y

a登n　nombre　r6e1ノゾtel　que　／7（ク∂）　est　fi11三e　pour　ll〈2＞’et　lle　1，est　pεしs

pour　n＞．ZV．　Ceci　est　une　con＄6qkience　de．ce　que　i’expressi．on　2i

int6．c．rrer　dans　la　formule　cle　F（n）　est　croissante　p，ar　rapport　2t　n．

Convenons　cle　dlre　que　dans　les　cieux　prenniers　cas，　on　a　respectiN・re－

ment　．2V’＝：十〇〇　ou　IV一一一〇〇，　et　ainsi　A7’　est　loien　d6t6rniin6　clans　tous

les　cas．　Au　point　7i＝＝！V　il　y　a　doute；　il　peut　arriver　que　」“（n）　soit

　　i．　Jl〈，endiconti　della　1〈．　Acadeinia　NEtz，　dei　］1．，incei，　6（’，　serie，　1，　p．　一〇一i：　〈．ic）：s）．

　　2．　Je　ti’avais　ptts　eti　comiaiss［ince　de　la　mC’tliode　de　iNI．　’i’onc．Ili　qaatid　j’ai　rt’±dige　le

111L’lllQtrLX．
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finie　oii　infinie　comtne　on　le　verra　d’apr6s　le　fait　que　F（ri．）　clevient

une　s6rie　de　Diri：chie£　si　1’on　prencl　pour　．？6（ft’）　et　’r（x）　queique，s　fonc－

tions　particul．id’res，　Nous　6tal）lirons　ii　la　fin　de　cette　pren］i6re　partie

une　formule　qui　clotme　la　vai．eur　cle　ce　nombre　．ZNr．

　　　　Indiquons　nialntieRatk　quelques　proprie．t6s　fondainentales　de　la
fo重ユctiO1ユ　　ノ7（71），

　　　　Tout　d’aborcl　17（7i．）　est　une　fonction　coiatinue　et　croissante　de　7i

da韮．ls　1，interva玉玉e一〇Q〈ク1〈ハf；s2L　d（～r三．v6e／7ノ（71）　est（～9・aleinent　cont｛nue

et　croissante　clEms　le　iReme　intervalle．　On　a　pour’cette　de，riv6e：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・…（〃）一レ（加）！〆（x＞t・…

Cette　ine6grale　e’　st　de　la　mC｝me　forme　que　．F（n），　en　substituant　P（x’）r〈．rL’）

～ゆ（kt）clans　F（7・i）．　S・1・abscisse　de　c・nv・rgelユce　est　aussiハV．11　en

est　de　inδme　pour　／7”（7・1），　F”1（7z），。．．。．．．．。．

　　　　［Pour　le　d6montrer，　prenons　deux　nombres　n　et　fi一｝一Aii　inf6rieur＄

tL　2V；　on．　a　6videmment

　　　　　　　　　　　酬豊｝殉一レ（x）・爾z糊㌦

0’ Ut’ant　Line　fonctioR　de　v’，　n　et　An，　toujours　comprise　entre　o　e，t　i．

○・・v・it　d・・c　en　p・…nt　An　p・・itif　q・i・鋼・（x）・姻・・t・。mm。b1。

dans　E　pour　Izくハ1．　et　par　cons6quent，　ell　passant　2｝1a　lbnite，　on

obtient　1．k　£ormule　de　2V”（n）　ci－dessus，　srrace　au　th60rdtne　de　M．　ILebesgue．

Iiiversement　si　1’iRt6s．rale　du　secoRd｛　inembre　clans　la　formtile

F’（・）＝：レω野口（x＞al・

est　finie　pour　une　certaine　va！eur　de　n，　1’int6grale　一tV’（n）　i’e，str　aussi

poRr　la　nke’me　vaicur　de　’n・　：　on　peut　le　voir　exlt　d6composant　i’ensemble

E　en　deux　autres，　clans　1’un　c16squels　on　a　7’（x”）〈i　et　dans　1’autre

7tix）一〉．　i，　et　en　aPpliquant　2L　1’int6grale　dans　le　premler　ensembie　1’hypo－

theise　faite　plus　haut　sur　P（x）．

　　　　Il　serait　facile　montrer　d’ailleurs　que　－（n）　est　une　fonction　holo－t

niorpke　dans　le　denii－plan　otNi　la　partie　r6elle　cle　n　est　inf6rieure　2L　Ar；

mais　noits　laisserons　de　c6t6　la　c16i．nonstration．

　　　　Ceci　pos｛5，　sauf　le　cas　otli　P（x）　est　presque　partout　nulle　dans　Zl

et　o：t　“2i7（n）　s’annule　ICIentiquement，　la　£onction　一F（n）　est　tou．i　ours　posi－

tive　et　croissante　pour　n〈．（V，　ainsi　que　la　d6riv6e　logarithniique

餐鍔・…，・曲・・u…〈N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l



238 ffirosi　Oleamura

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／7”（7’Z）　＝　IEP（x）　［・r（x）］“’e’t”〈”）　dx

et

　　　　（．F’（n）F（n））’＝アω響％詳ア’＠）］2

　　　　　　　　　　　　　「ア㍍）r［レ（x）〆tr（x）de・レ（x）［・（x）ユユ！梱庸

　　　　　　　　　　　　　一（レ（x）梱・7綱廊）〕；

cette　expi’ession　est　positive　ou　nulle　en　vertu　cle　1’in6galite’　cle　Schwarz．

IEIIe　s’annule　et　donc　ewt（77．zi）　n’est　pas　croiss．ante　au　sens　strlct，　seule－

inent　au　cas　ork　r（x）　est　presque　partoreit　6g．ale　iL　zzne　constante　dans

1’ensemble　C｛es　polnts　qtii　appartiennent　iL　ZI　et　pour　lesquels　oR　a

P（x）半。．

∴瑠S、盤島儲ibe蠣灘1蹴
finie　il　faut　que　la　limlte　de　．17（n）　le　soit　aussi，　ce　qui　revient　it　di’re，

comme　on　sak，　qtie　／，” iIV）　est　6gralenient　finie，　et　c．　e　cas　ne　saurait

reBtrer　dans　notye　6tude　sur　1’ot’clre　d’infinitt｝cle　de　．ii7（n）．　Si　A7‘　Gst

iqfini，　le　cas　o［N！　la　liniite　de　S，1［Xfl－1（（77ii）　est　finie　gentre　clans　le　cas　oti

T（x）　est　borne’e　dans　1’ensemble　des　points　pour　lesquels　P（．v）＝ko　moins

un　ensemble　de　mesure　nulle．　Ce　cas　correspond　altx　s6ries　cle

I）irichiet　ou　a．　ux　s6ries　entieres　eL　nombre　iimit6　de　termes　；　ii　peut　se

traiter　aussi　par　notre　ni6thocle　mais　i／ious　ne　le　ferons　pas　claiis　ce

m6moire　pour　i／ie　pa＄　surchars，er　notre　expos6．　．1）ar　cons6quent　nous
。u。。。s　s。、．t。ut　el、。u。　d。。、1。、　th6。，さm。、　s。i。。。t。1。，。、。盛飽！t。。d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Jて〃♪

vers　一i－oo．

　　　　］＞iTous　allons．aboi‘der　maintenatnti　notre　6ti／ide　svir　le　degr〈iS．　cle

gra鷹ur　de　f’てアのquand・n£ait　tcndreク・α・cr・issant　v・rs瓦N・us

donnerons　tout　cl’abord　qL｝eiques　c16finitions　prcttlabies．

　　　　Comparons　Ia　croissance　de　／7（〃）　2i　celle　d，uneεしutre　for｝ction
donn6e　eb”’（’t），　oti　．cr（n）　est　suppos6e，　ainsi　que　si，　de’riv6e　．cr’（n），　fonctio’h

continue　clans　1’interva！le　．A7Tv．〈．．．7i〈，．2Vli，　2Vi　pokivant　tt，tre　6gale　2’t　十〇〇．

Qn　suPPose　de　pius　que　8（71）　et　8・ノ（7z）　sont　des　fo！lctiOlls　cro｛ssantes

au　sens　strict　et　tendent　vers　十〇〇　quand　7z　tend　en　croissant　vers

Ni．　ll　est　inuti！e　de　faire　／Vi　cliffe’rent　cle　？V　si　i’on　connaft　N　grE“tce

2t　cles　illdicatioRs　relativesεしノ｝（x）et’r（x），1nais　nos　th（～orさmes　subsistent
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daRs　tous　les　cas　et　notis　apprennent　de　plus　la　relation　qui　existe

etttre　．Al’　et　．A4．　1．es　hypoth6ses　faites　sur　，，o〈n）　ne　sei’ont　pas　trop

restrict至ves　d，aprさs　c◎　que　lloRs　venons　de　voir翫propos　de／7（ク∂．

　　　　Consid6rons　aloi’s　la　fonction　lnv・erse　cle　pt＝　．g”（n）　et　d6sig’nons一一ia

l）ar’　n＝：lt（Jy）．　Si　．．o．　”（A71，）＝　1”ii，　／i（．I」）　est　une　fonction　continue　o，t　cro｛s一一

satite　clans　1’intervalie　1”’T）．〈＝．・y・〈　十〇〇　et　e．　lle　tendt　vers　Ali　co．　mme．1．，　te．iid

vers　十〇〇．

　　　　Cela　pos6，　env・isag’eons　niai．ntenant　i’int6grale

・’

C［〃（・∂一轍，

qui　e，st　nianifesten3ent　une　fonction　cle　p，　et　cle　y’　dans　la　rd．c．）’ion

．Jll・｝，〈．．．p，，　y一〈一1－oo．　，　iPour　une　valeur　fixe　de　．s．，　dans　cette　re，g’ion，　1’in一・

t6g’）‘rale　r．，　s’annule　si　i，　＝．1，　et　cro？t　coi．］st．aninie．nt　et　inc16fininient　quancl

．i－凵D　cro？t　de・　．＃，　／／・t　一i－oo；　de　mSme　elie　d6cro2t　，avec　pt一　（rltiand　：一y””　cl（1｝croTt

de　．i／　t・・t　1’1，．　IEIIe　ne　pren（1　une　n3e’ftie　valeur　ppsitive　que　pour　de．ux

valeurs　cie．　．bl一　cau　plus，　（lont　i’une　est　supe．rieiire　et　1’autre　inf6，rieure　t；L

y；　nous　obtenoq．s　ainsi　deux　fonctions　inverses　．3f＋（」，，　T．，〉　et　．lt一（．］，，　7．，）

telles　que

　　　　　　　　　　　　　フ．t十くノ，　w）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
　　　　　　　　　　　　s
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［乃（ノ〆♪〃．（．γ）］ζ～》4；7’，　　jl＋（ノ，の孟」ノ，

　　　　　　　　　　　　　フ’

et

　　　　　　　　　　　　c．プ’一（1，t　71）

　　　　　　　　　　　　」，，　［”（の磁ω］clU　＝＝　f・’・　夕一（あの≦γ・

塗
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Fig＃．　i

野冒’（mu）
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intervalie　Mi（7．，）A〈一」，〈　十〇〇・

Ni

Elle

　　　　　O費　、roit　que工aL　fOllctiollコ’＋（コア，71）

　　　　　est　1）言ell　d6fiB三e　　（量ε毛ns　le　　（10幅

　　　　　maine　」’T）　1：；il．a」　〈＋oo，　o　ig〈一　z，

　　　　　〈＋oo；　si　1’on　fixe　7y　eite　est

　　　　　tme　fonctioR　continxle　et　crois－

　　　　　sante（1e　j／　dans　1，interva11e

　　　　　1弔≦．tEノ〈十〇〇et　tend　vers十◎o

　　　　　avec，ノ．　La　fOllctiOlユ］ノ＿（コノ，z’），

　　　　　oti　nous　consi（16rons　”d　comn．ie

　　　　　une　constante　positive，　est　aj．．）’a－

　　n　leMe．11t　colltillue　et　cl’oiss，111te

　　　　　P．11’　1’aPOI’t　i・L　］，　d．lllS　Lltl　Cel’taill

tepd　aussi　vers　十〇〇　avec　s．，，　ce　qui
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est　6v．ident　pour　Ni＝：十〇〇　et　est　une　cons6quence　cle　la　conclition

lim　．g．　（n）＝　・｝oo　pour　Ni　’fini．

ノz→斑

　　　　Ces　c16finltions　6tant　6tablies，　notre　preniier　th60r6me　s’6nonce

coi’nnib　il　suit　：

　　　　．Z［i｝02t7’　q2te　／’on　ail

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N≧ハろ

et

　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（n）　一一　0（e’bO’（”’））　（n一一eF．2Vl，）i，

i’撃?？x？gl　t：’f／Z32げン吻2〃／’on　aiZ

　　　　　　　　　　zレ．（．3・，1．のくフ〈x）〈s・．（あ助］・・　o（・）　（s・→＋。○），

／’　e．rvPク・‘’∬！伽／d2t．　P7・’ク〃卿ク〃ごソ〃b・reで猷g々『〃a〃／／’～ン読引出〃‘～肋泌

　　　　　　　　　　　　　　　　　　S　．p（x）e7i（X＞li［7’（一ar）］一，g　｛lt［r（ix”〉］｝d．x．

伽諦s2〃・／’eワzse〃ノb／cピ薦勿ン〃360〃～〃～？〃∬∂E瀦〃θ溺〃～blc’　（／（・’s　po！「l／　ts

瞬／’zン塵撤z〆e〃〆ク・6r　cクjoc〃cls　csl　sa．〃：ヅfa／7v，擁グ融〃〆〃〃ク～o〃！伽φ03遊ノ

aク’1／zク・ご～1カ’6．

　　　　．Ro7i7’　a7ie　／’on　azZ　de　P／its

　　　　　　　　　　　　　　　　　　／（〃）＝・（〆〈n））　＠→珊，

”漁・〃．4”躍〃4〃6／ノ・〃a・zz

　　　　　　　　　　1［．3，．．（」，，　／II）＜ク〈置くP・＋（．γ，」の］＝・（1）　（コ・→＋・・）．

　　　　iPxe，marquons　que　cette　int6gra／e　c16finie

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1レ．（ア，肋くク〈X）〈コ・．（γ，fil）］

a　une　valeur　finie，　en　vertu　de　1’hypotli6se　fckite　plus　h．catit　s’ar　P（x），

pour　une　va／eur　cle　．1，　suMsaminen’t　s．rancle　et　telle　que　la　foncti（’）n

p，一（），，　2］1）　ait　u　n　sens　cl’aprels　la　definition　pr6c6clente．

　　　　IIIk’　eniarqiioiis　en　outsre　datis　ce　tl’］cC．iori／・inic＞．　et　dans　1．c，s　cle．ux　th60．　r6ines

su至vants　oil　peu赴　relnplacer　1’in｛二（～grale　ノ’1）aτ　Il　ne　auLt＝re｛nt（5s，rttle／telle

que

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ極f；∵）　幽

　　L王）ar　Cette　ll・t・ti・・n　n・us　voLilons　dil・e　qt・e・・tend　ve・Sハ9r2〃～∂勲・…w・！・ン・〃・，　ell

parcourant　to？ttes　les　valetu’s　reetles　lnf6t’ietires　t．t　21r，．　Notis　adopterons　la　inGrne　conventlon

dJn＄　］a　sttit｛e，　ptu’tout　oLh　nous　ne　donnerons　pas　d’inclieationg．　spCsciales．



Recherclzes　sur　le　De．are’　de　Grandeur　d’une　Ce2’taine　etc．

le　domaine　d’int〔～9raもio難　6乞ant

le　mδme．　En　effet，　Z　et／ne

d量｛壬LFrent　que　par　Zlr3　蜜acteur

collstε■11t　posi．tif，　pu｛sque　les

exposεmts　de　6　dans　les　ex一
　　　　サ　　　　　　　　な　　ロ　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

presslons　a　1！｝tegrer　so11t　ega償x
ミ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

三：LuRe　constante　pres，　comme

OR　peut　le　voir　de　la　malliさre

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　の

sulvante・　　ρ，　σ　des19総a1｝t　res－

pect｛vement　les　aires　des　do－

ma｛nes　de　董a　費guro，　on　a

　　　　　　　　　　ρ一∫；ご〉〃（の画

　　　　　　　　　　・一∫響

et

Y〈K）

讐

Fi．og． つ
祠

，Ye
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　　＝SiC・yv）｛其鞠，

f

cr

O
κ

ノ（7t）t／？’＝ごξr｛ノ「1［フρ（《ク）］｝一トCOnstanto，

ft［y〈x））　Ni R

　　　　　　　　　　　　　　　　　　e　一t一　cr＝v’（x）／t［7’（x）］　＋constante　；

ci’oti　1’on　obtient

　　　　　　　　　　　7’＜x＞
　　　　　　　　　　∫、、〃（舳一・一締〔・ωコー・｛・［・（小一・一

　　　　D6montrons　maintenant　le　th60rd’me．

　　　　On　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　餐需』∫ノ伽藤

en　posant　par　c16finition

　　　　　　　　　　　　　　　　　　？1’（x）　n）＝　：．p（x・）e’ri’（X）Hbo’〈ii＞．

Dans　cett’e　expression　si　1’ №氏@clonne　it　Jv　une　valeur　prise　clans　E　et

telle　que　7’（xl　7t　J”1｝，　et，　si　i’on　regarde．　？IJ’（x，　n）　comme　une，　fonct’ion　cle

la　seule　variaUe　7・（ians　rintervaileハτ、≦ク1〈ハ「t，？IJ’（x，〃）est　maxh｝ulm

pour　n　te．1　que

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ク〈”x・）望’＠戸・

e．’est一一t・L－dire　pour

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　71　＝　／1　［7’（A／’　）］　．
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En　clci）slLo．’nant　la　valeur　correspondante　d6　Yr（．fv’，　n）　par　sf，（x一），　nous　avons

　　　　　　　　　　ψ（x）諏ζμ｛x，〃［ク〈x）］｝＝＝汐（．x’）〆（x＞”レ（A’〉］一昨｛”レ（x）］｝．

C・ci蔽・・㌻qu・1’・xp・・ssl・n油tる9…da1・s　l・f・rmu1・q・i・1・n・・ノ

et　yb（Jt：）　prencl　une　vai．e．ur　bien　de’t’6．rmin6e　pour　les　poi．nts　de　E　potir

Iesqtieis　on　a　7’（x）－　ll）．

　　　　1．e　rchpport　cle　？lr（Ju’，　7i）　iL　sst，（．fv）　est

　　　　　　　　　　　　　　　　　　、・小〉｛㍗酬・う］｝一8（嚇8｛乃〔咽］｝．

Si　notis　6crivons，　dans　1’exposant　cle．　cette　expression，　u　au　lieti　cie　7〈」｛／’），

nous　obtenons　i／ine　£onctiotrt　cle　u　et　・fz

　　　　　　　　　　　　瑠＠ノ∂瓢〃［〃一〃（〃）］鷲くの＋，．9’［〃（〃）］

et　ltt　relatioii

（・）　　　　ザ（．・’，・・）瓢ψ（κ）rΩ〈一1”（”岡．

（）n　peut　c16niontrer　coinine　dans　la　reinarque．　pr6c6dent｛，．t．　pt，tr　cles　con－

sid6rations　g／｝’60ni6trique．s　la　trorniule　remarquable．

（・）　　伽）一烏（・’岡轟

poti．r　．｝1）＄．7t〈　＋　oo，　AC｝．〈．．　n〈　vVi．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fif，・）・．　3

（）n　a，　en　effet，　clan＄　la　fi／gLu‘e

・・一C・・t・e @　　　ま　　　｛胸籏）
　　　　　　　　　っノメ

　　　　　　ω志、静）勲・・

・一

氈i・・）・瞬［〃（の］一㊥

et

　　　　　　ω＋τ勘［〃（〃）一〃］；

d，（）ft　1，（）ll　εLIQrive　　～し　1，6gal．it（～　　c■ll一

　　　　ドROncee

　　　　　　　　　　　？t　　　　　　　　　　∫

　　　　　　　　　　　8畠’（71）

ToUIS　nOS

7z　des　deux　bornes　de　1’intt6（γrale
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　b

W

ω
51

嵩

ul

て

ユ矛（篇

帆
一
；
：
ー
ー
－
し

O
N n・a．（w）　醜

孔

　　　　　　　　　〔〃（勿一一クZ］du＝（・　＝？V［〃（〃）一7・］一8［〃（の］÷8（勿，

　　　　　r6suitats　d6coulent　de　ces　cleux　formules　（i）　et　（2）．

Cherclions　iiiainten．ant　pour　des　valeurs　assez　g’rancles　clu　parambtre



匙

Recherches　sur　le　De．are’　de　Grandeur　d’une　Certaine　etc．

／ノ圃伽・

2‘；3

et　6tablissons　cleux　in6galitds　qui　nous　perniettron＄　cle　d6montrer　notre

thc’｝ordnne．

　　　　En　pren3ier　lieu　nous　avoRs　6viciemnie，nt

∫幽藤≧∫［。鯛，、聯，く，醐，“）］蜘畝

ell　supposEu｝t　71　E｝ssez　．（．）’rLxlld　pour　que　．3，一（．o”（7・z），　11・t／）　ait　un　sells．　1．’iB6．cra－

lit6　entrc｝．　crochets，　au－dessous　clu　slgne　cl’int6．o“ration　cltt　second　membre，

lticl｛qiie　qtie　re　cloinaiRe　d’int6gration　s 6te．ncl　t’t　tous　les　points　cle　E

satisfaisant　iL　cette　iR6s，alit6．　Or　（lans　ce　dernier　cloniaine　cl’ir｝t6．Ls，ration

la　f・1】ct｛9n　S2（7’（X），クz）est　c・mprise　entre・et　t］∫en　vertu　de　la£・r－

mule　（2）　et　des　d（≦．Enitions　de．γ．．（grノ（7z），　M）　et　de．」．’＋（8ノ（クz），擁グ’）．　Donc

d’apre，s　（i）　nous　poLwons　6crire

∫［　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？yr’（．fv，　71ノー（8’（・δ，！1，f＞く・・’（・x一）〈プ’＋（8’＠），tlf）］）岬一」乙∫ひ］ψ励

et　finalement

（・）　鯛≧酌［劇クZ岡鋼〈・紬）・瑚

　　　　D’autre　part，　c16coinposons　le　domaine　cl’in£e．．crration　E　en　une

infinit6　c16nomhrable　cle　sous－ensenibles　cle　1a　inani6re　suivante：

1）rena1覚　Iul　nombre　1／11011　inf（～rie鷺｝・～し　端　et　RH　noinbreクz．　assez　grand

tal　qLie　1’on　ait　．g’（fz）〉　Yl，　nous　allons　6tablir　une　suite　cle　valeurs　entre

Y　et　一f　oo．　Prenons　d’aborcl　tm　nonibre　．，bl（7i）　et　de｝signons－le　par　．］，e　；

nous　axrons　cYaprds　（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゑ～（コノ1〕，71）＝＝0．

1）uis　Prenons　successivement　．i！i，　．a，2，．．．．．．　cle　tello　sorte　que　1’on　ait

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア。〈Jl’i〈；；・2＜＿＿．．．

et

　　　　　　　　　　　　　　ρ（」］・i，ク∂＝磁ゆ　（z』・，2，＿＿）．

D’apr6s　（t）　il　est　possil）le　cle　d6terminer　」．，i，　3，2，．．．．．．　par　cqg．　conclitions

et　cela　d’une　seule　fcagolt　avec

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lkn　；yi　＝　＋　oo・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　zL＞十QO

D6舳iSSO．1・S　d’une　maai6re　a・　nalogtie　leS　nOInbreSコ・．、，夕．，，＿．．．，3・．λpar

圭eS　COnditiO貧S：
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　　　　　　　　　　　　　　　　　コノ｛｝＞jl．．1＞」ノrr2＞……　〉］ノーλ＞7

et

　　　　　　　　　　　　　9（3・、．．、i．クの＝磁’　（z’凋，2，＿＿，λ），

　へ
OU　nOuS　SUPPOSOIIS

　　　　　　　　　　　　　　　　　114Zく9（y，7z）≦！14て2十1），

λ　6ta臓t　u1ユ　certain　entier　d6pelldant　de　y　et　7z。　　］M：aintenant　c16com－

posons　1，　enseinble　E　ell　dexxx　sous－ensembles［ク〈x）≦｝つ　et　［y一くク〈sc）］

et　puis　d6composons　1’ei）sen？ble〔ア「くク〈x）］en　Izlle　infin圭t6　d6Rombral：）le

de　sous－enselnbles

　　　　　　［y（＜ク・（x）≦JLLA］，［夕＿λ〈グ（vY）≦JLλ＋i］，＿＿，［ア＿2くグ（x）≦タ’＿1］，

　　　　　　［コ．・一1くク・（x）＜P／1］，［懇≦ク・（x）くβノ2］，［P’2≦7〈x）〈，ノ3］，ボ＿鱒．

Convenant　ici　de　d6s｛gner　Y　par。アーλ4，　nous　avons　en　vertu　des　reia－

tions　（1），（2）　et　du　th60rさme　de　la　moyemle　de　1，沁t（～grale，1es．in（Sgalit6s

　　　　∫［。．、く廟く防野％・・擁≦■［ぬ◇ωく帽

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝1［夕＿（夕。，11f）＜f（x）くア＋（フノe，辺グ刀，

　　　　∫レ汐（　　　　　　　　　　yi’（x，ク・．x）く」1’・£＋1］）廊≦・一職癌≦・ωく鋪

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦バ磁1！［3’一（タ㌃，〃）〈7’（x）〈コ1＋（コ㌃，π■）］

（z’＝17　2，．，．．．’）f

et

∫画ψ、。翻凹凸≦滋π一洗訓
≦ゲ刀互zレー（コ’一，，114）〈ク〈x）〈P・＋（コノー，i，　f｝■）］

　　　　　　　　　　　fi一　（Z’　＝1，　2，．．．．．．f），）．

］ln　ajoutaRt　ces　ln（5galitds　nous　avoiis　donc　finaleniant　pour　des　vale“rs

de　7　et　クz　tel重es　que　箕≧端　et　8’（クz）＞y

　　　　　　　　∫［嗣咽嬬・　1・［・嘱蜘（永礁・瑚

（4）　　　　　。　　　　　　　　　十1［夕＿（鈴，βグ）くク〈x）〈一1・÷Ca／o，　tグ）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋馨バ研㌔■［β’．（」・，；，ノ｝！）く7’（x）くみ（鈴，πの］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ianl

，
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コ’e　6tant　69・ale　i　6！ノ（7z）　et　】．a，　suite　．3！ffλ，　コノ＿x＋1，．．畢．．．，　Pノ＿1，二｝ノ。，　P／1，．．．．．．，　qULi

se　d6termine　d6peRclant　cle　V　et　de　7z，　6tant　telle　que

　　　　　　　　　　　yくγ．λ〈3’．λ。・〈＿．．．〈アー・〈コ・。く」’、〈＿．．．→＋○。．

　　　　Au　nioyen　cles　in6g’aiit6s　（3）　et　（4），　nous　allons　pouvoir　achever

一・1さ・・me・t　1・・6m・・・・・・・・…S・呼声）・・…r・6・漁・…a

r　quanci　n　est　assGz　voisin　cle　．ZVIx，　1’in6galit6　（，3）　montre　que　f［y一（」，，fld”）

くク’（x）〈コ・＋（フ’，2しの］est｛nf＆ieur　iL　8％γpour　S！assez　grand．　D’autre

l）al’t　llOIIS　clVOIIS
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’t

　　　　　謡　！レ（x…）耐レ、。，≦許・・）紙聯、］臨卿

et　le　premier　ternae　du　troisie’me　membre　tend　vers　z6ro　quand　n

aug’mente　vers　Aili　en　vertu　cle　1’kypoth6se　faite　sur　P（x）　au　c16but　de

cette　partie　et　clu　fait　que　c7v’（x＞debcr（，z）　tend　uniforni6nient　vers　z6ro．　dans

le　domaine　d’int（t／gration　cle’cette　int6grale．　Pat’　cons6quent　si

■［コ．ノ＿○ノ，ガ・ノ）く7〈x）〈コノ÷○ノ，il．if）］est　bor116　et宝1蓬．f6rieiir～しδpour疑ne　valeu｛’

assez　g’rrancle　cle　．t／，　nous　savons　par　1’in6g’ralit6　（4）　que，　pour　uRe　valeur

assez　grando　de　JF．　［，　一：i．liillll13L．，．．．（〈1，i））　est　bornct／　et　inf6ri．eur　ei，　s＋一1－1／llll－SSI＄t｛f一一〇“，　e

6tant　un　nombre　positif　clonn6，　atissi　petit　que　1’on　veut，　pour　n　assez

・・・…酬・D，・・ll・u・s　s・・，・ne・es　d・・x・xp・ess・・n・藷）・・

1［7，一（．y，11・4）〈7’（x）〈．i／＋（」，，　i｝f）］　tend　vers　z6ro，　i！　en　est　de　mame　de

Yautre．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（C．　q．　f．　d．）

　　　　Dans　la　d6monstration　clu　th60r6me　py6c6clent　nous　avons　suppos6

qzze　n　variait　cl’une　！nani6re　continue　et　notis　avons　consid6r6　la　limite

de　F（n）．　．．1，i”ais　1’i．n6stalit6　（3）　nous　clonne　aussi　notye　deu＞cibn？e　th60－

r6me　qui　nous　sera　utile　dans　la　troisihme　partie：

　　　　甜勉襯勿齢71クZ・1ψ7wZ〆42te礁？Z’a／e～t・rs　uPPaTtena．nl　es　2〃1

♂観〃ible｛海｝（7〃e／ial　T．・grs　Ni　en　Pa∬αクit・Pa・・x・・lt…s／tes　”ua／e・〃・s　de｛脅

z’Vi，／cS7‘i’e．　zt・r“s　（Ni　2Vi　et　sz一’　／’07z　a　a／ors

　　　　・”　　　飾）・o（・⑭　（・・一今斑），

．〈4〃〃ノ！勿t’／〃le2・〃・02μ理／露覧ろ。πaアz伽3∫α加〃z襯

　　　　　　　　　　4頭ダω，旧く・㊥〈y＋（．o」（71）・刀の］篇。ω　（・・→珊・

ブ〃ご7～面ノ〃㌘ご：ワ’sムVi　c／e！aブ〃aノ〃’≧潔加ぬレ2緯，（1’t　f｝■吻〃t　710〃〃8　COIz－

sXanl　PosiZ4　aノ・bzzク’α加．
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Si　1’07z　a　ale　Pkts

ア＠）・：・（・動 ＠→瓦），

oフzaフzdc6∬alグ〃〃8雇

∫［3・一（．O’1（7・Z），∬のくク・（x）〈頭8・ノ＠），初］＝・（・）

クz・　x〃nda7zl　7鷹Ns　to2ij’OZ〃・s　de　laク〃σクzz’bク・8　zケ勧初6ピ㌔

　　　　1）assons　maintenant　tNL　n．otre　troisi6me　th60rbme，

tr’b刀@important．

　　　　乃2〃’eue／’on露

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ「1＝2v

（71一．2Vl），

qLli　11011S　1｝em”a？t

Et　9・7te！9クη吻・〃

F（7i）

6ぎ『（71）

幽魂〃；，n．iZes　4’zラz魏6グ〃zzラ認加伽2ど3　ef　POSIZzPUfS　lo7・sク？le　la”t・‘z〃llb／e

ク多びフ’o・“ P　・ueノ’s　N，，　zz〆a2tt　6々z　3zげ瀦aue　／’多ンz！㎏フ・alc

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■［コ’一（コ・．，Aのくク〈弾くク。（コ・，M）］

azZ　des諭〃Zcs〃伽薄6ワ・〃〃擁々厚紙珈8∫6ゆ03伽∬9Uαクzdp，　a？f．gmgク21e

2レ！細面躍，e7z　P7・‘：ワ～aア！炉02〃！捻consta7zXe伽撚，8／｝，4廊7’盈：？z〃’s

ass“x　8グaク〃恥，

　　　　　i．e　r6sultat　du　premier　th60r6me　et　IKn6，galit6　（3）　sufllsent　SL　6tablir

que　la　condition　est　sufllsic　nte．　N，　ous　allons　prouver　qu’eile　est　n6ces－

saire．

　　　　　Soient　en　effet　一

A＝　li｛n

　　　π諏

F（n）

ebo’｛n＞ et　B＝lim
　　　　　　　n一．Ni

F（fz）

ebo’〈n）　，

A，　IPj　6ta’nt　suppos6es　finies　et　posltives．

　　　　NTous　allons　．，o．’6n6iraliser　1’in6gcrilit｛5　（4）　par　uR　raisonnement　16gd’：e－

ment　diff6rent　de　celui　qui　notis　a　perinis　de　1’6tablir．　Pour　d6te．yminer

．3・，i　eり・”．i（Z●≧2）　1・・t・S　p・ser・ns　mah・tenant　　　　　　　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S2（］，±，．，　7z）＝＝　！．　1．／＋　（1’一一　i）n！l，，

．i］41i　6taBt　uri　nombre　positif　fixe　qui　a　6t6　pris　ant6rletwement　6gal　i－x

肱　　　Or　no疑s　auτons，　pour　des　nombres　｝7　et　フ1　te正s　que　逸瓦　et

8ノ＠）＞y，
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ε　6tant　鷺n　nombre　positif

（5）POur夕εしssez　grand

　　　　ル・＜！〔・一（夕，　t14）く・（水・・（・・瑚・・（醐鶏説・

Ceci　moRtre（；拠e　si　1，0n　prendεassez　petit　e乞班assez　grand　la　liin圭te

i礁f6r呈eure　de■［y一（ア，］4）〈廊）〈ク。（夕，　tl．ノ）h）・urノ→＋・・est　p・sitive；

et　la　lim圭te　suP6r三eure　est　fillie　d，a茎）r杏s　le茎）rennier　th60rらme．　（C．　q。　f．　d．）

　　　　Dans　le　th60rさme　pr6c6dent　on　doi乞prendre　2厚assez　gra13d；il

S鴛f丑t　que　ro蒙ユ　εしit

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　め1・・要，

c・1・・1・・ele　m・・tre　rin69罐t6　pr6c6dente　en　p・s・nt・flf，　・1・g・et　en

faisantεassez． 垂?ｔｉｔ．

　　　　Re13〕arquons　ell｛in（蓬ue　dans　les　6nonc6s　des　th60rさmes　pr6c6dents

　　　　　　　　　　　　　ド　　　　　リ

nous　pouvOIIs　ecr三rc
　　　　　　　　　　　　　　　　　■［ノ．（夕，躍）〈r（x）〈夕．（ノ，aftり］

ELU　　 lieu　　de

　　　　　　　　　　　　　　　　　1［フ・一（3，，　」ノ）◇’（x）くy＋（ア，21．∫）］

ell　szlpPOsatlt　que　．tl：！7　et　27∫”　sont　des　follctiolls　do／telles　que　les

qua．tre　limites

　　　　　　　　　　　　　　　　　　堕t］t2rTi（y），　　1im翌’ω，

　　　　　　　　　　　　　　　　ンー》十。。　　　　　ノーン牽。。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1量m　 2∫ノ1（フノ），　　　　　　　　　　　Iim　 ua1’（夕）

　　　　　　　　　　　　　　　　ノー〉牽。。　　　　　　ノー〉十。。

∫［。＜嵩轡≦濤グ　（ガーりt｝fi、1［夕＿（夕＿i，！1fi．）＜7・（x）〈・・（幽］

（5）　　　　　　　　　　　　　　　　十Z［y＿（フ℃，2｝4）＜f（x）〈夕＋（コな｝，．～｝4「）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　やくね
　　　　　　　　　　　　　　　　　＋Σ・認一（f’一1〉鵡ノ〔ア．（夕認；）〈・（κ）く蝋％％）］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　毒繍工

otlフノ‘，　est　6ga1ム8’（7の　etユa　su圭te．ア＿λ，ア＿λ＋1，．。．．．．，　コな1，」’e，タノ1，。．．．．．，　qu董

se　d6term沁e　d6pe籍dan£de　γp　et　de　71，’est　telle　que　l’on　a至t

　　　　　　　　　ア〈3’一λ〈夕．海く＿＿く夕．、くノ。〈夕、く，・，く＿＿→＋。。．

　　　Dans　ce　cas　1’in6ga淫三t6（3）nous　donne　d’abord　pour夕assez　grand

　　　　　　　　　　　1［蝋ア，瓢）◇（X）〈ア。（y，　tlli）］く6砥俗＋ε），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　arb廷raire．　　］rSTous　avons　donc　en　vertu∫de
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solent　toutes　finies　et　positives，一　et　de　plus　sueescu’nment　grandes　dans

le　troisfeme　th60rhnie．　1）our　nous　en　assurer，　il　sufCit　d’appliquer　nos

th60rbmes　un　certain　nonGbre　de　’£ois　en　choisissant　］1　convenabiement

et　ell　s，apPuyεし1詫　sur　le　fait：q鷺e　lcs　fonct圭ons，ノ＋（コノ，　rd）ot夕＿（ア，　r・u）sollt

respectivement　croissante　et　ci6croissaBte　par　rapport　2’L　ffd．

　　　　IPour　terniiner　cett’e　premi6re　partie　d6montrons　la　f6rnitde　q“i

nous　donne　1’abscisse　de　convergence　N　cle　notre　inte’grale　F（n）．　ILa

form！ile　cl｝erch6e　est，　coinme　on　peut．　lc　supposer　pEtr　atnal．og，le　avec

la　s6rie　de　Dirichiet，

！vnv，，li．m　X’S”（／［」，＄一．（．）＄．一」，一yb／］P（st）（／v），

　　ノー〉＋。。　　　　　　　　　一ア

ot”堰@A・2’　est　un　nombre　positif　arbitraire　mais　fixe　et　oit　1’on　consic16re

log　o　ayant　un　sens　tel　qug　log’　o＝：一〇〇．

　　　　IEn’supposant　en　effet　que　la　valeur　N　clonn6e　par　cette　formule

ne　soit　pas　infinie，　＄i　nous　prenoBs　un　nombre　Ni　pius　grand　qLie　IV，

nous　avons　pour　une　cer＃aine　valeur　de　y　aussi　gr．ande　que　1’oR　veut

め1・・（辰）＿］ψ綱，

一p，

　　　　　　　　　　　ノ
et　par　CORsequent

高し、＿紳〉・・

．d’oti　Yon　a　si　／Vi　l．lit．．　．　o

∫［」，≦r、櫓＋♂（バプ（κ1め1

et　s至　ノ＞7〈Q

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫レ≦梱＄．，，擢！ω・冊（即）・めむ槻

Dans　tous　ies　cas，　on　peut　prencire　p．，　de　plus　en　plus　g’rttnCi，　les

donnc　ines　d’int6gration　6tant　clistincts．　Donc　1’int6g’rale

レ（・t）・醐砒

11e　sLlurait　C’tl’e　fillie．



　　　　　　Recherc12es　su7　le　Degrti　de　Grandeur　d’une　Certaine　etc．　2・4g

　　　　R6ciproquemen乞si一ムアノest疑貧　nombre至nf6rieur　2し　N　（10nn6　Par

la　formule，　nous　avons　pour　］，　sueesamment　grand

　　　　　　　　　　　’　iv”＋e〈i［tlilSl，1！：S’（jti’igs｛；r（x），〈，．，」，＋，y］P（x）dx）　，．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一夕

e　6tant　ttn　nombre　positif．　ll　s’ensuit

・晒）乳∫［。劃諭瑚力（肋く1

et，　eR　consid6rant　s6par6meik　les　cleux　casi　Nrt－．o　et　iVtt〈o　com｛ine

plus　haut，　nous　obtenons

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫［。≦綱≦卿！（バノ（x＞轟くゲツ

η（箋ant　ull　certain　nombre　pos琵if・　En　posa礁t夕十2砿　ノ十2砿・・・…　．au

lieu　de　y　nous　avons

∫［。＋、。餐櫓＿，ヂ（X）etV”r（X）dx＜ゲ卿ノ（ガー，1……＞

1．a　somme　des　seconds　membres　est　finie　et　par　cons6quent　la　somme

des　premiers　inembres　ou　1’int6grale

　　　　　　　　　　　　　　　　　　し、x，’（x）・N”’‘xlalx

1’est　aussi．　D’autre　part　grace　2t　1’hyp’oehese　£aite　sur　P（x）　au　d6but

cle　cette　partie　1’int6grale

∫［r、糊姻押廊

est　finie．　En　faisaRt　la　somme　de　ces　deux　lnt6graies　on　en　conclut

qtle／7（．〈77ノ）　est且職ie。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（C．　q．　f．　d，）

　　　　II．　Applications　des　th60r6mes　pr6c6denis．a　1’6tude　de　la

　　　　　　croissance　des　s6ries　entie’res　a　coethcients　non　n6gatifs．

　　　　Con3me　cas　particulier　cles　th60retnes　de　la　preniiere　partie，　prenons

Pour　E　1，intervalle　Q≦x〈十〇◎　et　d6f1nissons　les　fonctionsノシ（x）etク〈x）

de　ia　fagon　suivante：

　　　　　　　　　　；ii，‘，r））．：’S，i’／　（i・一く一，，〈1＋，）　（1一一．，　，，　，，．．．．．．），



　250　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1三～’irosi　（）んamt‘ra

ot1　ai　et　4（i　：o，1，2，，．．＿）so11t　des　nQm1）res　non　n69ati翌s，　SupPosolls

de　plus

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lim　　／，＝＝　　→一　◎◎、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i」ン十Q◎

Les　fonctionsφ（x）et　7〈A”）remplissent　alors　les　coBdi藪ons　1）Qs6es．dans

la　premiさro　partie．　Nous　obtenons　ains圭

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のト　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノr＠）訟Σa、el・・n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　imO

qu量est　une　s6rie　de　Dirichlet　2L　c6eflicients　no圭ユn6gat1fs．

　　　　Le　premier　et　Ie　trolsi色me　th60rさme　de　1εしpre恥iさre　part量。　deviemユent

avec　les　in6ines　hyi）othもses　et　les　1難anユes　（i6ik〕itions　relatives　2L　la

follctiOll　t≦～〈7Z）．

　　　　f）OZtr　azte　1’absci3－se　de　60ア〃〃ぎ麟6‘～「c　N　ale　la　3〃β診dc　z）〃’励んげ

雄24関川6／7（1・多）716’SOIZ　Pas　S2tPe’n’e2〃あ2＞1　el（72ve／’　on　azZ諺PIZts

　　　　　　　　　　　　　　　　　　．F（n）ro（〆（7・z））＠→N，），

1’Pノ？V2tt　61　zZ　SZ．げ諺　クue：／，0／1‘～露

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σσ、∂β0（1）（夕→＋。。），
　　　　　　　　　　［S’＿・（ノ，2｝！）〈毒く」’＋（）ノ，ilf）〕

〃βPosanX
　　　　　　　　　　　　　　　　　　bi　＝ノεん（♂‘ト8［々（娚；

1’カz卿σ〃zゴa2t－aesso2t・s　‘～lzo　Sl19フlc　ΣSl：grン1るha〃tク’ltdr　la　soノ〃〃atibn　do～／

s’ ?Ｚcndre　th　lo2tS　lcs　tcフ’〃ICS　sαtz3fai3’ant　d」catte　z泌擁躍4〃瀦α〃’2〃♂

710〃ibTe　Poszldi　aグ碗ノ励・‘・．

　　　　POZ〃ク’lte’4，072・ail　deノ）／its

　　　　　　　　　　　　　　　　　　アω一・（〆＠〉）（〃蝋），

21　．／■　7ttl　et　il　S～〈fi／一クue　／，0／l　aiZ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ　　　亀∂F・（1）（，・→＋・。）．

　　　　　　　　　　［コノ＿（ノ，∬！）〈Z‘〈ノ→．（ユ㌔露／〉］

　　　　万〃・2〃6ル2〃伽6／’o〃a・zハzニ．2v，　et．（／2e6”／e，ノ・（ipPor／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア＠）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CbO’（71）

赫融31i「n〃iZes・！励灘6〃ノ〃認四二zヒ犯ゆ・s・z・Fucs　p・2〃ア♂→瓦顔泌

e／Z’1　S2el）Zグ？・te　lcs劾1諺634’加漉6ク’〃ZZ＞iatibn　de

　　　　　　　　　　　　　　　＿Σ　　．一命　○・→＋．b。）
　　　　　　　　　　［フt一（フもjl／）〈li〈ノ＋（タノ，　IIノ’〉］
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30廊7躍ノ「tlノ♂泌3謡POS～ぬψ6∫，　M　dian－X　Przilσ∬85ρ’α7Z畝

　　　　】．．es　s6ries　les　p工us　int6ressantes　qu至se　r6duiscnt　par　sinip16　tralls－

forllユ。■tioll　£し　des　s（～ries　de　cette　espさce　soll｛二ies　s（～ries　enti6res　obtellues

ell　posallt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4場巳

gt・・s・b・titu蹴1・9・漁v・・至・b1…　S・it

　　　　　　　　　　o（ε）＝＝　．7て1．・gの＝σ。＋．ζ履π，32＋＿＿．

1｝．」e　t＝h（～ore）ll．1（）ゴpr6c6（二le貸t　貸ous　pL．r113et　de　collclure　le　th6｛：）1－dnlle　sulvan亡．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ
　　　　ノ〕lo～ぴ（7～6’〃ノ～（tV　5♂〆！ヒ，67♂∠津ア6ゐco（；tク泌！3ノ〃5・〃。〃ア詫魯π！クs’θ（9）＝Σ偽ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　脚o
SO／Z　CO／lzieノ曾6／i／e／50～〃1副くeNi　e／4～dC／，0〃σ彦

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ（”一）＝＝0（〆（log　s’））　（ひ→eハVt），

i／　faZtt　Pt　ll　5・～4i／72／一｛7～le　／，0／Z・ai彦

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σα姦瓢0（！）（夕→＋oO），
　　　　　　　　　　［）．・”．（ji，　，V）くz＜フ’÷（コも21f）］

671汐05YZノ～∠　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　も

　
　
　
，

乃ひみ［8　一
↑
う　

　
6

　
■
ゐ

∂

ガグd彰an／’Zt717ionil？プ6　PO、～’彦グaズbiZmi；r6ノノiai3’ノ”IXC’・

　　　　1）oupt　azte　／’07i　aiif　tle　P／2t・s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1］（，）＝・一。（、・（1・9の1（、→C・Vi），

i’撃?ｉｚｉｌ　ct　ll　s2tLfi）Z　aue　／’on　azZ’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ咄塞。（1）（夕→＋。o）．
　　　　　　　　　　［タノー（フ’，丑ノ）〈1〈フノ＋（J’，」ノ）］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　イクoP／nsカ。～〃’ク2tC　le　プのノ。〃　α診co〃z／crrgrcnce　de如3〃廊

6て馨）SOIZ砲σん虚6，」tV，　C∠（lue　le　ropPOrt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿9（窯L

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆（正・9の

al’w‘／es／tンノβ彦63‘♂’♂刀露／‘7ノ・ノノ〃沙σ〃汐ノ1ノ多ノllCS♂’カ05・諾あ65・汐。～〃9→6私，

et　βZ　S～々ク諺　（72t．e　／（／．s　i／i「1／PIZ’6S　ご♂㌔擁‘～le；X（．’rノノli72．tlg’lb71　cXe

　　　　　　　　　　　　　　　　＿　　Σ　　　　一一一一tα画　　　（夕→＋Oo）

　　　　　　　　　　〔コノー（コ’，t／）〈〆〈」’＋（3ノ，　ttl∫〉］

SOI’U’　71t／tl／Z廊∫6げPOSIZIPb，es，認！噛6惚ア露汐ノ・i3σ5・5膠9　S」アa72t／．

　　　　Comine　application　cle　ce　th60r｛＞me，　posons

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sx（losr　：．）　：C．v．・fC’

6ノ♂∠♂a〆6

1／ノ2x2tt

，
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OU
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8（fz）＝（診・勉，

C，ノ～6ねnt　des　nombres　positifs　constants．013　a　alors

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8’（72）＝＝61ノ～6乃3；

Sr’（クz）est　uRe　f・ncti・n　c・1・titlUe　et　cr・issante　a聡9mentant　ind6finiment

avec　7z；1a　follctiollぎ（7z）remPlit　donc　la　condition　reqUise　dans玉，6nonc6

pr6c6dente　si　i’on　faiヒ．～〉’L　＝十〇Q．　On　a　6videmment

　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃ω．一美1・9～悲ヒ・

　　　　　　　　　　　ノ
et　par　consequent

　　　　　　　　　　嫁［聯（勝夫∫；1・・多幽

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一美（多1・÷｝＋1＞

Cet艶　expression　dom詑la　valeur　de　1］ノ；　en　d6signanも　ニソ÷（コノ，／］’f）　ou

ユ’《ニソ，M）　par夕；on　peut　alors　co江ユsid6rer　M　col．γ｝me　une蚕onction　de

．ア　ayεmt　ul’le　1圭mite　癒1ie　et　posit呈ve，　qui　n’est　pas　n6cessa量renaent　雛ne

const哉nte，　co搬nユe　nous　1，avons　remarqu6　aprさs　la　d6monstr鼠tiQn　du

troisiさme　th60r6me　de　1εしpremi6re　part圭e．　Or，　nous　avons

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ク　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→I

et，　en　posantタニ．ア÷∠ちノ，　on　a

　　　　　　　　　　　　　駐　　　　　聖＿→。．

Par　suite　notro　ex　pression　de　2／dev圭ent

　　　　　　　　　　」劉（　　　dl．，1十＝’）1・g（1撃）一聖〕・

cette　expressiQn　est　asymptotiquemα1t　6galeεし

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　五　。　（dy）2　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2ノ～　　　ア

1）onc　nous　pQuvQns　6crire　5ノ十xl／2ソ　ou　フノーxl／）ノ，z6tant　un　nolnbre

positi£arbitra至rc　mεしis　fixo，εしu　lieu　de　ツ＋（，！，2隻ノ）　ou　．1・＿（ユ・，　tl．，V）　dε田s

l’6noRc6　pr6c6dent；il　su爺t　de　fa量re　x　su伍sanユme批grand　c■ll　lieu　de
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1Yf　dans　Ia　troisiさrne　partie　de　1，6nonc6．　D’ai11eurs，　ult　raisonmemelユt

simPle　sufH「ait　a　6tal）1ir　que　nous　pouvons　remplacer　rin6gεし1it6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　夕一η砂くβ＜夕繰ゾレ

paLr　　cette　　autye　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ク〈多’＜y＋Kiろy，

o亡1／fest　u、il　nomb！・e　posi毛if　quelconque　que　ron　do三t　prendrc　assez

grand　dans　la　troisidmc　partie　du　th60rもme．　Nous　arrivons　ainshu

r6Sultat　s疑ivallt．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　キロ
　　　　ノ診2〃　a2te　la　3げプ必。71tl’i’re　a　coefibzlrクils　7ZO7Z　7z4望z～勉く｝　6！（2）篇Σα、♂

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i穐e
rePre’sente　2t・nd’　fonctzbn　entz’ire　6勿2〃／’oア・α露漉助∬

　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ（の＝・o（eC9ノつ　（ε→＋。。），

〃勲6∠6’ti　zz　s2t／fiZ　a2・1．　6’／’on　alZ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ　　　　　　　ヨ　　　　　　エ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　馳固πi・9一αド認．’．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ai6

　　　　　　　　　　　　　　［夕くんノ牽κ／．γ］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　塾　　　　　7’

・一
m認鰯］・櫨匹・ω（・一＋・◎）・

κ戯・・1・〃・e・・タislante　P・∫肋6　arbz／7’a、ile．

　　　　Pozvr　a2se／’071　azZ　ale　PIZts

　　　　　　　　　　　　　　　　　　G（9）＝・（eC・’つ　（9→＋・。），

zち肋露’zZ　s2tff）z　azde／’on　azZ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　プ

　　　　　　　　　　［K忍砺］・〈議が一・（1）（病・・）・

　　　　E〃Oit／re，　Pour　aZte／e’s　li・＞ii・iZes♂’珈嚇67’〃〃ン薦々∂〃de

　　　　　　　　　　　　　　　　　　砦レ（・一…）

S・iZ・n〃　ffノ〃♂∫・ll　p・3！勧6∫！・～t／cs／・・s　de2tx，　ilノ伽’tX　i’1　S2〈2　2Z’グ2〃汐・2〃・

？〃1ノ〃〃Cbre　POSiZij　lf’　a∬69　bop・and，　les　dezax／i＞7z．zZes　de

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　エ

　　　　　　　　　　［。く，δ痢・〈右）ア（・一＋・・）

SOI‘フβちだ珈36’t　PosiZi77es．

　　　　Ce　r6sultat　pcrmct　cle　d6duire　les　f・rmt11es　c・n．nues　qui　d・1｝nent



．254　　　　　．　　　　　　　　　　　　．　．1ノ’irosi　OたζτノノtZtra　　　．　　穿

i’ordre　et　1工e　type　d’une　fonction　enti6re　au　lnoyen　des．　coefEicients　de

la　s6rie　de　Taylor　correspondante、　　込圧εしis　dans　le　cas　pr6sent，　no瞬s

avons　s艮ppos6磯ue　les　coe．脹cien宅s　6ヒaient　positifs　ou　nuls，　e亡1e　r6su1＿

tat　que　nous　avons　obtenu　est　d。11ature　beaucoup　plus　pr6cise　que

ceux　que　l’on　obtiendrait　Pεしr　cette　seconde　m（～thode．

　　　　Ilndi．quons　encQre顎nc　a“tre　ciPPlic．kti911L　si　ni　ple，

　　　　Soient

　　　　　　　　　　　　　　　　　　sr（〃）甥形ノ，　8’（〃）＝・2／■・・，

1ノ．6亡atl亡　un　iiotnbre　posi直圭£．　Cesξotlct’量oils　saむiSlfOtlt　6vidcln韮簸enむ～しtlotre

conclition．　　（：）n　a　a10rS　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乃ω弛分

et

　　　　　　　　　　ノ。（コノ，丑∫）＝タ・＋2電／！－7fV，コ・．○・照／）ヲー2必伍｝∫。

S呈r・・P・e・dd・・c　AI・ss・・p・tit・t　4／加ノ漉・i…εL・，…　1・

Pl’Ol）osltio13　sulvan宅e。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　キ　
　　　　■）OZb・r《72e’2〃le　5嵯〆z訟avitibre’G（x）＝＝Σ‘z、9’i々cocグ2bibuits　71071％49αず0倉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼゆむ

吻順〃〃6〃ie　fonclibノ・eノグ齢616ω2667’on　azl誘勲’5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　G（・）＝・0（2∬lo9り（・→＋。・），

IZ／tz～tg　ef　IZ　szOffiZ　t7’lve／’on　aiZ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿丑

　　　　　　　　　　　　　　　　　　a・、＝＝0（6’∬）（の＋。・），

∬露5を〃a71t％π7柳〃bre　PosiZij　auc／co〃グ2∠6．　　　・

　　　　乃〃’（7zee／’oアi　azl　cle　PIZis

　　　　　　　　　　　　　　　　　　G（．7）＝・（・∬iQ琴り（・→＋。。），

iZ／IVzv／6物Z∫2φ～ク解〆’071　tl・Z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿ま一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　a、・＝・（e∬）　（・L…＋・・）．

　　　　Pour　term至ner　cette　deux量さm◎Parしie，　remarquol．ls　que　Rotre£h60rie

lle　llous　permet　pas　de　reconna↑tre　si　la　limite　de

　　　　　　　　　　　　　　　　　　轟、（ε→eハVi）唱

ou　plus　S・6n6ralement　cle
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　一鋼．

est　bien　d6termin6e　ou　non．

u1ユe　r6ponse～しce　problさme．

（7z→珊

Notis　esp6rons　pouvoir　plus　tarc1

2’T5

clonner

　　　　　　　III．　Sur　la　m6thode　d’approximatiofis　successives　de

　　　　　　　　　　　　　　　　l’6quatlon　diff6rentielle　ordlnaire．　．

　　　　Dans　cette　troisi6me　partie，　nous　nous　proposons　toiit　d’aborcl

d’appliquer　des　i’6sultats　obtenus　daHs　la　preniie，re　par＃ie　tt　la　cldnnon－

stration　cl’zin　th60r6me　qui　se　r6cluit　au　cas　particulier　cie　la　premida‘e

partie　o藪　‘・8’＠）est　6gal　as｝・mptotiq“αぬent　～しクz！．　　Xous　apPliquerons

ensuite　ce　th60rhme　e’t　la　ni6thocle　cl’approxiniatlons　successives　de

i’6quation　diffhrentie116　orclinaire　du　premier　ordre．

　　　　L’ensemble　E　et　les　fonctions　P（x），　7’（x），　77（7z）　6tant　les　me．mes

que　dans　IE　premie’re　partie，　nous　6crirons　cette　fois　a（xl．　au　lie．u　cle

er（一x’）．　Nous　avons　alors

　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（〃）一レ（齢）］n・／x・

　　　　N・uS　l・Ous　pl’OpOs・ns　d’＆ablir　le　thる・rさRle　Su｛val．lt．

　　　　／・V～〃・a・te・／’認可．9アa／eF（〃）S・〃ノr7〃ン．・汐・～〃・！・・〃〃卿〃；μσ！“／’・7・

mZ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f’て〃）＝・・　0＠！）

d17tanc／・n　lr・・船脚・・＋。・e7・勿ノ’…〃’ant！・・gs／csク！…2bi’rs　e〃！・ン・」s・・z

ル・・／．kX・7・・Of．　2Z（7・xe　z’・〃a・・z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫［凹く轟］魁鍔謬）dx＝・（1）鰍・・）・

κ吻ク～！7〃zフ2・ノ♪〃8・郷〃グノ加ar／n7ra！ン’‘1・

　　　　1）ti．，助！3卿〃・e？le／’o／z　alx　a／prs

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f’て7z）．＝・＠！），

〃勲〆〆〃iZ　S7ζf／’iZ（7？t・：・／’on．　a2Z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ　　　　　　　　　　∫［酬く。繭姻7餐艶一・（1）　（tt・　一“一“　＋oo）・

　　　　N・tre　d6m・nstrat｛on．va　s’aP1）uyer　sur董es（蓬eux　p酬簾iers　th6・1’さmes

de　la　premiさre　partie．　Op6rons茎e　changeme11．t　de　variab1．．e



2s6　’　Hirosi　Okamura
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ク漏1093，

et　posons

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　li（lo．cr　b”）　＝／e（6“’）．

Si　nous　d6sl．o．“nons　respectivement　ifrJ’＋（log：，　21f）　et　e］’一（lo．cr．．　：一，il，f＞　p．　ar　g．（g＞，

et．　z一（，cr．），　］f　e．tant　suppos6　6tre　une　£onction　cle　．3・，　oLi　tt　tenclant　v－ers　un

nombre　posltiC　fini　lorsque　一y　ou　2　tend　vers　十〇〇，　g＋（2）　et　：．m（k．）　so…t

d6termin6s　par　les　relations

　　　　　　　　　　　　　“”’〈Z）y，（，．，．，）一／，（，，）］wu（．iglg　一．g’　，，．A．ir，1　b一．（：・）＞g；
　　　　　　　　　　　　∫序

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fel
　　　　　　　　　　　　　－

et

　　　　　　　　　　　　　Z一く2）［／，（，．，）一k（，）］4／f’　＝n．f，　．一・re（bny）〈g・
　　　　　　　　　　　　sll

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7．e“

　　　　Nous　pouvoRs　remplacer　dans　notre　tl｝60ire｝me　n　！　p．ar　la　fonctioR　a．bo’〈7t）

ott

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8＠）＝・・1・9・・一・・＋II・9・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

cl’apr6s　la　formule　de　Stirling．　Sa　d6riv6e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，．o”（n）　＝＝　log’7i　＋　一：rtt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　271

est　continue　et　croissante　pour　nl－lll－L　et　par　stiite　cette　foiiction　．．o’（n）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

re’ 垂盾獅п@i　la　con．dition　req“ise　clans　i．ft　premiGre　partie，　si　notts　supposc：．｝R＄

Nl＝＋oo．
　　　　Cela　pos6，玉a£（⊃nction　ク1＝！を（t，）　est　d（～finie　par　la　relation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9瓢6］ノ：＝8ズ（ノi）

ou
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　im．1．．．．．．．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝xlド・n．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．cr　7Z

II〈6solvon．s　par　rapport　it　“t　，　Qn　obtient

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l、一1＋、聾、叶、き．＋…・…

et　aillsi　1）our　t　sLlffisamlllellt　g’ratl　d
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　・u（・）一（汁1、＋，き＋・・ゲ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・（，一wwL一“．　十．．．．．．　　　　2z．，　8zZ）・

　　　　pour　6valuer　1’int6grale　pr6c6dente，　6crivons　9十∠13　au　l．ieu　de

・。（””）・u・．（・）；1・・us・bte騨s・　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　9＋△li？（，，）一、（の］…c・
　　　　　　　　　　∫岬

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7c，
　　　　　　　　　　　々

　　　　一〔・一iめ・絆÷＋．，芦（1一÷一壽・…）1・9撃

　　　　　＝：｛÷一G一÷＋…）1・9（　　　　AgI十　　　　　．7）〕＋……・

ell　supPrimant．la　partie　infinit6siniale　par　rapPort　～し　2　grand．　　La

partie　entre　croc王ユets　［　　　］　doit　6tre　illfi1］量t6simale，　et　par　cons（～quent｛I

f。噸u。一庸t。。d　vers　z6，。　q。。1　q。。、。i・　1。、ig。。　d。　d，．．　D。。C

　　　　　　　　　　お

r｛11t（～graie　cherch6e　sera　asymptot量quement（～9ale　～t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（tii’）2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2X

et　疑　suf殺t　de　prendre　∠1ε＝：±xl／ε　pour！aぞaire　tend1・e　vers　ua　no鵬bre

positif費ni，　x　6tant　ull　nombre　positif　quelconque．

　　　　Nous　obtenons　a沁isi　au　llloyell　du　premier　th60ナも111e（墨e　la　prenユiもre

Part｛e　la　condition　suf6sante　dans　le　cas　pr（～sα1t：．

　　　　　　　　　　■［i・9（．7－Xl　1／，cr」）〈ク〈x）〈1・9（・÷x、・／r）］

　　　　＝Z三山／9〈a（x）〈9＋x、1・．／9］＝＝0（1）QU・（・）　　（9→＋。。），

selon　les　cas，κ16tant！1・ll　llomb1・e　positi£arbitrεしire；et　llous　obtenons

au　1110yell　du　deux沁me　th60rさ搬e　de　la　premiさre　paytie，1εし　condition
　ド　　　　　　　　　　

necessalre

　　　　！［〆（ぞzL・，］／・・’＠〉〈q（x）〈〆’（”）＋，，溶’（・・）］一〇ω…　（1），

quandフz　tend　vers十∞　ell　parcourant　setl工enユeRt　la　suite　des　nombres

entiers，κ2（～tant　aussi　un　nombre　positif　arbitraire．　Ces　deux・concli．tions

1110：｝trent　que，si　1’on　a　xt〈ノぐくπ21a　condition　n6cessaire　et　suf丑sante

est（ltze

　　　　　　　　　　■［9くe（x）〈9＋茄／ε］＝0（・）・u・（1）¢→＋・。），



25＄ Ilii’osi　Oka7ni・t7’a

，s　tendant　vers　十〇〇　d’une　£agon　continue　et　prenant　toiites　les　valettrs

r6elles．　D’ai｝．1eurs，κb　z26taiユt　arbitraires，入r　est　aussi　arb｛traire．

　　　　Pour　d6montrer　qLie　cette　condition　est　n6cessaire，　remarquons　que

el」o”（7i）　cro？t　ind6finiment　avec　・ii　niais　clue　le　rcapport　cles　v’＝Ieuys　consec“一

・・…8Q毒’）・e・dv・・s・p・u・紬…P・・c…6・・・…曲・・

faisons　correspondre　～毛chaLque　v謡eur　de　la　var｛able　g　un　elltiel’ク2　tel

que　cb”．　’（7t）　soit　le　plus　voisin　de　s．，　cet　efitier　n　gran（lit　inc16finiinent　．

tltvec　．s　et　la　valeur　correspondcftnte　cie　（’s”’（7’t｝　dev・ient　asymptoti．quenaent

6gale～し2．　Dollc　pQur　des　valeurs　sufasamlηellt　gra1ユdes　de．5et　deク1，

1’・nsemble困（・・L・，・／；葬’圃くヴ（x）〈・8’（・・）＋・・1／三爾］c・nti・nt　6・idem－

ment　1’ensemble　［．t　〈o（x）〈，”i　＋lfi／．r・］・　1？ar　sui．tc　on　en　conclut　que　la

conclit．ion　est　n6cessaire．　・　On　ve．rrait　encore　pltis　facilement　que　la

¢ot）ditioll　est　suflrls，knte，　et　110us　11’illsisterolls　pEts　s／lr　ce．　poil／t．

　　　　Cela　posc3，　il　nous　reste　pour　．achevrer　notre　c16，nionstrati．on，　｛i

cal．culer　1’int6g’ra！e　1．　］tt・ous　poi“rons　supprimer　tout　factezu”　de　1’expres－

sion　S・L　．int6s．rer　qui　te，ncl　vers　tine　liinite　fini．e　et　positiv・e．　1）ans

l’expression　2t　int6g’rer　pour　obtenir　f　1’exposant　cle　e　ost

　　　　　　ク〈．v）〃［ク〈x）ト8｛〃［ア・（x）］｝

　　　　一bu一’　log’　〈7（x）．　／’［a（x）］一．e．　’｛！？［（／（x）］｝

一1・9グ（A’）・（グω一1一 1

《グω一÷一 1

8グ（．x’）

＋．．．．”j
ff一　．　．　．　．　．　．）　io．　g’〉’（a（x）　一　iml．1

1

　　ノ
＋（グ（x）一÷一

8e（一f．v）

1

8　t？　（．x）

＋・・・…）

8グ（x）

＋……）号痴ト｝一、，あ一・……）

一ww

黶@iog－rt7（x）　．　e（．x’）　一　一…　／／／一…　lof．／r　t7（．x）　一f一　．　．　．　．　．　．

　　　　　　　　　　　　　　　2

一（t7（x）一÷）1嘲（x）＋……＋・f（κ）＋∴…一1
1ogr　g（．x’）十．．”．．

　　　　＝　g（x’）一4．　lo．o．．’9（X）十・．・・・…，

　　　　　　　　　　　　2

en　suppri．mtant　ia　partie　qui　a　une　liniite　’finie　et　d6termin6e　potir

t7（x）一〉一i－oo．　Noi．i＄　arrivons　ainsi．　tli　la　co．　nditi．oii｛

　　　　し凹く。．妬！α）．湾蕎面一〇ω…　ω　（・一＋。。）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（C．　q　f．　cl，）
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　　　　茂ot董s　a達lo　ns　6tabiir　lllaintellallt，　en　nous　apPuyant　sur　ce　th（｝or6me，

quelques　propositions　qu…nous　ai〔lerons　dans　la　m6thode　d’approxima一
　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

t10RS　SuCCCSSlves．
　　　　Soientψ’（x）etゾ（x）deux　fonctions　non　n69εしtives　d6finies　dans

rintervalieαくx≦βet　＄ommable　dans　i’intervalle　α、≦x≦β　pour　乞out

αltel　que　αくα1≦β、　　Soit　り（．x）　昼ne　foncti◎n　priBlitive　d6　リ’（x）．　et

6ga！e董ηeDt　d6負nie　dans　1，intervaIle　rzくx≦β．

　　　　D6term｛nons　lme　suite　illfinie　de　follctiolユs

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9‘｝（x），≦Pl（x），92（x），＿＿

par玉es　form鷺les

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ・（∬）一伊（畝

（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ・∴（x）一∫ン・のゾの認　（ガー・・・………）

Cela　n’esゆas　t・uj・urs　p・ssible；翻s　si　1’・n　a　c16fini¢、（めP・u懇ulle

certai艮．ユe　vaエeur　de　x　telle　que　α〈∬≦β，　au　moyell　des　多脅pretlliさres

foylntxles，　il　est．de　mξ…111e　Pour　ane　vεtleur　quelcGnque　deκda職s　1’illte’r・一

va11eαくx≦β，　et　Ia　fonction　gt（x）　est　d6丘nie　par　1，6ga！it6

（・）　　・耐ン（・）翅云セ（煮）翫

！．，iRt（～grale　du　second　membre．　aya韮1t　alors　ulle　valeur　fillie．　R6ciproqzie－

meRt　si　cette　illt（～9raユe　a　ulle　valeur貸n…e　pour　une　cerとaine　valeur　de

xtel．1e　queα〈．Af≦β，　il　ell　est　de　m倉me　po慧r　toute　valeur　de　x　telle

9鷺e　α〈x≦β　et　il　Gxiste　ulle　follct｛oll　Sp‘（x），　telle　qu，elle　est　d6fミnie　en

（6）et　satisfaisaRt　～し1’69盆1．it6　（7），　　藩ous　avons　d（5j2L　d6monセr61’69，a｝lt6

（7）P・ur　le　cas　Q自9’（．v）etゾ（x）s・nt　s・mmables　dans　1’hntervalle

α〈．x’≦β　tout　entier；　Pour　la　d（～montrer　clans　le　cas　96n6ral　il　stzfflt

de　remPlacer　g’ωpar　ia　f・1・cti・nψ（x，・、）CQntenant　tm　paramさtre・a、，

et　telle　que

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ（毒じ（vY）隠避：：

1e　paramもtre　α芝tendant　vers　α　par　valeurs　d6croissantes。

　　　　L，exis＃ence　et　la　liniite　de　la　Suite　～ρ1〕（x），9t（x），　SρL，（x），．．．．．．　de　（6）

d6pendent（lonc（ユe　cel｝．e3　de　l’int6grale　du　second　membre　de（7），　et

cette　｛n之6g“rale　apPartieES　翫1’espさce　d，in£6grales　que　nous　c■vot3s之r撮乞6es

き
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au　d6b£it　de　cette　troisihme　partie．　1］ensemble　E　est　maintenant

1’intervalle　a〈t一く．x，　et　1’on　a　respectivement

　　　　　　　　　　．〈r、・・”＋・・，クZ＝＝　z；　Pの”　9（t），4ω篇6嘲コレ（X）一レ（t），

．x“　e’ 狽≠獅煤@un　paramhtre．　Nous　avoiis　suppos6　pr6c6demiineRt　que　7’（t）ll：；o

et　a（1）一〉．　i，　tanclis　q“’icl　nous　avons　seulement　a（t）iil：；o；　mais　cela

n’empC’che　rien　ci’appl．iqtxer　le　th60r（＞me　au　cas　pr（5sent，　et　nous　pouvons

trouver　！a　condition　he’cessaire　et　suilFisante　cle　1’existence　de　la　suite

ge（X），　gi（x），　g2（x），・，．．．．　tendant　vers　z6ro　quancl　1　augmente　jusqtV2L

＋oo．　IDans　le　cas　oth　v’（x）　est　sonimable　dans　1’intervalle．　a〈．x’〈rv．B　tout

entier，　la　condi＃ion　cherch6e　est　6sridemment　qtie　g’（x）　soit　somniable

dat3s　a〈x．ww”c’ a　；　donc　lalssant　ce　cas　cle　c6te．　notis　sup｝’）oserons　clor6nav

vant　que

　　　　　　　　　　　　　　　　　　l呈n3　　［一り（x）］＝十〇〇．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　じ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鐸→α牽。

　　　　］Le　th60re）me　pr6c6dent　nous　niontre　tout　d’abord　que　pour　que

tollteS　leS　fOllCtiollS　9e（JL一），　gl（X），　9，，（．X），．．．．．．　eXiStellt　et　qtle　1’Oll　ait

　　　　　　　　　　　　　　　　　　lim　soi，（sv）　：o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i一’｝　’｝“　co

en　un　polnt　x　tel　que　a〈xi＄P，　il　faut　et　il　sufllt　que

　　　　　　　　　　　　　　　　　　瓢。。脚ゾ織γ諺一・

ifo　6tant　pris　au　volsinic　g，．“e　de　（i　et　Xi　6itaRt　la　plus　petite　vckleur　pour

laquelle　on　ait

　　　　　　　　　　　　レ（x）一り（ti）＝レ（x）一り（to）十ノ道／り（x）一り（～㌔），

Zf　e’tant　un　nonnbre　positif　arbltralre．

　　　　Nous　pouvons　reinplacer　cette　condition　par　1’expression

　　　　　　　　　　　　　　　　　　碧。。。∫：：・’（　　　　　e－v（のの・　　　ゾーり（1）d・…

puisque　一v（t）　tend　vers　十〇〇　q“and　l　teRd　vers　a．

　　　　De　plus　en　faisant　li　une　fonction　de　tg　on　peut　6crire　1’6qtnc　tion

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一レ（ti）＝・一り（為）一十ノぐil／一り（tg）・

o“t　Kri　est　aussi　tm　nombre　poskif　quelconque　mais　fixe．　On　peut

d6montrer　cette　6quation　en　choisissant　le　noinbre　ff　dans　1’6quation

pr6c6de砒e　respect圭ve贈nt　stip6riettr　ou　inf6rieur　a／C／et　mQIltrer　par

1～しla　co雛dition　est　n6cessaire　et　s憾s鍛te．：La　nouvelle　expressio1ユdes

conclitions　ne　contient　plus　1’abscisse　x　dR　point　pour　lequel　nous
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consld6rons　la　limite　de　gi（x）　avec　zL＞十〇〇；　ia　propri6t6　ne　de．pend

donc　pas　cle　x　dans　Yintervalle　a〈」v’．一くB，　c’est－E｝一dire　que　si　elle　est

v6rifi6e　eik　zm　point　x，　elle　le　sera　aussi　pour　chaque　point　x　tel　que

a〈sv　i：Ei（？．　En　r6sum6，　en　6criv，ant　x　au　lieq　Cle　4　et　．t？／ir　au　iieu　de

K’”’，　nous　obtenons　un　lemme　qui　sera　utile　tout　tL　1’heure．

　　　　！？02t？’　｛72ts　to2tles　／es　fonclions　sp，）（．fc），　soi（x），　sp，，（x）．．．．．．　exisle’nt，　el

aue　／’on　a．iZ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　Ii搬　　仰（X）＝＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？一一〉　十　co

e7z　2t7z　Poi＞zt　x　le／　42te　a〈x：Eif3，　oz（，　ce　qul　r（．’ptc，dent　a？i　・vif”，’・7n．rc，　en　Xoz・ts

／es　POI；］zts　‘～勉　1’i＞Z・tg・rz，a／le　O：くん≦β，¢Z　fa／ut　et　Z’／S70」ヒ泌　｛7？・se　♂，07Zα露

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　聖。．」ンω，ぞ鑑）dx一・・

xo　ata・nt　Pri3　ae・t　”doi3i’na．o“e　de　a　et　xi　eVanl　la　P／us　PctzZe　”ualegsr　Poitr

Zaq2i6’／ler

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一り（Xl）＝一り（x｛｝）十．～道／一レ（x且｝），

K　et・Za〃！2〃zク20〃〃e　Poszz7f　a．7・励・al）’e。

　　　　Cette　condition　est　6quivalente　2／t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　聖。。。∫＝：9（〃（x），鋭翫轟一・・

si　i’on　admet　1’hypoth6se　de　g7’（r）　son｝mable　clat3s　a〈Jv；si．IB．　Potir　le

ve’rifier　il　suffit　de　supposer　que　nous　soinmes　partis　de　la　£onction

g（x）v’（x）　au　lieu　cle　g’（x）　dans　la　formation　de　la　suite　par　（6）．　Ce¢i

6tkc　nt　6tabii，　la　conclit1on　peut　encore　C｝tre　remplac6e　pay

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　塾。。。1／＿も（」、7。）／＝：9（x）ゾ（x）・一v（・｝d・・一・・

en，・　vertu　’モ撃?　la　cond｛ition　reiative　e’t　svi．　En　appliquant　le　th60r（＞me　de

la　moyei3ne　cle　1’int6grale，　nous　obtenons

　　　　　。・rk（勾ゴ∫f．：・瞬）・面一鯉鋸il＞∫認（x）du　（Xi≦ξ≦勾

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一9（ξ）・一三・讐器）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鷲乎）（ξ）8－v（k）．　ノζ
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Pae　cons6quents　au　lieu　d’une　condition　n6cessaire　et　suMsante，　nous

avons　seulement，　comine　condition　n6cessaire，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　lim　ip（x）ewwv（x＞　＝o，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　x一，ct十〇

et，　comme　con（量it呈on　su鎗sa雌te，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　lim　g（x）e－Krc）＝mL　o．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　x一＞ct十〇

　　　　Remarquons　que　1’on　peut　d6montrer　ces　．deux　conditions　par

d’autres　voies．　La　premi6re　se　d6montre　imm6cliatment　par　1’al）surde

eii　supposan£　que　g（Jv）e－y（x）　soit　toujottrs　sup6rieur　／／・L　uti　nombre　pos｛ti’f

fixe　et　en　concluant　de　1／／t　que　g．i，（x）　ne　tend　pas　vers　z6ro．　］La　seconde

co典d圭t呈on，εし圭nsi　que　Ia　condition　pour　Ia　convergence　des　aPprox圭駿ユa－

tions　successives，　peut　Gtre　obtenue　par　une　n36thodle　f6conde　de　Ati．

iNTagumoi．

　　　　Tous　ces　pr61iminaires　voRt　notis　permettre　mainteint　nt　de　con－

sid6rer　1’6quation　diff6rentielle　ordinalre

　　　　　　　　　　　　　　　　　　炸∫ン齢）擁，．　　・

oi：t　・la　fonction　inconnue　est　st（x）．　Nous　faisons　sur　f（x，」，）　les　hypo一一

th6ses　stiivantes．　Soient　．E；’（x）　et　IZ－T（x）　deux　fonctions　continues　dans

1’interva正1e　og≦x≦a．　et　telles（茎tte　1，0n　a量t　5f（x）＜7てx）　pour　x　positif；

et　soit　f（x，　7）　une　£onctlon　finie　dans　le　domaine　D［o｛；i：lx一’一。：a，

5てx）；；＄」ノ≦クてx）］，ノてx，二y）　est　une　follctiolユ　continue　de，ノsi　1，011　fミxe　x

et　une　fonction　niesurabie　de　v　si　1’on　fixe　y．　Supposons　de　plus　que

les　bornes　iRf6rieure　et　sup6rie“re　de　f（x，　s，）　quand　on　faie　varier　y

entre　S（x）　et　7（x），　x　e．tant　fixe，　soient　sommables，　comme　fonctions

de　x，　dεしns　1，intervalle　o≦≡x≦a；et　ell　les　6crivant　resp6ctiveme籍t乙Zノ（x）

et　T一’（x）　et　en　posant

　　　　　　　　　／・嗣一∫藷・（脇v（u・）一／訪（脇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蕪

supposons　que　1’on　alt　dans　1’intervalle　o．〈．，x　：；＄．a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　．s’（x）≦改κ）≦取κ）蕪乃）．

Posons　enfin　pour　simpli’fier　1’6criture

　　　　　　　　　　三一陶イ・ω・三一∫評（肱

i．　Japanese　Joqr．　M．ath．，　7．　p．　143　（i930）・

t

魯
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　　　　Dans　le　cas　ordinaire　nous　pouvons　consld6rer　que　f（x，　．“）　satisfait

2’L　ces　conditions　en　restreignant　convenq．　blement　le　doinai．i3e　D　；　tel　est

par　exemple　le　cas　oti　f（x，　p，）　est　continud’au　voisinage　de　1’origine’；

tandis　que　nous　ne　・pouvons　pas　connaftr6　pratiquement　les　valeurs

exactes　cle　U’（x）j’　Vrt（x），　U（x）’　et　P〈x）；n6anmoins　cela　ne　saurait

nous　emp6cher　d’arriver．　2t　quelqtzes　r6sultats　importants．

　　　　Faisons　maintenant　une　hypoth6se　essentieiie　E’t　notre　th60rie．

ID6sis．Rons　par　N（x）　la　borne　sup6trieure　de　la　quaBtit6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノてx，ッ）一ノてx，ジ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．ア一二y　　　　　，

quand　on　fait　varier，　en　1aissant　x　6tai）t　fixe，　．y　et　y一　de　toutes　les

mani6res　compatibles　avec　S（x）1ntig〈」，ST（x）．　．N（x）　est　alors　une

fonction　naesurable　coinme　on　le　d6iinontrera　ais6ment，　ainsi　que　la

fonction　plus　g6n6raie　tY’（x）　que　nous　lntroduirons　tout　th　1’heure．

Cela　pos6，　nous　faisons　1’hypothese　que　N（x）　esl　som77・2able　dans

e．〈．．．x一く．a　poier　tb21tt　7zombre　i　etzX　Pos2Zij　e．　1．e　cas　oti　Ar（x）　est　som－

mable　da礁s　oくx≦a　tout　entier　ne　fa至t　plus　de　difficult6，　et　nous

laisserons　ce　cεrs　de　c6t6　dans　1＆su琵e．　IEk　d6signic．nt　par、乙（x）une　fonction

primitive　quelgonque　de　2Vr（x），　nous　avons　donc　toujours　d6s　i：naintenant

　　　　　　　　　　　　　　　　　　lim　L（x）　：　一　oo．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　X→十〇

　　　　Ces　hypoth6ses　pos6es，　prenons　une　fonction　arbitraire　de　x　pt，（x）

mesurable　clans　1’intervalle　o　i：ixww〈一a　et　telle　que

　　　　　　　　　　　　　　　　，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　S（x）i：il」，o（pa）一く一T（x）．

ID6eenninoks　ensuite　la　suite　de　£onceions　．：ye（Jtf），　yi（x），…．．．　par　les

formuies

　　　　　　　　　　　　　　　　　鈴・硝ン齢）］alx．（1　＝　O｝　1，　2．．．．．．）一t

Ces　d6terminations　sont　possibles　en　vertu　des　hypoth6ses　que　nous

avons　faites　et　ces　fonctioiis　sont　toutes　contenues　dans　D　pour

of｛x＄a．

　　　　．乙αs2tl渉e　desノ“02ctibns二｝’〔｝（x），致（x），．陶（x），＿．．．607躍6鯉6　alors　7ers

2〃ze　S・IZttzbn　y（X）aleク・・〃6吻¢雁Z伽6砂（X）63々あse2tle∫・12ttibn　c・7Z－

te7zzde　dans　D，　sz’　／’07i　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　lip．。∫1：蹴／繊細
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Xl臨7z≠le　PIZdS　PetzZクzo〃zbTe　te／ク2〃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一∬（勾躍一五（x。）＋κ／一ゐ（κ。），

κ伽タ多t2〃z　no〃ibre　POSiilOf　arbzlrazlee．

　　　　Cette　propos圭tion　d6coule　imm6diateinen＃（！u　lemme　pr6c6deiit．　○聡

amanifestement　pour　un　e三ユtier　posit呈f　quelconque／s，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1ル）一酬≦∫迦（肋一鵬

et　par　COnS6q鷺ent

　　　　レ勧…（x）1≦∫ン・（捌鋼三一∫ン翫）双鋤

et　ainS圭de　suite　successivement．　DQnc　en　poSant　a・・一〇，β鴬α，～〆（x）

　：研（x）　etレノ（x）篇2＞（x）　dans　le　Iemme，　nous　avons　ind6pendemment

de♪

　　　　　　　　　　　　　　　　　　レi（x）一隔，（x）1≦ρ、（x）（1＝・，・，2，＿），

et　la　condi娠on　6nonc6e　ci－dessus　entra↑ne

　　　　　　　　　　　　　　　　　　lim｛・i（x）＝＝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　z：→十◎Q

pouガ。〈x≦a．　Donc　Ia　suite夕。（x），ユ’1（x），＿＿converge　et　la　1童mite

ニレ（x）　est　une　量nt6grale　de　notre　6quat量oll．　　On　d6montre　de　niGme

1’uniciも6　de　la　so1疑tion　e臓　Partant　de・1，in6ga圭it6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1ル）ツ捌≦∫1醐轟

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（C。q．　f．　d．）

　　　　Cette　condition　colltiellt　colnme　cas　pa枕icui圭er　la　cQncl｛tion

　　　　　　　　　　　　　　　　　　li夏n　　　6一ゐ（x＞．距μ（κ）＝＝o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　X一〉十〇

と）olnnユe　nous　ravons　remarqu6εしprさs　Ie　lenime　pr6c6dent。　Pεしr　la　m6me

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぞoccaslon　nous　avons　11ユontre　εしuSsl　que　notre　concl建10ik　entra1菰ユe　neces－

saユrement

（8）　　　　　liiTi　e－L（x＞．姻：x）鑑・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ一ン十〇

be　cl　ui　est，　etユr6alit6，　u1｝e　coBdition　6u伍santc　pou罫que　la　Solutioia　de

notre　6quation．soit　unique　dans　王e　dorrlaine　1）．　　Nous　1‘etl－ouvel’olls

cette　condition　daiis　Ia　su圭te　par　raisonnemenも　trさs　simPle　dQnt　la

prime登r　revient　it　M．　Tone丑i　et　que　nous　pr6cisons　quelquo　pcu．　Ila



Recherches　sur　le　Degre’　de　Grandeur　d’une　Certaine　etc． 26s

coltdition　que　nous　obtenons　par　la　in6thode　cl’approximations　succes－

sives　n’est　donc　pas　essentie！lement　une　conditiolt　sufllsante　tr6s　nouvefte

de，　1’unicit6　de　la　solution　de　1’6quatioti　diff6rentielle，

　　　　IE？aison＄　sur　f（」v，」，）　les　mSmes　hypoehdses　que　pr｛5c6deinment　sauf

en　ce　qui　concerne　N（x），・que　nous　remplagons　comme　nous　allons

voir．　lntroduisons　tme　fonction　continzte　et　non　c16croissante　Y（g）

d6finie　pour　xim＞．o　ee　telie．que　Yon　ait　’
　　　　　　　　　　lva［o）　：o，　JY（z）＞o　（g＞o），

撫6…1・∫瀦）喚・・p・・伽・e・S－6・・9・・p・・Z（の一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　on　a　alors　　　　　　　　　　　　　　　　　defonction　primltive　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l！1（g）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　lim　Z（6’v）一一一〇〇．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　g一十〇

Consid6rons　alors　la　borne　sup6rleure　de

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　プてx，y）一プてx，夕）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y（ターP’）　．’

quand，　x　6tant　fixe，　on　donRe　E’．L　y　et　fi　toutes　les　vale．urs　possibles，

compatibles　avec　S（x），〈，，．，，．or一〈y：．：；｛T（tf）；　et　ddsis．nons　cette　boine　par

xYt（x）．　Cette　fonction　xJYi（x）　est　mesurcable　comme　N（．y）　et　1’on　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆（x，夕）一二，夕｝！（アータ））≦・Yt（x）・

Nous　adopterons　ici　1’hypOthさse　que溜（x）est　so〃1〃2．tvblei　dans／ノ癖〆6ハ

oralle　e　1：；sx1＄a　PoztT　tozet　fzombre　Petil　PosiZij　e．

　　　　Supposons　qu’li　y　alt　dans　D　deux　solzitions　distinctes　y（x）　et　y一（x）

cle　notre　6quation　et　y（xt）＞N（xi）　en　utt　certain　point　xi　positif．　Au

voisinag，，re　de　ce　point　on　a　1’in6g“alit6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ル麟綴≠蝉吟）L－x，（x）≦・，　　　・

qui　est　v6rifi6e　jusqu’EL　ce　que　x　arrive　en　un　point　x2　ott　1’on　a

　　　r．　On　pourrait　dive　ati　lieu　de　“son’］inable”　“totalisable”．　IV｛ais　iE　est　inuti｝e　cle　faire

ce　cbangement　parce　que　1’hypotliese　que　一1”（」v）　soit　tot’alisable　entrt’tine　n6cessairenient　sa

sommabilit6．　　NOUS　aVO童ユS，　e識　efiセt，

　　　　　　　　　　　　　　　　ノ讐動画5≦隻爵κLκ’（x）≦・・

ot’堰@le　pren）ier　terme　du　premier　membre　est　sommable　dans　ES．A：：一S：et．　Ce　premiei一　membre，

6tant　totalisab｝e　et　toz“ours　clti　nitinae　signe，　doit　donc　etre　son）inable　et　pav　consdiquent　．．；SI’（x）

1’est　aussi．
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Pノ（」lf2）篇夕（κ2）．　M：ais　le　premier・恥ernbre　est　la　d6riv6e　d，une　fonction

absoluinent　continue
　　　　　　　　　　　　　　　　　Z［］．，（．fv）　一　y一（x）］　一　kY（x），

qui　d6it　donc　6tre　de　pltis　en　plus　grand　i－t　inesure　que　la　varietble　x

s’Epproclte　de　1’orig’rine．　D’autre　p，　art　cette　fonction　tend，　par　hypothe）se，

vers　一〇〇　quand；　x　teBd　en　d6croi．ssant　vers　le　pc　iikt　x・」．　．1）ar　consC．一

quent　entre　o　et　xi　il　ii’y　ci　pas　de　points．x：，　autre　qtte　1’oyigine　et

cette　fonctlon　cloit　y　Gtre　born6e　inferieurenient，　c’est一一St－dire　que　1’oR　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　麺　｛z［ノ（x）一夕（x）］TxY（x）｝ヰ・一〇◎．

　　　　　　　　　　　　　　　　　κ一一十〇

PuiSqUe・くP・（．V）う（X）≦〃（x），　n・uS　ne　p・uV・i・s　pas　av・ir，　a　f・rti・ri，

　　　　　　　　　　　　　　　　　lim　｛　Z［　1’Y（x）］　一　2Yl（x）　｝　＝　一　oo　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　X一レ十〇

No“s　conclRoi］s　cle　liL　qL｝e　si　cette　condition　se　rdalise　la　solution　doit

Gt；re　rmique．　］〉〈Tous　arrivons　ainsi　t’L　uine　conclltion　svifElsac　t’｝te　cle　1’vinicit6

de　la　solution　de　notre　6quation．　’
　　　　Cette　condition　est　satisfa量te　si矛（x）est　sommable　dans　o〈κ叢¢．．

C’est　la　condition　de　M．　Tonelli，

　　　　ER　otitre，　si　nous　posons　en　particulier

　　　　　　　　　　　　　　　　　y（ε）＝9，　　　Z（の諾1099，

Rous　avons　la　condition　cl’unicit6

　　　　　　　　　　　　　　　　　璽imグ陶灰κ）一・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　x一〉　十〇

qui　contient　la　condition　（8）　6nonc6e　plus　hatit　car　on　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　l　xY’（x）　1　＝．N（x）．

Cette　condition　contient　aussi　toutes　les　conditions　que　nous　avons

6nonc6es　dans　notre　m6moire　pre’c6clent．　Pay　exeniple　si　f（．xt，　o，）　est

contlnue　／／t　1’origine，　on　peut　prenclre　LS’（．tu）　et　lr（」r）　de　maniere　qtfelles

l翻臨麗、着謬．c糊d器、que　totites　les　sol“tions　possibles

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　序ア（X）寵0（X）　　（At→十〇），

grace　au　th（50re．；me　cle　la　nio］｝TeRne　cle　1’int6s，rale．　］）onc　．il　sutllit　1＞oLtr

l’unicit6　de　la　solutlon’　que　la　limi．te

　　　　　　　　　　　　　　　　　lini　e一’Y〈X＞．x

　　　　　　　　　　　　　　　　　x一〉一i－o

soi£　finie．

　　　　Nous　tenoiis　2L　la　fin　cle　ce　m6molre　eL　renaercier　iNtl．　le　professeur

T．At［atsumoto，　qui　a　bien　vouill重irc　notre　iηan鷺scrit　et　nous　εしider　pεし1’

de　nonibreuses　siigg’estions　clont　nous　avons　tir6　grand　profit．


