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　　　The　freqtiencies　of　tlie　vibr．fttion　of　the　Japanese　hanging　bell　are　calculated　on

the　asstunption　that　it　is　a　circulav　cyliiicler　w｛th　a　hen］ispherical　cap　aiid　no　line

traced　tipon　the　middle　surface　of　the　shell　undergoes　extension　when　the　bell　is

sotmclin．cr．　lt　is　found　that　the　frequencics　of　the　parti．ll　tones　of　a　japanese　bell，　of

which　the　1’oisson’s　ratio　is　i／3　ancl　the　ratio　of　the　iei）gth　of　the　cylindrical　pLart

to　its　r，Rdius　is　3／2，　are　in　the　ratios　35g：　g81；　1847：　．　．　．　．．

　　　　The　shape　o£　tlie　Japanese　beil　may　roughly　be　represei？ted　by　a

circular　cylinder　wi．th　a　heinispherical　cap．　Btit　its　thickness　is　not

uniform　everywhere，　being　very　thin　at　the　portion　where　the　cy1in－

drical　pac　rt　chans．es　to　the　spherical　£orna　and　very　thicl〈　at　ehe　edge

as　wel，1　as　at　tke　top　of　the　bell．　Since　aik　exact　calculation　is　iiadeed

scarcely　to　be　hoped　for，　we’ ≠唐唐浮高?，　in　tlie　present　paper，　that　the

thicl〈Ress　of　the　shell　is　uniform　througkotit　ehe　bell．　The　vibration

of　a　splier”ical　sl｝elli　afid　of　a　cylindrical　shell’2　are　treated　by　1．ord

Ray1eigh　on　the　assumption　that　the　shell　is　cleforiined　by　pure　bend－

ing・．　IEToliowing’　1．ord　IR．ayleigh，　we　，kssimie　that　any　line　on　the

niiddle　surface　o．　f　the　sh　ell　imdergoes　no　extension　xvheti　the　bell　i．s

sotmding．

　　　　］1．et　r，　e，　g　be　the　spherical　polar　coor｛linates　of　any　point　of

ahemisp1．lerica1　shell　in　the　equ圭1ibr沁1n　state，　and　iet（？！，　r・u，　Tのrepresent

　　1．　1．ord　Rayleia．h，　Loncl．　］，fath．　Soc．　Proc．　15，　4－6　（188i＞；　Sclenti．fic　Papers，　voa．　．　i，

pp・　Ssl－g62．

　　2．　Lord　Rayleig．li，　Roy．　Soc，　Puoc．，　45，　1os－i23　〈i888＞；　Scientifi¢’Papers，　vol・　3，　pp．

2r7－232．
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the　displacement　of　that　poir｝t　in　any　state

of　vlbration，　？i・　being’　the　component　along

the　radius　vector，　”u　that　along　the　tangent

to　the　pckrallel　in　the　increasing　direction

of　g，　and　70r．that　alon．o．’　the．　tang’r．ent　to　the

meridian　in　the　decreasing　direction　of　e．

Then　tke　most　general　possible　forms　for

？t，　v，　7．e，　wlaen　the　bounciarles　of　the　shell

are　two　circles　of　latitude　and　the　displace一　X，

inent　is　thae　of　pzzre　benctit3　g，　are　given　byi

　　　　？”＝一Σ｛＠＋COSθ）4、tan・・望＿COS（フzg＋勾

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0
　　　　　　　　　　　　　　一　（72；　一　cosO）B，，cot7i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cos（ng＋Bet）｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　，．1　＝　sz＞、θΣ｛A，，t。。・・θ。…。（“9÷。、1．）一伽…θ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　，、，一一、宝。θΣ｛A．tan・互。。、（即＋（Xel・　θ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ク　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ

where　A，，　a封d瓦are緬1ctions　of　tlmeちα。　alld

and　the　summation　is　tal〈en　with

zero　to　infinity．’　But，　since　the　terms　for　n．＝：o

to　the　clisplacements　of　the　shell　xvhen　it　m　oves

m’≠凵@be　omitted　from　the　summation．

（i）　to　ic　hemispherical　ske11，

must　be　finite，　we　must　reject　the　terms　contalni

we　．cret

　　　　　　　　　　？t＝＝一Σ（〃＋COSθ）A，、　tann一一32一．CoS　（ng＋α，、），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　”d　＝　sin　OXA，，tan”一一〇一sin（ng　＋　cr一，t），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　7．cJ　＝　一sine＝A，，talt”・一一一く！一一一cos（ng＋a，，）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　Next　iet　a，　g，　tt　be　the　cylindrical．　coordinates

circular　cylinder　of　radius　a　and　u，　zi，　7．v

　　　I．

び

e

民

9

＼

詳

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　sin（ng　＋　B，i）｝，

　　　　　　　）　＋　B．cot”’gE：’一cos（n9　＋　t3，i）　｝　；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P，i　pure　constants，

　　　　　　possible　integral　values　of　n　from

　　　　　　　　　　　　　　　　　　and　7z＝i　correspond

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　as　a　yigid　body，　they

　　　　　　　　　　Moreover　to　apply　equations

since　the　displacen3ent　at　rlie　pole　e　：o
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　Thus　　　　　　　　　　　　contalning　cot”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o£　any　point　on　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　be　the　components　of　dis－

A．　E，　II．　Love，　Math．　［Cheory　of　Elasticity，　4th　ed．，　p．　so8，
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placement　in　the　directions　of　increase　of　a，　g　anct　．rv一　respectively．

Then　for　a　circular　cylinder　of　finite　length，　when　the．　Clisplacement

is　restrictecl　to　ptire　bending，　the　most　general　possible　forms　for　7i，

rv　，7v　are　given　byi

　　　　　　　　　　7ドΣ耐！歪’，、sin（ノ～9＋（1。、つ＋・2曳！9sin（7zg・＋β，、ノ）｝，

　　　　　　　　　　・・＝＝Σ｛4’C・・（n9＋α，、’）＋31…C・・（・・9＋β’・・）｝・　（3）

　　　　　　　　　　τ鮮一Σ一儲ゑ1sin＠9＋βの，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　7Z

where　A．t　and　B，・！　are　functions　of　X，　cand　a，．，i　．knd　P．t　are　pure　con－

stants．

　　　　If　we　coiasider　the　bell　as　niade．　t｝p　by　tlie　hemisphei‘e　belng

connectecl　witl｝　the　cyli．ncler，　as　its　cap，　since　ehe　displacements　given

by　（2）　and　（3）　must　be　equal　at　the　connecti．n．cr　plane，　whlch　may　be

taken　as　s一＝o　passing　through　the　center　of　tlie　hemisphere，　we　get

　　　　　　　　　　〃ri’，、　S｛n（7zg・＋・（・，！）＝一クzA，t　c・S（卿紹7∂，

　　　　　　　　　　A．i　cos（ng　＋　a．，t）　：　Ao，　sin（ng　＋　（in）　，

　　　　　　　　　　一　！一B，」　sin（7ig　一e　P．’）　＝　：　一　A，，　cos（7・2g　＋　（z，，），

　　　　　　　　　　　　　クl

or

　　　　　　　　　　　　（x，，t　mny　wwt”ww　＋　an，　Ant　＝＝　一An，

　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　　　　　　　　　　　　Bn’um－3　＋am　B，」＝’uUI　A7t・

　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　a

Substituting　these　valttes　o£　／｛｛．’，　！lir，，，’　rt．’，　B，！　g　iven　by　（4）　iii　（3），　we

obtaiB

　　　　　　　　　　7．t　一nd　m　F］n（i．r　t／　s’）An　cos（ng＋　an），　／

　　　　　　　　　　1二逸撚1洲1．〈5）

　　　　In　order　to　・calculate　the　frequencies　of　vibration　of　the　bell，　first

let　us　obtain　its　kinetic　and　potential　energies．　Let　p　be　the　density

　　i．　A．　E．　1－1．　Love，　loc．　cit，　p．　so6．
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of　the　mater量a1　εしnd　2乃　be　the　th…ckness　of　the　she11．　　Then　the

kinet至。　energy　per　unit　area　of　the　she1圭圭s　evidently　given　by

　　　　　　　　　　ρ〃｛（02・1．dt）2＋（勢）2＋（讐）2｝．

If　the　length　of　the　cylindrical　part　is　／，　its　kinetic　energy　Tc　is

　　　　　　　　　　T・e→1、∫諏｛（Oepot）2＋（窪）2＋（弩）2｝卿ぬ

Whe航he　va1“es　of　zt．，・u，τσo£（5）are　substit鷲ted　in　the　above　equation，

all　the　terms　containir3g　products　of　sines　or　cosines　with　dif壬brent

values　of　フ1．va捻ish　in　the　integ’ration　with　respect　to　≦ρ，　as　do　also

those　which　contain　cos（ク・sc）＋勾sln（クzg＋・，t）．　Accordingly

T・＝＝mpa／li・Σ｛（ntt＋2）＋（n2＋i）（・・1響）鴛／｝（讐）乳（・）

　　　　The　pQtential　energy　of．　ben（1ing　per　unit　area　of　the　cy1圭ndrica圭

sheli　isl

　　　　　　　　　　　I刀｛た2＋・（1－ff）～｝，　　　　　　　（7）
　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。

wheyeたand　r　are　glven　by2

　　　　　　　　　　侭一1・（1敦＋・ケ

　　　　　　　　　　・切継（　　　　02・tT一一一一　　　　〇9）・　　　　．

and．Z）is　the、　Hexural　rigidity

　　　　　　　　　　D．　，me・E／・3．．．Aμ”3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ
　　　　　　　　　　　　　　3　　1一σ　　　3　　三　σ

E，σ，and　li　being　Yot　n9，s　modulus，　Poisson’s　ratio，　and£he　modulus

of　rig玉dity　respectively．　US量n9乞he　values　of〈5），　we　get

　　　　　　　　　　乃一一1，Σ・・（｛）（・÷）4…＠・鴫

　　　　　　　　　　呪，ΣクZ（・・2－1）A・・　・i・（卿・）・

　　L　　A。E。　H．】しove，　loc．　cit．　P。503．

　　2。A．　E、　H．　LOve，10c．　cit。　P。507．



　　　　　　　ATh・・刎の乃げ伽窃・・げ施ψ郷θ働碑B・ll・　3、9

The　potential　e1竃ergy　Vc　of　the　cyIindrical　por亡圭on　is　obtained　by　i捻一

tegぎating　the　expressio難　（7）over　the　shell；and　we　g醜

　　　　呵1、∫諺D伽卜・）・雲｝聯

　　　　　　÷望♂Σ・～（｛）a・｛（・…）÷÷￥）｝43

　　　　　　号て細細・Σ・i”（｛）’2｛（・一・σ）＋響＋÷穿諺｝為2・（・）

　　　　Th・kih・tic　e…gy　Ts・・d　th・p・t・nt面e・e・gy　Vs・f．　th・he師一

sphe】ゴcal　portiOlユ　are　g・iven　by£

圃〃Σ（響うで・il…｛・S・・…＠＋…の・｝…恥1畝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
稽π髭多3Σ・・2＠2　一　・　）2A・2∫i“’・・n臨辮θ・

By． 撃?毛ransforma盛on　Of　the　var量able　I十cos　O　：x，　we　easily　get　the

re雀ation

　　　　　　　　　　ロ
　　　　　　　　　∫1・…θ｛・S・・L’θ畑…θ）2｝…鍬勉

　　　　　　　　　　　　　一∫：｛（・…）・＋・囲一xa｝（2ヂ轟・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　。　　　　θ
and　s董mi董ariy　by　putt11ユg　tc211　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　篇κ，we　g’et

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　に

　　　　　　　　　∫1・an尋論嘱，鵜プ

He難ce　the　expressions　for　Ts　and　Us　become

T・一・ρ・2〃Σ（flitllL）asi　｛（．　一　，）L’＋・（・・＋1圃（2ヂ鵡（・）

　　　　v、＝．2　π4LΣ7z（fa～一1）（2デノー、）為・．　　　　　　　　　（Io）

　　　　　　　　3　　a“

　　　：From（7），（8），（9）and（Io），　we　dbtain

　　LA．　E．葺．　Love，　loc．　cit，　P．513．
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勧2〃Σ〔＠2＋・）計＠2＋1）（・＋罪）響

　　　　　　＋∫：｛（・・一1）・＋・（繍一vv2｝（2ヂ轟〕陽）乳（・｛）

尾π髪3Σ・・2（｛）て、i。｛（・…）＋2isesi

　　　　　　＋1豹か＋毒1三i）コ”・〈一1・2　　（・・）

as　the　total　e礁ergies　of　the　composite　shell．　　「rhe　k三netic　energy　7

　　　　　　　　　　　　　　コ
is　a　series　of∠4，、2　and　the　potential　encrgy　V　is　εしseries　of　∠Zπ2，　so

that　the　coe｛丑cients　A，t　are　reaily　the　normal　coordillates　of　the

system　a，nd，　by　subst童tutin9（1！）and（12）沁　I」agrar｝ge，s　equet宅ion　of

　　　　Mot王013

　　　　　　　　　　　4　　∂T　　　　∂v

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　う　　　　　　　　ワ

　　　　　　　　　　　擁∂濯，、　の歪。

it　fo1圭ows　that∠4，i　is　proportiOna，1　to　a　simPle　harmonic　function　of　the

time　w漉afrequency　A／2πanclφ，t　is　given　by

　　　　　　　　　　　　2

爵箒参・
where

pma　n2（n2’　一一　i）2［±．　．　｛（3　L　2cr）　＋　一Zit5／

　　　　　　　　　　　　千1％l12｝．1＋詣）｝

卿2＋・）1÷圃（　　　　　i　7z／1十　　　　　3　a）夢

　　　　　　　　　　＋∫：｛（・多＝・ア＋・（画一κ・r（2ヂ血

The・　integral

　　　　　　　　　f（n）imeSl’｛（n－i）2＋2（7i＋i）x－x’！｝一（rm2一．pa，X，）”dx

cap　be　evaluatecl　for　any　integrai　value　o£　n．

been　calculated　by　Lord　R　ayleighi’　as　foilows：

（i　3）

ノて2），〆（3）andノて4）have

　　1．

P・　430．

L・・dR・yl・igh，　Sde1・t16・P・p・・・…い・P・557；甲h町・F　S…d・2・d・d・・d・王・
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　　　　　　　　　　〆（2）二1．52961，

　　　　　　　　　　f（3）　＝＝　i．88is6，

　　　　　　　　　　ノて4）＝2．29609．

　　　　［L’o　obtain　the　ratios　of　the　frequeRcies　of　vibraeiok　of　tlie　Japanese

bell，　i£　we　assume

　　　　　　　　　　　4＝＝一y3一一　and　aF＝」

　　　　　　　　　　　a　　　2　　　己．　　　　　　　　　3

as　the　reasonable　values，　we　find　from　（i3）

　　　　　　　　　　p22，＝　＃tl“　×12．gl，

　　　　　　　　　　　　　　　3，0a

　　　　　　　　　　p，21agt44，2×g6．2s’，

　　　　　　　　　　　　　　　3pa

　　　　　　　　　　あ2－2・奪・、4L・・，

　　　　　　　　　　　　　　　3Pa

and　therefore　we　get

　　　　　　　　　　2φ2　：ノう3　：ノ短＝・1／12．91　　：　　1／96．25　　　：　　1／34Lエ。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝359　：　981　：　1847

as　the　ratios　of　the　frequencies　of　partial　tones．

　　　　Equation　（i3）　may　be　written　in　the　form

　　　　　　　　　　A2謬汐（∠・の・＞

Therefore　we　see　that　the　frequencies　of　corresponcllng　vibrations　of

similar　bells　m　ade　of　the　same　inaterial　are　directly　proportional　to

their　£hickness　ancl　inversely　to　the　squares　of　their　raclii．　lf　the

similarity’@extend　also　to　the　thlcl〈ness，　the　frequencies　are　inversely

proportlonal　to　tkeir　liRear　climensions．　H’ence，　lf　the　dimensions　are

halvecl，　cr［1］　the　tones　should　rise　in　pitch　by　an　exact　octave．

　　　　In　equation　’（ir）），　if　we　make　the　iength　／　infinitely　small，　we

obtac　in

駆諾∫1｛（，Z一ア綜ご，陣伽・
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This　is　ex瞭1y　the　saiユle　as　the　equation　obta｛n癒d　by　I．　ord　Rayleigh韮

fgr　the」irequencies　of　vibratioii　o£a，　hemispherica里she11．　On　the　other

haBd，　if　we　make　the　length／of　the　cyliitcler　in且nitely　lohg　in　com－

parison　wi乞h　the　d量ameter，　the　frequencies　are　given　by

　　　　　　　　　　撫ガー3ρ（2Alii’1－a）。・璽鳶1）2

　　　　　　　　　　　　　　　＿　El・2　ク・窪鍵一・）2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　3ρ（1一σ2）α4　　　　7z2十I

These　are　also　identical　with　those　of　a　cylindrical　she董10btaind　by

Lord　Rayleigh？．

　　　　The．writer’s　best　thanks　are　due　to：Profossor　K：．　Ta11〕aki　who

suggested　the三nvestigation　and　ga，ve孤uch　valuεしble　a（iviceεしnd　criti－

cism．

1．　Lord　Ray］eigh，　Scientific　Papers，　vol．　1，　p．　ss7；［ll”heory　of　Sotmd，　2nd　ed．，　vol．

三，P・429・

　　2．　Lorcl　Rayleigh，

！，　P・　417・
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