Uber die Funktionen mit links
beschranktem Realteil

von
Akira Kobori

(Eingegangen am 8. Mai, 1933)

In den folgenden Zeilen betrachte ich dic durch diec Potenzreihe
@) =c+cz+...... , 0, V1

dargestellte Ifunktion, die in einem Kreisbereich regulir ist und dort
der Bedingung

(1) Rr(z)>A

geniigt.t

Im ersten Teil untersuche ich die notwendige und hinreichende
Bedingung far die Existenz solcher FFunktionen.

Im zweiten, dritten und vierten Teil betrachte ich dic Anwen-
dungen des Hauptsatzes, den ich im ersten Teil diescr Note bewiesen
habe ; ndmlich ich ziehe im zweiten 'l‘ejl die beschriankten Funktionen,
im dritten Teil die Funktionen mit beschrinktem Argumente und im
vierten Teil die Stern- und Rundungsschranken der in einem Kreis-
bereiche reguliren Funktionen in Betracht.

Im finften Teil untersuche ich die a-Stelle der IFunktionen vom
Typus (1) und im letzten Teil mochte ich die Schlichtheitsschranke
der Funktionen demselben Typus in Betracht zichen.

I. Das Hauptproblem
1. Es sei

f(g) =cy+ A S

1., Unter NE versteht man den Realtetl von &,
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cine Potenzreihe mit den beiden Anfangskoeffizienten

f(0)=£0, I' f(\()(o):lfw Rey> 4, cyTEOo, V=T
} 2

und es sei fir |z| <p dic Funktion /(z) regulir und gentige dort der
Bedingung

RAz) > A,

wobel ./ eine beliebig gegebene Konstante bedeutet.

Tlier entsteht das Problem, bei gegebenen A, ¢, und ¢, die IFunk-
tion @(cy, ¢y ;.A) derart zu bestimmen, dass im Kreise [z]| <@(c, ¢, ; ),
aber nicht in einem grosseren Kreise, eine IFunktion mit den Anfangs-

koeffizienten
J@)=cy+ ez + ... ,
reguldar und vom Typus (1) ist.
In diesem ersten Teil mochte ich dieses Problem und einige
verwandte Problem losen.
Satz I O(cy ¢y ; A)= JM
‘Cv|
Beweis. Es sei die Funktion
S@y=ct o2 +...... , Rey>A, e,=0,v=1
im Kreise |z|<p regulir und vom Typus (1), dann ist die Funktion
Sz)=/(5)— A
dort regulir und geniigt der Bedingung
RAlz)>o.

Nach einem bekannten Satz ist fur |z]=r<p

Fza

270
et = ~—I“S RA(re?)e= 208,
o]

d. h. es ist

lalr=t TR ANV = 2R A).
0

.7
Daher, wenn » gegen p strebt, ist
ley|pr=2(Rey—A),
d. h.
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p<A/ ’(ﬁét‘I'

Folglich ist
s
[y ]

Um zu zeigen, dass

@(5(); C\,,A) A/ Z(g{éfo [‘1)

5vl
ist, brauche .ich nur eine spezielle, fir |z| < ,y __2.@1'@“‘_442_ regulire,
Cy

Funktion

S =c+es ... , Rey,> A, cy==0, v=1,
deren Realteil >.A ist.

V
In der Tat ist die Funktion ——">——— im Kreise |z|< // Z(ﬁ‘“ )
7(%50 fl) ('V I
dem absoluten Betrage nach <{1. Daher ist die Funktion
Lu"‘.fl a En""!‘/l +1 . L‘yzv
ﬁ(z): Eﬂ"‘A + I— (/'()""A"!" - ZV(S{Cu"A_fl)
_— Zo—A—1 €y3

TAF1  2(Re—A)

im Kreise |zl < ,:/ 2(Re—A) regulir und dem absoluten Betrage

Cy
nach <i1.
Also ist die Funktion .

A A+ i—(A—1)A2)
="

im Kreise |z| < A/ _7(_3{21_1_.4)_. regulir und vom Typus (1). Ferner

ist

A+1—(A4— 1) G
Ao)= - = Ml+l =a

= G 1——1
—A+1
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S0 =/ (0)= ... =/ P(o)=0

¢ L.,-A +1)
(l_ »n'—f.l"“l )2

C“—/Zl + I
Daher existiert wirklich eine Ifunktion der Gestalt

f(z):(;l)+5v3v B LT ,
die die Bedingung (1) erfullt, Damit ist

@(% Cy; A) I\/ Z(RL:\ /1)

‘LVI

/0)=
v!

was zu beweisen war.
Man kann diesen: batz mit anderen Worten folucnd(,rmassen aus-
driicken :
Satz . Es sel die Funkton
AD)=cy+ e +...... , Rey> A, cy7F0, v=1
in Kreise 2| <p regulir wund

Rf(z)>A.

Dann st fiir tere Existenz notwendeg wd /mu’ezc/zma’ dass
p</J (J{Ln
l(fv‘

1st.

Besonders fiir A =0 hat man einen Satz iiber dic Funktion mit
positivem Realteil. Der Satz besagt :

Satz III. Zs sel die Funktion

Ay =c+az+...... , Raw>o0, eyFo0, v=1
un Kreise \z| <p regulir und

R Az)>o.

Dane ast fiir die Existenz solcher Funfktion notwendig wnd liret-
chend, dass '



7st.
2. THierbei entsteht ein anderes Problem als Zusatz des Haupt-
problems, wenn man anstatt der Bedingung (1) die Bedingung

(2) A<Rf(2)<B

in Betracht zieht. Dicses neue Problem machte ich untersuchen.
Das Problem besagt :
Satz IV, Fs sed dre Funktion

JE) =+t + .. , A< Ne, < B, eyF0, vE=1
wm Kreise |z| <p reeuldr und gemiige dort der Bedingung
A<NR/(2)< B.

C Danne st fiir thre Existens nolwendie wund hinreichend, dass

=¥ 2AB—A) _ ( Ney—A )
PW"/ leylm SN\ -4 "

757,
Beweis. Die Ifunktion

{ g—d 1
g’(g):[J - R L

bildet den Streifen A< Rz< B auf die Halbebene Re(z)>o0 ab. Wenn
also die Funktion '

=a+0+......

im Kreise |z| <p regulir ist und dort der Bedingung (2) geniigt, so
ist die IFunktion o

o A 1
. fle)=~U B4 2
wieder im Kreise |z] <p regulir und geniigt dort der Bedingung
RA() >o.

Wie man leicht nachprift, ist
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Si(o)= (3'—733—5027 ﬂ{sin(%“) i COS(%%E»

' - B Reo— A
: s \N— - el P R o
mit  R/(o)=¢ 4 sm( B ) >0

(3)
fe)=A"(0)=......= A X o)=0
1 R ey ,-(Jf&:’i____‘_ﬂ),

¥ X
A= BT T

wobei unter J¢ man versteht den Imaginirteil von ¢, und daher nach
dem Satze I, )

p=6{A(0). A0} o}

v
:y Z(B‘_‘A> Sin ml])’—A 71_)
eyl B—A

Um zu beweisen, dass diese notwendige Bedingung auch hinrei-
chend ist, geniigt es zu zeigen, dass es wirklich eine Funktion gibt,
die im Kreise |z]< /;/ 2(B~—4) .sin %E"_A n) reguldr ist, dort
) ley\m B—A
der Bedingung (z) geniigt und die Anfangskoeffizienten

SO)=ar —Lro)=c,

v
besitzt.

Wie man beim Beweise des Satzes [ sieht, gibt es wirklich eine
Funktion :

£i(2) = Afo) + :' So) + ..,
die im Kreise |z| <(~){ Alo), I' AY(0); o} reguldr ist und dort der
! ,
Bedingung
(@) RA(z) >0 :

I

geniigt, wobei £A{o) und A%(0) durch (3) bestimmt sind.

vl ”

Wenn £(z) im Kreise |z| <@{f1(o),

vI' £A%%(0) ; o} vom Typus
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(4) ist, so ist #(z) vom Typus (2), und umgekehrt. Daher ist die
Funktion

/6

2 7

vom Typus (2), wobei firr den Logarithmus der Zweig genommen ist,
in dem

log 1=o0

ist', Daher, wic leicht einzuschen ist, sind

vf(o)—: A’{"])) + B—A ‘/h'( (»'n_A 1 )

2 i N B—A B 2
=(q ‘
T ()= B—-A /(o)
v! 70) 2 Si(0)
L—d  me,

a2l

e B—A

was zu beweisen war.
Wenn A= —7B (B>0) ist, so erhilt man den
Satz V. Fs sci dee Funktion

f(:):(»'“‘{“'(-vgv‘{— ...... ) [57{60|<B, €,==0, V21
wm Rreise 5| <p regular und gendige dort der Bedrgung
[ RAG)| < B.

Dann ist frir die Existens solcher Funktion notwendre und hinrerchend,

dass
< 4B Reo 7->
p"—/\/ ley |7 S\
7st.
3. Da
sin(WmC“ c! n) =sin (—————————B_ Ry
B—A B—A

ist, so ist, wenn / gegen —oo strebt,

1. Fortan ist diese Bemerkung giiltig fiir den Logarithmus.
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Sin(ﬁf"_::{flmﬂ sin( B—Rey 71')

1 B—A . B~ A _

1im = hn’] =
B~—A B—A

Daher hat man fur diec Funktionen mit beschrinktem Realteil den
Satz VI. Es sei die Funktion

@)=t +...... , Rew< B, ey=Fo, v=1
n Kreise \s| <p regulir und
RFA()<B.
Dann st jiir 7717;/: Loxistenz notwendre und himreichend, dass

p=?_2(B=Nc)
(‘vl
75t
Wenn v=1 ist, so hat man den

Satz VIL. (Lindelof) Zs sei dic Funktion

JE)=ataz+...... y Rey<< B, ay=ko0
wm Kreise |z| <p regulir und gendige dort der Bedingung
RA()< 5.
Dannr st fiir thre Fxistens notwendee wund hinreichend, dass
< 2(B=Na)_

=l

Zt!

II. Uber beschrinkte Funktionen

4. Nun gehe ich zu Anwendungen des Hauptsatzes tiber, und
heginne mit beschrinktem Funktionen.

Satz VIII. . Es sei die Funktion
S =+ + ..., y e < A7, cy7=0, v=1
tm Kreise |2\ <p regulir und gcniige dort der Bedingung

A=) <Az

1. Lindelof: Acta Societatis Scientiarum Fennicae, 35 (1908).
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Dann st fiir dre Lxistens solcher Funktion notwendeg wnd hin-

rerchend, dass
- f][ '—I Lnl'
p= A/ rar

Peweis. Es sei die Funktion

FE)=cte+ ... , el <A, ey3=0, vt

752,

im Kreise |z] <p regulir und geniige dort der Bedingung
[ A=) < a7,

dann ist die IFFunktion

icl
JCE—

wicder im Kreise |s| <p regulir und erfiillt dort die Bedingung
NAls)>o.

Ferner sind

Rhio)=—AC=lal® g
A=
SE)=A"(o)=...... =" o)=0
J! S o)= ol _ ==o.

=Y
M(‘ ﬂf)

Daher ist nach Satz I,

p=0 {ﬁ(O),

__/J ,J[ - I(/nt
Az l( vl
Um zu zeigen, dass diese Bedingung auch hinreichend ist, geniigt
es, cine IFunktion mit den Anfangsgliedern

uI! 7i(0): O}

Cot ey’ Faann, , e <7, e,70, v=1
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zu geben, die im Kreise |z| <;/J_]£%;l—‘—€.l‘lf_ reguldr und dem ab-
Mle,

soluten Betrage nach <J7 ist.
T oV T T
Da die Funktion m—-‘/z—[i"f—m im Kreise || <;/ M= eol”
el
dem absoluten Betrage nach <1 ist, so ist dic Funktion
MM,
TR T T e TG
A E~— l[nl“

Coly v

ol

-+

f=)=
1+

im Kreise l:T<p regulir und dem absoluten Betrage nach <44,
Dass seine Potenzreihenentwicklung mit

ot e+ ...

beginnt, iibersiecht man auch mit einem Blick, w.z. b. w.
Besonders, wenn v=1 ist, erhilt man den
Satz 1X. (Tandaw) Zs sei die Funktion

/(:):(‘0‘*“ (:13“!" cevsany lﬁ()l <./]/, 6==0
e Rreise || <p regulir wnd gentige dort der Bedingung
| /()| <az.

Dann st foir thre Existens notwendio und lhinreichend, dass

§ p .ﬂ[ — I 6‘“ l 2
el M| e
A ‘
5. Is sei die Funktion
So)=cotes...... , el <A, eyo0, v

im Kreise |z| <p regulir und gentige dort den Bedingungen
| )| < a7
Ff)Ea, (| <A,

so ist die Funktion

0'('75) = .:L[{;f(:) ~({_L
S At —af(s)

1. E. Landau: Vierteljahresschrift der naturforschenden Gesellschaft, Ziwich (1907)
Vgl. anch S. Kakeya: Science Reports, Tokyo Bunrika Daigakua, I (1932).
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dort regulir und
o<] glm)| <.
Daher ist die FFunktion
Si(z)=log{e(2)}
wieder im Kreise |z| <p regulir und
(6) R/(z)=log|e(=)| <o.
Terner sind
( ./]’[(C()""a)
V.7a 2—(7('0

Si(o)=1log

Acy— )
j’[l - aC(\

fll(o) :/;”(O) T :j‘l(v—l)(o) =0

mit R/ (o)=log <o

(7)

~1

L roxe)= (A= |ale, .
v! 4 ( ) (fn_’l)(ﬂ’/?"“&ﬂu)

Also ist nach dem Satze VI

o T 0= i
= A/ (AR log ﬂ[((u—a)

Man kann leicht, wie beim Beweise von Satz I, dic im Kreise

=] < i(&;(i(flaft :] (a‘(.',)‘ logi j]][[( ;;:7;") ]_ =] regulire und dort

der Bedingung

‘ﬁf;(z)<o

gentigende Funktion /(z) mit den Anfangsgliedern

M {(cy— ) 1 A= al¥e,
A —ac, (co— )AL —c,)

log

konstruieren. Iolglich ist die Funktion
g()=c"

im Kreise |z} <" regulir und
le@) =<
e(z)=o.
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Daher ist die Funktion

M{Ao(=)+a} -

/)= A+ ae(s)

wieder dort regulir und vom Typus (5). TFerner sind

_M{Mg(o)+a}
A+ ag(o)
a7 { V4 ?gc‘o - %) a}
. ﬂ[“‘_‘a(:“ =
- L Ma(cg—a) o
17 5 —
! + f‘[“ - .a—(."

7(0)=/"(0)= ... =/ (0)=0,

I o o)== M g'(v)(O)
v! /0) vl A+ ag(o)}

Slo)=

(A7 =a|?) =0,

Damit ist folgender Satz bewiesen :
Satz X. s sci die Funktion

JE)=atas+...... , e <A, ey==o0, vE
i Kreise \z| <p regulir und gendige dort den Bedmgungen
)l <ar
: S@)+a, |a|<az
Dann. st fiir die Existenz solcher Funklion notwendee und hinrer-
chend, dass . .

< _(a—a) A7~ ac,)|
P“A/ @ =1a9]e,]

AP —acy F

A (cy—a) |

- log

i
75t.
Diesen Satz kann man auch folgendermassen formuliern :
Satz XI. ZFEs sel die Funkiion ‘

SE=at e +...... , leo| <A, ey==0, vt
em Kreise 2| <p regulir und geniige dort der Bedingung
/(=) <ar.

Ls ser ferner

’

<o) o=@ =ac)] .| W*—aa,_
PN T GE=TaBlel O M=) |
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dann besitzst f(z) e dicsenm Kretsc nundestens eine a-Stelle.
6. Wenn man im Satze XI a«=o0 setzt, so crhilt man einen Satz
itber die Nullstelle der beschrinkten Funktionen. Der Satz lautet :
Satz XV. Fs sei die Funktion

fE)=ata+...... , el <, o0, v
i Kresse |z| <p regulir wnd gendige dort der Bedingung
| /=) <as.
CEs sel |

g

p> ] 2

TR
Cy | ‘170‘

so besdst f(2) dort wndestens cine Nullstelle.
Fiir y=1 erhilt man den
Satz XIII. (lindelsf) Zs ses die Funkiton

SGE)=ctaz...... , el <, o
ane Kreise 2| <p regulir wnd gendige dort der Bedingung
|F(=)| <az.
Ls sed ferner

Co

L
| ol ’

dann besitst f(z) e diesene Kreise mindestens cine Nullstelle!

p>2 log

[

II. Uber Funktionen mit beschrinktem Argumente

7. Nun gehe ich zur zweiten Anwendung des Hauptsatzes {iber.
Es sei die FFunktion

SE) =tz + ... , o< Arge, <z, ¢,7F0, vE1

im Kreise [s]<p regulir und gentige dort der Bedingung

FAGESS
o< Argf(z)<z’?
So ist die FFunktion
1. E. Lindelsf a.a. O., S. Kakeya a.a. O.

2. Unter Arg { versteht man den Hauptwert von arg &
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Alz)=7log /(2)
dort regulir und
—r<RA(D)= —Arg f(z)< —o.

Daher kann man mit Hilfe des Satzes IV folgenden Satz beweisen :
Satz XIV. Zs sei die Funlkiwon

S@D=cyte2...... , o< Arg ¢,<r7, ¢y=Eo0, V=1
n Kreise 2| <p regulir und dort gendige den Bedingungen
FAGE)
o< Arg Az)<r.

Dann st fair thre Existens notwendee und hinreichend, dass

Pé;/ 2(r—a)| e sin( T—Arg ¢, 7{)
‘Cvlﬂ'

T—a

A :
Satz XV. Es sei die Funkton

S@)=cyt s + ... , o<<Arg ¢,<t, ¢,30, vEI
i Kreise |z2| <p regulir wund gendige dort der Bedingung
o< Arg f(z)<z. -

Iis ser fL’?‘?ZL’?'

P>N/ 2(rlcyo-)|c.,l Sin( r—;Arg Ca n) ,

—a

danne besitzt f(2) dort mindestens eine Nullstelle.
Iar o=—1 (r>0) erhilt man den
Satz XVI. Ls sei dic Funlktion
S2y=co+ ey , VArg o] <7, cy7=o0, v=1
in Kredse 2| <p regulir und gentige dort den Bedingungen
Sz)==0
|Arg /(2)| <.

Dann st fiir thre Existens notwendry und hinreichend, dass

P</\/ 47'!60! COS( Arg ¢ rr)
Cy T 27
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15t.
8. Die folgenden Sitze kann man unmittelbar aus den oben

genannten Sitzen herleiten.
Satz XVII. Es sed die Funktion

SE)=cy+ 6,8 nns, 670, VEL
e Kresse |z <p regulir und gentige dort den Bedorgungen
S=)=*+o
o< Arg—'-/;(f—)—~<r.

Co
Danre 15t foir die Existens solcher Funktion notwendiy wnd lun-
retwchend, dass

P<A/ 2(r— sin( o )
Ia‘,h r—0

Satz XVIL. Zs sel die Funktion

PATAN

S =yt 45 iy 0,70, VEI

e Kresse \z| <p regulér und gendige dort den Bedingungen

FAGET)

Arg—~— <t
Co

Dann st fiir thre Existenz notwendig und hirewchend, dass
p= J atlal
ley|m

Fur v=1 hat man den
Satz XIX. (Lindelof) Bs sel die FPunktion

F@)=c+eaz......, a=Fo
regulir 1 Kreise \z| <p wund geniige dort den Bedingungen
S(&)=*+o0
S ]
o |

FAYN

r\l o
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Dange st fur die Lxisicnz solcher Funktwn notwendiy wnd iin-
recchend, dass

ﬂsiifﬂ_
‘51 l7r

estt

V. ijber Stern— und Rundungsschranken

9. lch gehe zur dritten Anwendung tber.
Es sei die Eunktion V

SE)=cytaztes......, a7Fo, ¢,3F0, v=2

im Kreise |z| <p reguldr und bilde denselben Kreis auf den schlich-
ten und in Bezug auf f{o)=¢, sternigen Bereich ab. Dann muss f(3)
der Bedingung

oA e
< <& .
sJQ————j—rL2—~—>o fir |zl <p
VAR
geniigen, und umgcekehrt ist diese Bedingung auch hinreichend.”
Daher, wenn man die Funktion

Ao=—ZLE

Az)—e
in Betracht zieht, sind die notwendigen und hinreichenden Bedin-
gungen fir die Sternigkeit (in Bezug auf (o)=¢,) einer Iunktion
durch :
(i) Alz) ist regular im Kreise |z| <p
(i) RAG)>o fur |zl <p
gegeben.
Ich mochte also hierbei den Satz beweisen, welcher lautet :
Satz XX. Es set die durch die Polenzsreihe
SEy =t ezt +...... , ¢17R0, ¢,7=0, vE2
dargestellte Funktion in Kreise 2| <p regulir und bilde densclben
Krels auf den schilichien tn Besug anf f(o)y=c, sternigen Berech ab.
Dann. st fir dee Lxistens solcher Funktiwon notwendry und Jun-
rerchend, dass

1. Lindeldf a.a. Q.
2. Vgl diese Memoirs, 15 (1032).



Uber die Funktionen mit links beschrinktem Realteil

=

o

35

V
ist.
Beweis. KEs sei die Funktion
JE@)=atazteaz+...... , azE0, o570, v=2
im Kreise |z|<p regulir und bilde densclben Kreisbereich auf den
schlichten und in Bezug auf /(0)=¢, sternigen Bereich ab, so ist die
Funktion
2/(z) L A S

Silz)= =
) S(2)—c a+es .

im Kreise |z| <p reguliar und geniigt dort der Bedingung

RAlz)>o.
Ferner sind
Sio)=1
So)=A"(o)=...... =AY o)=0

o=

Daher ist nach Satz [

pé@{l, (p—1)e- o}
Cy

__;‘/ 2
y—1

Nun zeige ich, dass es eine Funktion gibt, die wirklich den

Kreisbereich |z} < A/

Cy

__fi_E auf den schlichten in Bezug auf

Cy |

v~
Ao)=c, sternigen Bereich abbildet.
Die Funktion

0
(8) S@)=cot+ ;‘%
,s/I—. Pv-—l

RN S . S-S
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. . . e 2 - y 5
ist offenbar im Kreise |z]< N/ 2 } ‘1 |=p regulir, und
v—1 | ¢

o
Az)—ea I__(

daher ist

R—G)_~o fur Iz} <p.

_ A=
Also bildet die TFunktion (8) wirklich den Kreisbercich
P =1 —1
z] < = a_ |="f 20" | v =p auf den in Bezug auf
y— 1 ¢y | y—1

f(o)=¢, sternigen Bereich ab, was zu beweisen war.
Mit anderen Worten kann man den Satz folgendermassen aus-
dricken :

Satz XXI.  Wenn p>:l/ 2 . t ist, so besitst die
, , p—1 Cy
durch dre Polensreihe
AD)=cytez+es +......, ai=Fo, c,0, vE=2

dargestellte Funlktion in Kreise \|z| <p entweder sigulire Stellen
oder sie bildet denselben. Krets anf den nicht schlichten wnd i Besug
auf f0)=c, sternigen Bercich ab. '

10. Es ist schon bekannt, dass das Bild des Kreisrandes |z|=p
bhei der Abbildung

dann und nur dann in Bezug auf /(o)=c¢, konvek ist, wenn das des-
selben bei der Abbildung

(z)=cz +vey2 + v,
schlicht und in Bezug auf den Nullpunkt sternig ist.  Daher erhilt
man unmittelbar aus den obigen Sitze die folgenden Sitze.
Satz XXIL. s ser die durch die Potcnsrethe
S =coFeztes +...... , €=Fo0, ¢,50, vE=2

dargestellte Funktion im Kreise \z| <p regulir und bilde denselben
Kreisbererch  auf den schilichten in Besug auf f{o)=c, sternigen
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Bererch ab.  Dann st fir thre Existens notwendrg und hinrerchend,
dass

15t

Satz XXIII. TIWenn p>:/ 2 } a l sty so besitzt die

v—1) | o
durch dre Polenzrethe
FEy=ctaztes +...... , 6i=F0, c,9=0, v=2

dargestelltc Funktion i Kreise |z| <p cntweder sigulire Stellen oder
see bildet denselbenr Krewsbereich auf den achl schilichten wnd
Besug anf f(0)=c, konwvexen Bererch ab.

V. Uber a-Stellen von Funktionen vom Typus (I).

r1. Hierbei mochte ich einige Bemerkungen tber a-Stellen der
TFunktionen vom Typus (1) hinzufugen.
Satz XXIV. Es sci die Funktion

S =atas+.....
i Rrelse || <p regulir und geniige dort der Bedineung
ER'/. (:) >A.

Fs scien ferner s, Zs...... s 5 dic a=Stellen von f(3), so st

e - .
I,'.1, ag.......&y‘.—_':

Beweis. Die Funktion

)= L) =A—1
(9) Si(2) A=A+
ist im Kreise |z <p regulir und absolut <r.
Die J{:“—él:'«l—»-Stellen von f(z)} sind die «-Stellen vou f(z).
a—A+1

Daher ist die Funktion
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flo)—tzA—1

fz(Z) = _ a—A+ . fl p‘: __ZT,,,_Z
g‘A ! -/i(g) mn1{ P(Z Zm) }

a—A+1

1 —

im Kreise l:l <p reguldr und absolut <1. Daher ist

A0l <1,
d.h.
t—A-1 _ a—A—1
(.D~A+I (l—A+I . Pv '<I
[ — [ A"‘I . (‘I’“‘A"“I C“Zﬂ......:y[ '
co—A+1 a—A+1
folglich ist
Co— 0
Bt Taaieanty | > o | p"
‘ ! V| [o"}"&”"’A P

Dass die Shranke

B TS
ota—24

o ee o
l,ﬁl‘wg......ﬂyl =

wirklich vorkommt, sieht man an dem Beispiel :

= A+ 1)—=(4=0A()
/() Ry

3

wobel

a—A—1 +{ p(A—:z) }"

A= a—A+1 pi—A p= (co—)p*
; -t a—.dAd—1 '{ p()‘——’_s) }" cota—24
a—2s+1 pi— Az
bedeutet, w. z. b.w.
12. KEs sei

p=lalzle|z... =],

SO ist
R V-1 EXT- NS

Daher ist
=l o],
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Damit ist der Satz bewiesen :
Satz XXV. Fs sei dre Funktion

Az)=coteaz+......
tm Rreise || <p regulir und gewiige dort der Bedingung
Rf(2)> 4.

Ls ser ferner pa den kletinste absolute Betrag der a-Stelle der Funjk-
tron, so ist ‘

cGi—a

g i
pe (7(\‘*‘(7"‘214

[p.

Dieser Satz heisst mit anderen Worten :
Satz XXVI. Es sci die Funktion

JE)=a+as+ ...
tm Kreise \z| <p reeulir und gcniige dort der Bedingung
RA(z) > .
Dann besist (=) ketne a-Stelle 1m Kreise
2| < 04 _
I [ [()‘*‘&""214 p

12. Wenn man a=o setzt, so crhilt man drei Sitze tber Null-
stellen der Funktionen vom Typus (1).
Satz XXVIL. Es sei die Funktion

JE)=c+eaz+......

1 Kreise |z| <p reeulir und geniige der Bedingung
Rr(z)> A.

L5 seten ferner iy Sayeene.. , 8 dic Nullstellenn von f(z), so /st

Co

Co— ZA

v

p.

(
[51'52 ...... ZV[ ;t

Satz XXVIIL.  Es sei die Funktion
FE)=co+ s+t .....
tm Kreise |z| <p regulir und gemige dort der Bedingung

RA(z) > A.
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Ls scr py der klemste absolute Betrag der Nullstelle der Funktion,
so 15t :

¢
= _/T—ﬂzﬂ—l p.
Satz XXIX. [Jis ser dre Funktion
SE)=c+az+......
wm Kreise 2| <p regulir und gendige dort der Bedinguing
RFA(z)>.A.

Dann besitst f(z) keine Nullstelle s Kreise

[z <

Co '
Co— ?_A e

VI. Uber die Schlichtheitsschranke der Funktionen
vom Typus (I)

13. Schliesslich mochte ich die Schlichtheitsschranke der Funk-
tionen vom Typus (1) hinzufiigen.
Die TFunktion

Se)—A— 7':\08"6'0_ .

ple)= A
.f<:)_A~?%£ﬂ+ I
:’\‘.C()—A
ist im Kreise |s| <p regulir und geniigt dort der Bedingung
le()] <.
Daher ist nach einem bekannten Satze
e e o
o) =2 Rey—A [ K2 W VSR <,;~,M_‘,L,A8?_M,
(10) “‘0()'—— B ‘(ll !,_‘ p u , I Z(mC‘)“A)
"(SRC()""A) :

Es sei nun
o(m)=¢(z)=a, |@| <1, a: belicbig
fur |2 = || =r<p (a7Fz), da aber
V’ lzimz| = |l p?

S0 ist
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o

ol =2
P
und nach (10) ist
o dalp
I(‘l..—>_—_- Z(an"‘A) 14 .__’l_‘“'
|51| P

T 2Re—A)
Damit ist
o dale 7
2(Reo—A) P
1611"’

LT i Re— )

b

|

woraus die Ungleichung

a__4(Re —d4)

7 r+p'=o
lﬁtl
folgt, d. h.
7'; Z(mcﬂ'—fl) __~/ 4(?}{(;0‘—14): __Pz-

lal leal®

Daher erhilt man den Satz, welcher lautet:
Satz XXX. ZLs ser die Funkton

F@)=cot s+
un Kretse |z| <p regulir wund gentige dort der Bedingung
R (z)> .
Danr bildet f(z) den Kredsberewch
o) <-2Ba=ed) [ 4o A}

[ lel?

auf den schiichten Bereich ab.
Die hiermit gewonnenc Schranke

— 2Ra—d) [ 4Re—dF _ .
] J EA R

s

kann durch keine grosscren Wert ersetzen, weil sie bei der Funktion
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B3 ‘Cx‘pg o
P ""—*—:—‘——Z’*‘Z"
Sy =+ et (o= d)y——22 =5

erreichbar ist. ,

14. Wenn man hier 4=o0 setzt, so erhilt man den Satz iiber
die Schlichtheitsschranke der Funktionen mit positivem Realteil. Der
Satz lautet :

Satz XXXI. Es set die Funktion
o) =cteazt......
i Kreise |z| <p regulir und geniige dort der Bedingung
RFA(z) >o.
Dann bildet f(z) den Kredsbereich

,3f< Zm(;n __/\/-1(5}‘\.{5“)‘2

-
|51| | (;IP

auf den schiichten Berewch ab.

Zum Schlusse mochte ich Herrn Professor Toshizd Matsumoto
meinen herzlichen Dank fir seine wertvollen Ratschlidge aussprechen.



