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Introduction，　．　XVe　consider　the　’?ｏｌｌｏｗｉｎｇ’　combinations　of　functions　：

（・）　　F（x，・3’）訓常）＋9（・・V，・：tt）一λ∫匝みヲ（4ア）・lt，

（・）　・（初一蜘）穐の一・∫ン（編）蜘）礁

（i’）　．Z7i（x，　；y）＝＝f（］，，　ifv）＋g（x，　．v）一2LSII／7（4　．fv，）・y（1，　v）alt，

（・・）　醜・）r／（淵・）＋レ（あん）一・∫詠切伽畝

where　R　means　a　constant　parameter，　indeperident　of　two　real　variables

xand夕，　and　funct三〇nsノてx，ノ）and　ヲ〈x，二y）are　cont三nuous　εmd　finite

・・・…qu一・・m・i・伽・・・・・…fi・e… ﾗ妾）・・d　m－

over　it　must　be　so　chosen　that　they　belong　to　two　different　kinds．！

　　　　Now　we　shall　define　following　functional　operations　：

　　　　　　　　　　SiAsp1E1ig（　tf）　nv　2LS？，A（一v，　」，）’so（　y）el．’，t，

（3）

　　　　　　　　　　8ゑグ琶s・，’（x）一λ∫ン（あ影Mア）al」・・

By　substituting　one　into　the　other　and　repea£lng　these　operations，　we

obtain　8　product－operationS　as　follows　：

　　i．　G　Kosvalewsl（i，　Determinantentheorie，　i　g2S．　pp．　26i－26s．

’
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　　　　But　in

nations　（i）　and

　　　　Before　proceeding　to　the　discussion

theorem，　which

PPto4ZLctげ加0／7redlio／i

afiollieptノ物轟。〃

　　　　If　w（l　denote　each　EredhQlm，s　determina’nt　o£f鷺nctionsノ；

Fby　Df（2），

come　as　fol正ows：

（4）’　Dpt’（R）”：Dr（R）’Da（？L）・

This　is　called　llie　・mztltiip／i’calzbn　ttheore7ii　of　del’ernii’na・nts．

　　　　i7XTow　from　the　above　stated　product－operations，　it　is　easily　！〈nown

that　if　一S’i，gp＝o，　then　SMrg＝・o，2　and　if　Sx’vsp’＝＝o，　then　SIF｛p’　＝o．　1““lence

in　a　word，

／．emma　1，陥6／zλ多3　a　cliaPtacten：耽6・nslant・f　ff（X，ノ），　l／i・en　l／ie

F．ぶ．3げsolzttibnsげS：（X，夕），．∂6加鯉8　t・λ，　beCO〃・es　Z効吻67Z・～肋！

磁伽ア多S・fF（A’，ノ），∂6ル7ψZμO　tlie　saノ〃6607Z蜘7βちantl　tke刃．∫。

Of　ass・czllleal　s・館Z伽．9・f　f（X，のbec・〃・es　Z；n　alePeクZ・lent　a∬クCihrte・1・S・IZt－

tibns・f　F（x，の，∂6伽z8加8あlthe　sa〃ze　c・nstanl　as　tlzal　・fノてx，夕）．

　　　　1．　NVhen　the　constant　2g　is　a　zero　of　Dir（R），　axid　at　the　same

・9M・5∀λ，…5“λ乃

ぶ｛〆3寿…・～”仏

sλ，・5▼λ戸5冒λ。，

SK，・．s’1。・…ss’，J，

珊ぶ・・輕5、・1・

　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

3・ゴs・∫t「SiF，，

s・f・ss・…i・Sm，・

s・…SSKIvaSiF，・

the　present　paper，　we　shξし11　mostly　disc鷺ss　only　the　combi一

　　　　（2）．

　　　　　　　　b　　　　　，we　must　know　the＝followlng

　　　　　will　Play　an　圭mporセan£　rδle　圭n　this　paper：　　Tlie

　　　　　　　　　　　ア多’3謝8〃7・i7za7zts　ofノ〈X，のand　9（X，の・ic　alS∂

　　　　　ガsdeler〃ii＞iant　of　F（．af，フ・），励〃6

取淵切＋蜘・踊詠功蜘國
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E7　and

　l）g（2）and－Z）x，・（2）respectively，　the　above　theorem　will　be一

i．　G．　1〈owalewski，　loc．　cit．，　p．　26s．

　　　　and　i．　li”’redholm，　Sur　une　classe　d’equations　fonctioimeiies，　pp．　38i－383・

　　　　Math．　lgo4．　Tome　28．

2．　Note　th｝tt　．F’ iv，　i，）　depends　also　on　the　constant　）L　of　f　and　sP．

3．　An　abbrevlation　of　Fundamental　System．

Acta



a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’A（）ertain」醜unctio／ial　Cla∬　　　　　　　　　　　3

亡ime，　of　Pf（R）and　Z）σ（λ），　and　its　multiplicity．　is．respect圭vely　〃1，〃ll　a簸d

〃2for　each　of　them，　and　its　rank　is　respectively　2う，ノ触and　202，　then

it　is　ev三dent　that　from　（斗），

　　　　　　　　　　〃1＝＝〃ll十〃2，

and　from　Lemma　l，

　　　　　　　　　　ジ≧ma，x．（Pi，ψ2）．

1三lence　let

　　　　　　　　　　P＝Pi十ノ’1　＝．P2十プ2；

and　let　the　F．　S．　of　solutions　an（i　aSsociated　solution50fノてx，フノ），　belo貧9一

童n9　亡O　the　CharaCteriStiC　ConS亡ant　，1，｝，　be　respeCtiVely

　　　　　　　　　　ψ韮，ψ2，ψ3・…………・…・・…・OPI・

　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

and　　　　　　ψ1・ψ2・ψ3∴・…　一・…・・…・．・…～％】・

and　each　corresponding　function　ofジ（vv，ノ）to　above　those　ofノてx，夕），

be　respectively

　　　　　　　　　　9・・92・93・…………………～う，，

and　　9・・9・，9……・…・…………～う，・

Thus　when　we　fincl　the　solutions　of　the　following　equatlQn：

　　　　　　　　　　・鰍！Ψ＝・　　　　　　　，

・・…　（x）一・・∫1ア（切・・（、；i）dy＝・，

these　solutions　must　satisfy　either　of　the　two　following　equations　or

both：　　　　跨

i．　e．

ancl

i．　e．

where

Sx，r　’sc｝　＝＝　o

・（x）・一…∫二・（切・幌・一・

Sx，f’9　＝　O

姻一…∫ン切・ψωψ一・・

ψ（x）即（x）→・・／ン（常）・9（ノ）・か
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By　the　condit｛ons夏for　the　existence　of　solutions　of　the：Fredholm，s

integral　equat量on　of　the　second　ki！〕d，　we　see　ot　once　that　if

　　　　　　　　　　／l圃・1］（鋤一・2f・・戸・，・，…………（≦Pi），

then　any　s・1utibn・f　F（．y，ノ），　bel・1・gil〕g　t・2、，　wi1王bec・me　aユinear

function．of　the　following　functions：

　　　　　　　　　　～ρ1・，92・¢3・………・・…・……・9P，

・nd　φ・，φ・，φ・，…一・…………，φ。，・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

w…e¢j（x）一φ卵・∫ン（砥・）φ’ωめ・…．戸・・；・・一…，…

　　　　Now　we　must　deal　with　the呈ndependency　of　these　funct圭ons

　　　　　　　　　　SOt・92・…………・～OP2；φbφ2・………・∴・φ〆2・

If，　for　arbitrary　constants　c’s　and　4’s，　the　equat圭on

　　　　　　　　　　ぬ　　　　　　　　ん

　　　　　　　　　　Σc．、φ汁Σ卿、＝・，

　　　　　　　　　　i＝・1　　　　　　¢邸1

where　li≦プ2，ゑ≦ノ5，・，｛s　true，　then　from　the　construct圭on　of　φ‘　and　～クエ

we　obtain

　　　　　　　　　　濤らφ・＋濤吻ヂ濤らλ・∫ン（砥ア）φ・（ノ）の一

臼　　か・∫ン（卿ω・ζ・一二・・ψ・一・・

Tllis　contradicts　the加depe1ユdency　of．the　ψ’s－system．

　　　　As　the　above　resuk　can　be　quite　analogously　applied　to　the　as－

sociated　solutior｝s　of　／7（x，二γ），　belonging　to　the　constat｝t　2“，　we　can

conclude　as　fo110ws：

Lemma．2．　ノ陥6／l　P　：P2十フ’2，～渉ノ「ollo7vs　魏‘躍

（・）　∫1｛爾｝吻（鋤一・…ノー1…………・…

α7Z41／i6ノこ5▼．　q／tli　e　solZitib／ISρ／」“（x，］ノ），∂6ルπ8〃Zぎ’0λn，7Vi’l／∂6

　　　　　　　　　　9i，～ρ2，＿＿＿＿，9P2；φ1，φ2，＿．．．＿．．．，φノ’2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ン

　　　・．Vi…ti・S・hw・・k，　L三・e・re　l・t・gl’。lg1・i・h・・9・・，・g・8．　PP．・・7．・。8．

　　2．Thls　me：xns　tllaしby　giving　one　ofノ’，s　these　equations　exlst　f6r　all　2e，6。
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・伽姻諏）一・・∫1蜘）φ樋・・　f・・　…1・・，∵…，・・

e2tvZe　siimiZa7’iZ：y，　70r／z“n　P＝：Pi＋ri，　tlie　eeztalib7zs

（・’）　∫1綱9j（・）加，加一・，・，・，一…，・・（≦P・）・

aveノ’・ll・7Cl（．，t？1，　and　！he　E、．9．・f　l12e　a．∬・6溜64　s・1？glZo7is　Of　F（x，　s’）

becomes

　　　　　　　　　　stt7i，　stti2，．．．．．．・．・…，　91p，；　｛）t，　ip2，．・，・，，・・．’”，¢i一，，

・齢易（幅（嘱∫二κ醐彰ω帥・ノ＝・1・・・………み

The　above　results　caii　also　be　applied　to　G（Ar，　p，），　7；ri（x，　．v）　ancl

F2（vX’，　．1i）．

　　　　2．　Now　denote　each　reciprocal　1〈ernel　of　f（tc，　．i，），　s］（x，　一3’）　ancl

／7（x，］ノ）respectively　by　ノてx，コ・；2），　7（x，］．・；2）and　／7（x，コ’；λ），　then

these　fanctions　of　7，　are　meromorphic　everywhere　on　the　2－plane　under

the　exclusion　of　the’　infinity　point，　and　have　poies　to　be　the　charac－

terist量。　constants　ofノてx，　Jlノ），9（x，，’）　and　ノ；（x，コノ）．　Hence　we　expand

these　meromorphic　functions　of　2　into　the　1．aurent’s　series　ir3　the

neighbourhood　of　2＝＝7H），　one　of　tiie　poles　；　namely

　　　　　　　　　　恥・・）一群＋・・…・……＋σ砦’）＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋be（x，　．a，）＋（20’2・）bi（」u”，　」’）＋・・・・・・…’”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　謂乃くX，」・；λ）＋旧くκ，夕；2），

where　．Pii・（v，　Ji7；　7，）　is　the　priticil）al　part　ancl　JleF（x，　．1，；　2）　the　regular

part　of　the　Laurent’s　expansion　of　the　reciprocal　1〈ernel　F（」v’，　），；　7，），

corresponding　to　the　characterlsric　constant　Rn．

From　the　above　equation，　we　have

　　　　　　　　　　八κ，」・；・）語ア（x，．γ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝A・α」う＋Rル，，γ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝f（Ar，　．t，）　＋　sp　（　v，　」t），

where　　　　A（x，コノ）EI・1…．tPlr（x，夕；Ω）　and　　ノヒtr（一x，コノ）薫ノヒガ（．瓢，．a．・；o）．

　　　　Now　we　wish’　to　prove　the　following
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Theoremユ．

　　　　　、k，，S恥・渤・一，諭夙…麟、≒／蜘・畝

ψ6ク・〃伽吻z卿・σなaフ・e！σ伽al・7z．cr　llie　cl・sed　c・・〃’Te（c）珈・伽弛ぎ

tlie　Poleλ＝＝2。．

　　　　Before　entering．into　the　proof　of　the　al〕ove　theorei：R，　we　must

know　the　following　l　The　residue　of　the　rec量procal　kernel　of　any

kerne1三s　represented　in　the　bilinear　form　by　ftmdamental．　functions

with　respect　to　the　characteristic　constant。1

　　　　By　taking　the　’residues　of　reciprocal　kernels　∫て．x’，）ノ；λ），ノe（x，ノ；A）

and　7（x，　P・；7，），　we　obtain　the　equality：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（t）　　　　　　（9）
　　（φ）　σ、（κ，コ・）鳶α，（∬，コ・）＋・、（κ，コ’）橘’（κ，の，

　　　　　　　　　　　　　　　①　（v）
where　fu臓ctions　σ1，　a．1εしre　the　coefficients　of　I／（2、e　一’～）　i．n　the　ILaurent’s

expansions　of　reciprocal　kernels／s（X，ア；2）and　y（κ，夕；R）respectively，

but　a正ノisεし11・unknown　term．

　　　　　　　　　　．．（つ　　　　　（9）

And　still　a．1，　aI　and　txl　call　be　together　written　by　the　biortlaogonal

and　norma籍zed　systenっs　i！l　the　fo］10w加g　bilh〕ear　fol’コ11s：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　フノき

　　　　　　　　　　σ、α，コ’）＝Σα“ω・β、．ω

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ恭1

　　　　　　　　　　σ）　　　　　　”監＿　　　＿
　　　　　　　　　　　　　　コ・）＝　Era，，（x＞β“G’）　　　　　　　　　　σ、（κ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ．凱工

　　　　　　　　　　（g）　　　　クl12za　　、、　：
　　　　　　　　　　娠κ，の＝Σ娠κ）・β。（の，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　lt　＝I

where

圃一
o
l
Mイ
（7t，．，i一？一，）一・

m
？

fOl’

for

for

御幸z’

乃＝＝z

／1　＝＃　Z

ll　＝：i

〃ヰ：〆

h　：z］

　　i．　Bryon　Heywood，　Stir　1’6qtiation　fonctionnelle　de　Fredholm，　Jordau　Journ．，

300一一一307．

1908．　pp．



A　Certain　Functional　Class 桝
！

and　〃2，711t　cancl　・1712　mean　respectively　tlle　mult呈p1量city　o£　the　charac鶴

teristic　constant　7，｛｝of　each　kerne1ノ号〆and　9．

　　　　OR　thc　other　halld，　the　solutions　and　associated　solutions，　bel’on9－

ing’to　the　con＄tantλ【1，0f　each　keme1／1〆and　7　are　always　respectivel｝・

represented　in　the　linear　fullctioll　by　the　two　fo110wing　systems：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ　　　　　　ご　　　　　　　　　　　｛α〃｝，　｛ah．｝，　｛αi，．｝　　（〃二＝＝1，　2，　3，．．．．．け．。）

and己 @　　　｛β，｝，　｛β〃｝，　｛β，，｝　（ll　＝1，　2，　3，…・一・一）．

Hence，　when　we　write　each　F．　S．　of　the　solutions　and　assoc｛a．ted

sg董utions　be］011ging　to　the　con．stant　2，，｝as　follo“Ts：

　　　　　　　　　　　　　　　　　のあ

（6）　　　X，（x）窯ΣG“α、（x）forノ』・，2，3，＿＿＿，P
　　　　　　　　　　　　　　　　　〃．鳴I

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　7il
（6り　　　Xg（At）＝Σ（湯β“（x）for　z’　＝・，2，3，＿＿＿，P，
　　　　　　　　　　　　　　　　　み靴．1

then　from　］Lemma　1　we　can　obtai．　n　the　equalities：

盆　髭ご：雲1：ご：；∵＝：：：：：：：：：：：：：：：：li．

Ouhn　the　other　hancl，　just　as　｛ti　the　case　of　the　above　functioris

Xi（x）　we　have

　　　　　　　　　　gi．（Jx’）＝linear　fmt’ction　o．　f　a’s

　　　　　　　　　　di・i，（A）’）＝：lineay　£unction　of　P・’s，

an（1　by　applying　orthogoiial　relations　（s）　and　（s’）　in　Lemma　2

and　（6ノ），

α吃置ofor

C・’i，，．　＝o　for

Thus　from　the　above
find　the　two　following’

X・i（」Ut），

to　（6）

｛／1；1，2，ふ＿＿＿，ク1～、
Z’@＝1，　2，　3，．．．．．・一．”P2

｛ll．＝〃ノ、十1，〃1、＋2，＿＿．．一7ク〃
i－mm　l，　2，　3，・・一・・・・…一・・・…”PY

results　and　the　ec｝uation　771　・M＝L　7111十〃！2，　we　can

eq　llations　：

ω　　　　　　　”ら＿
（2，（x，　：i／）＝’＝ah，（x”）・igh．（」；’）

　　　　　　　　ゐ瓢1
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　　　　　　　　　　　（σ）　　　　　　　”t　　　　瓢
ancl　ita（x，　」，）　＝：li　ah．（x）’Ph．（p’）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐヲ・・、＋エ

Consequently，　in　vlew　of　the　left－hand　side　of　the　equality　（¢）

　　　　　　　　　　all，（x）＝2ehifxi．（x）　and　Ph（．x）＝＝e’h．iBi（x）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　’i，　z

Therefore　we　have

・購細）一　い・・駕：
Accordil曳曾1y　α〃（vX）箪αみ（x）．

In　a　like　manner　；ve　have

　　　　　　　　　　Pn（」U）　f－i：　Ph．（」U”）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（t）’　．　（g）

After　all　we　can　rewrite　T ≠撃煤@ati’п@blt　i　n　the　following　form　：’

　　　　　　　　　　　ω　　　　　　　zaノら　　　　　　　　　・
　　　　　　　　　　　fr・i（A；’，　」ii＞＝＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Xrxh（　if）・iglt（：i，）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7i　＝：　1
（8）

　　　　　　　　　　　（g）　・　，711
　　　　　　　　　　　2｝・1（x’，　．t，）＝：’t＝rxh．（vfv）Li？b，（．i’）・’

　　　　　　　　　　　　　　　　　lt　＝：　7nl　＋I

Now　let　us　replace　these　results　in　the　equality　（¢），　then　bS；　observing

f7Z　＝　7111　十　771・2　We　Obtai　ll

　　　　　　　　　　ai’（x，　．a，）vei　o．　9．　E．　D．

1｛“rom　the’・Preceding　Theorem　1，　we　have　easily　the　following

Corollary　L　　、乙et？，1｝be／hc　cliaク’（vcXe〃ぎ！！ど　consta・ク露2／」（x，ア）a．nalφbe

zZs　mnle　．fTo7’　F（x，　．i，），　Pi　for　f（x，　3，），　f52　．lfo7’　g（x”，　p，），　tlien　lhe　ea7tatzbn

　　　　　　　　　　φ冨ゑ七う2

7crzZl　7zecesspm’i7」，　follo7cr．

　　　　For，　from　the　equality　（g）　any　associated　solution　of　f（x，　3，），　be－

longing　to　the　characteristic　constant，　is　arranged　for　the　linear・func－

tion　by．　the　fLmdamental　functions　as　follows　：

　　　　　　　　　　Bi，　IS？L’，’・’””’・t’’’”””i’，　iE？m，，

and　in　the　s－c　me　way　any　solution　of　y（x，　y）　is　represented　in　the

linear　function　by　the　followir3g　fundamental　functions　：
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　　　　　　　　　　　am！＋p　ami＋2t．．．t．．．．．．．・．．．．．．．t．，　am，J

　xvhile　（α‘，β∂＝o　for　z6＝1『ノ；therefore　the　equations（5）and（5りin　Lemma

　2　exist　for　all　the　functions　Y”s　and　g’s．　ILIence　we　have

　　　　　　　　　　　ジ’2訟φ置　ヲ”汗φ2，

accordingly　　　P　＝＝Pi十ノSu’．

　This　corollary　is　true．

　　　　　Now　from　the　equalities　（8）　we　obtain　at　o．　ncc｝

・．

D∫：蹴伽　∫：h’i（x・　・）・2？（i，炸・l

By　recalling　the　preceding　studies　xve　discover　that　the　existence　of
亡he．≠b盾魔?．equations　is　independent　of　the　funct至on　－tiてx，．」’），　and　de－

pendent　only　on　having　the　characteristic　constaRt　in　common　；　hence

we　can　conclttde　as　a　corollary　as　fo！loxv・s：

Coroilary　2・　ア陽〃z　bo〆li・1？e7’7！c／sノてx，．11ノ）　a・nd　9（x，3’）　liaz／e　Xll　「c　sam6

clzaracdenkXi’c　coizsla・nt　7，e，　l／ie　resid2tes　of　Xliez：r　7’cciproca・／　1’e－rnels　at

llie　Poleλ瓢λ）are・rlli・．・’・クza／　1・催ん・〆伽・）・lli・e．Zレnlcr”c，a／（a・，の．

　　　　As　all　the　coefficients　a2（κ，の，　a．3（x，　JY），＿＿．。＿　of　evFery毛e鱒

（R｛｝一A）一2，　（2，“一7D一”，．．．．．．．．．，．．　in　the　］Laurent’s　expansion　of　uZ7（x，　．a，；　？．）

are　formed　by　bilinear　functio．nsL’　of　the　fundamental　functions，　cor－

responcling　to　tl　e　constant　2，t，，

　　　　　　　　　　al，　a2e　a3！．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．t　rzm，

　　　　　　　　　　igi，　B2，　B3，””’’’’””…　”・’”，B，n，；

moreover　the　results　obtained　for　．17（x，　．7；　R）　hold　good　also　for

ノてx，ア；λ）・nd　cf（x，　」・；λ），・・th・ir　c・・re・p・・di・g　P・i・・ip・1　pa・t・

．／｝f（x，’　．］，；　？，）　and　．Po（x，　．v；　2）　can　be　represented　by　the　followln．o．’

fundamental　functions　：

（z1，　（X：，，．．，．．．．．．．．．．．．．．．．．．1　a・7n，1，

P，，　B，，，・．，t一…　t・・・・・・…　一・・，　t？m，，

and

（Zmr＋1’，　ami＋2，．’．一．．．．．．．．．．．．．．．．．，am，

i．　Ueywood，　loc．　cit．，　p．　300・

　　　T．　1．alesco，　lntr，oduction　a’　；ia　theorie　des　equations　integrales，　igi2．　p．　50．

2．　Vivanti－Schsvank，　loc．　cit．　p．　134・
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f？772i　一1一　i’，　Pm，　＋2，’’’’’’”・i・…　，…　一．．，　Bv．．

in　the　biline．ar　forms　respectively．

　　一S　Consequently　the　following’　ifelatlons：

（・）　∫擁鵬伽・λ）dt一∫二為い・・）恥・λ匪・

will　exist　：　therefore　we　have
　　　　　　　　　｝

Corollary　3．　」，M1ie7z　lfoc　c／ia7’aclev’iisliL“　consl’anX　7，，｝　e3　／w／d　2＞i　come・7non

の・b・1〃e7・ノic・ISノ（vX’）　vl！）齪砂（．X’，の，1〃6ク’elal！汝卿’躍ゲ砺！ン’フ’6吻・・ca／

leeク’nelsノ（κ，」’；λ）a・nal　cf（X，　．IV；　？，），　C・焼、吻7～露8’・λ，・r耀〃’1／Z・8・クza／

to　eac／i　ol／ier　z’n．　trke　i）ite7’”da．／　（a，　b）．

　　　　Noxv　let　us　consi（iter　the　principal　part－of　the　ILaurent’s　expansion

of　．tP’isv，　．o，；　？，）　in　the　neignyhbourhooCl　of　the　7，t，，　then　xve　obtain　ac　t　once

the　following　：

　　　　　　　　　　　．！％・（x，夕；2）二君（κ，二；ノ；7・）十Pg（x，タ’；λ）．

Substitute　2，＝o　in　the　above　equality，　then

．（王O）　　　　ノ㍉・（X，．二γ）＝＝／2，（X，夕）十ノ％（κ，コ’）；

while　le．t　？，　＝o　in　equations　（g），　then　we　have　一

　　　　　　　　　　　∫二乃（・Y・の為（乙の認ど／偽（…　1）／砲ル癖・・

Thus　correspondi．n．cr　to　Corollary　3，　we　have　the　following

C…11・・y4・〃伽・・．∂・！〃1・c〃泌ノ（v・t，ノ）a・〃4ジ（x，，’）／・a…　l／・e　sa・〃ze

6伽・acle7’・：gt・lr・C・アzsta．nl　2，e　iン・C・〃〃〃0〃，　t／i・eク・‘・勧廊卿’がげ’伽6伽フZ爵，

C〃ワ’e5ン607Z〆♂ラZ4！0！〃8　c／iaノ’aclc〃瀦！≧conslaアZ！λD，　a・ノ’e’0ク’！／10．o’07Z4／10　eac／i

ot／ier　’iJn　ti／ie・i：iitfe7’T，a，／　（a．，　b）．

lkemark　：　we　miist　recall　that　fxmctions　f（．rt；，　），）　and　cf（v，　p，）　ought　to

be　of　different　kinds　as　shown　by　tlie　preceding　foot－note．　［For’in－

stance　the　folloxving　functions　will　be　of　the　saine　1〈ind，

　　　　　　　　　　〆（X，の瓢Sin罪・S｛n，1・

　　　　　　　　　　　9（A：，，’）篇sin距・sinフ・＋sin　2謬・sin之γ

　　　　　　　　　　　interval（a・，の撒interva1（一π，÷π），

　　　1・　NVe　ca11　1he　principal　pItrt　of　any　reciprocal　kernel　at　the　pole　λo　llte　7’elatiXde」卿ノ’t

of　tlte　reeiizsrocal　Merne／・，　corresponding　te　．the　characteristic　constant　）Lo　2Lfter　f“leysvood．

　　　2．　The　ftuiction，　produced　by　substikiting　Xmeo　in　’the　relative　part　of　any　rec｛procal

kernel　is　called　the　7’8～α漉》φαノ≠of　the　original　kerne｝corresPon（ling　to　the　s…匙me　charac－

teristic　constant　lo・



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　Certaii・z　Functional’Class　n

xvhile　on　the　other　hi，　n．d，　the　£olloxvin．o．ny　are　of　clifferent　kinds，

　　　　　　　　　　ノてん，．γ）瓢sinκ・si御’

　　　　　　　　　　Si：（X，　；1，）　：COS　．V．COS一／1，．

　　　　）sLToxv　we　see　immediately　from　（io）　that　the　function　“Pi”（x，　y）　is

represented　by　the　sttm　of　two　fimctions　orthogonal　to　each　other，

and　hence　under　some　hypothes｛s　l／ie　c／irac！e〃詮々どノ「？〃ickbn　4／2pi，〈x，5・）

77・a、1’bc　a／iシzea．r〆ン〃76’加を〃lie　c／iara・dten：gl・bノラ〃z6勧23げ乃（x，　s・）

a・71al　Pg（X，　．1，）．

Also，　we　are　famiIlar　with　the　fo1．10wing：X／ie　so／2tti．bns（ヅ〆／le　eク71a．

々汐クzs

　　　　　　　　　　g（x）一2．S：F（x，　s，）・g（．」，）d．i，　＝　o

ewar　g’；（x）一？LoS：17（．it，　x）・di（．i，）（i」，＝o

become　Xliose　pf　tlie　caua・Xibns

　　　　　　　　　　・（At．）一一・・∫ll…，㈲・・（・・）め一・

a・7zd　ψ（Ar）一λ撫。留）・ψ（肋一・　卿梛

Thus　we　can　conclude　that〃γa．　ce7’Xa．z）z，lip，PoX／ieszls　X12e∫oん！ibns〈ゾtfl　e

l？ernelノ歎，の〃・ay．’be　7僻砺β痂8・功’・f！lie・s・／u17bns　of　17v・leeフ・クzels

－Pf（x，　p，）　a・nal　．iPg（x，　p，），　be／o7z．ai）？．．cr　Xo　llie　same　consta・nl’　as　llzaX　of

F（X，の，τe，／ieフ・e乃（κ，，・）and乃傷コ・）a．ク’e　theグelatzPde　poslsげt／・・C・

／？〃rnels〆（A’，ア）a・nd　7（x，コ’）7岬磁効’，　c・7v’e．吻z幽z8〆・lli・e　sa〃・e

co7zslanl．

　　　　NTow　from　the　independeRcy　of　the　system　x’s　in　（6），　the　ranl〈

of　the　followlng　matrix　of　coefficients　is　P　：

O，　O，・．．．．．．．．．．．．．．．．．，　O，　Cr，ptni＋i，　Ci，mi＋2，，．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．，．Ci，m

O，　O，．．．．．．．．．．．．．．．．．．，　O，　C2，　fn．i＋T，　C2，　mi－i－2，．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．，　C2，　m

　　　　　　一一一一一一一一一一一ii一一一一一一一一一一一一一一｝一i一一一一t一一一一一一一一一一一一一一“一一一一一一一一“一一一一i一一一一一

〇，　O，・．．．．．・・‘．．．．．．．・．，　O，　C」S2，　mi＋1，　Cz）2，7n，＋2，．．．．．．・・．．．．．．．．．．．，　C252，　fn・

Cl’s，＋1，1，　C”吹C＋1，2．．．，　CP，，＋1，m，，　Cl｝，＋1，m，一＋：1，　C26，，＋1，m，＋2，・・・…，　C252＋1，ptz

　　　　　　－　i　一　一　一　一　t　一　一　一　一　一　J　一　一　i　e　t　一　一　i　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　一　J　－　t　一　一　一　一　一　一　一　一　；　一　一　一　t　一　一　一　一　一　一　一　v　｝　一　一　一　一　一　一　i

Cp，i，　Cp，2，…，．．・一・・．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．・・．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．i．，　Cp，　vn．

1．　B．　1／leywoocl，　loc．　cit．　pp．　290－291・
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0n　the　other　hand，　from　the　lndependency　of～ク’s．the　r三mk　of　the

　　　　　matr1X：

　　　　　　　　　　Si：二1撫1三三lll三；三；i三；1：1：：：：）

　　　　　　　　　　Cp，，〃・、＋・，　o、，・・、＋・．．・一一∵一一・＿，　Cp，，・ノ

isφ2．　Therefore　lf　we　suPPose　the　determ｛11■、　11t：

　　　　　　　　　　【G・紬・仁二縞瀧1：：：：：JriLi，P，，

、V¢　、vill　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　P2　　　　71？・2

　　　　　　　　　　α〃・・曲面ξ哩漁’〃〃’1＋・fo「”＝1・・・……・・…・P・・

9“ite　similarily　x、・e　have

　　　　　　　　　　ψ・＝1i・e・・fu・・ti・！・・f．（・・，・・，………，・，、i，、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fOl’z』1，2，3，＿．＿。，P、，

where　the　ran1＜of　the　m我trix　of　coe｛lficient＄isφ1，　therefore

　　　　　　　　　　・i＝＝linear　ftmcti・B・f（gt　l，　9L，，・・・…　，　9rp，；　ap，一｝一p・．，．．，，　am，）

　　　　　　　　　　　　　　　　for　z’＝・1，2，3，＿＿。．．＿＿，Px．

Substitute　these　above　res蹴1ts　in　the　exかressio1隻of　the　fllnctioll　ICi（x），

then

（II）　、　X，，（X）　　・・linea・f・ll・cti・n　Qf

　　　　　　　　　　　　　　（ψ・，ψ・，………・¢％i；SPL，………・～％，；・P，＋。　rZp、＋・・………

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　………，・“へ；・“、、＋φ，＋、・・，“、＋少，＋，・…・一，・“♪

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　for　　　〆＝＝；1，　2，　3，・の顧・。・，　2づ。

XVe　cεm　obtain　the　same　yesult　for　the　functions　X‘（x）as　for

　　　　　　　　　　2％（x）　　z’＝1，　2，　3，…　鱒・。・。・・。，ノs．

　　　　Therefore　if　two　reciproca11〈ernelsノてん，　Pノ；λ）and　y（x，　Sノ；2）have

the　simPle　pole　at　7，　＝：20　at　the　same　time，　the　mult圭Plicity　o£the

character圭stic　constantλo　will　be　co三ncident　with　its　rank；namely

　　　　　　　　　　d7z1　：P1　εしnd　ク712　＝＝PL，．

　　　　In　conclusion　we　have　the　following
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Theorem　2．　」rf　llie　Pteciproca・／！iee7’ノze∠s　ofノてpa，夕）analヲ（x，　y）lzawe　tlie

・吻le　P・le　at・7，・…1，，　a・t　l／ie　sa〃ze　t・）7・ge，　tl・e　6ゆ・勇・回診・・げ．F（x，夕）

wll．licll励甲ガ・llie　・1・a・ノ’・吻・励・…吻・’λ。・・”∂・τ・・幽”・シ・・吻

b．y　tlie　z’izdePefzalemt　eigcre7i　foLiiclibns．　corresPo7zili＞z．cr　to　tlie　same　c／iarac－

teriStib　c・nstmztλ、・f　tke伽ノze／s〆（x，のa・nal　y（x，夕），τevlieフ’e

　　　　　　　　　　F（lx’，　y）＝f（x，　p，）＋？（・v，　」，）m20Sl，？（x，　i）’7（t，　y）nd・

The　same　res2・tlt　lll　aPPIihable　a・1・go　to　tlie　assoczate46忽ノ1－fz〃ictibn・ヅ

tlie　leernel　F（x，　y）．

　　　　Btit　it　is　evident　that　a　pole　of　the　reciprocal　kernel　of　any

symmetric　kernel　is　simplet，　so　that　there　exi．sts　the　followin．cr

Corollary　1，　　ff　botli　！をe〃zels．ノて二じ，ア）　alzd　Si（x，」ノ）　aアe　5コノ〃z〃36！グ♂と，かん6

eiScrgn一・fzcrzctxbns　of　77（x，　．y）　zvlii’cl」　1？elon．cr　to　tlie　cliaTacle7ziclzb　co7zslant

Ro　7vtZl　7’ePreseizt　li）zear　functibizs　7viZli　re．rPecif　to　tflie　eilgen－fidncgfzbns

げ伽leef・neZs　．／（x，ア）σノ多の（x，ア），∂・伽護加μ・tke　sa〃ze　c・zstant　R。．

Anal　llie　sa〃za　can　be　sazbl‘alsoノ加伽a∬微ゐ媚聯ψ2ジ媚！加8（ゾ
．p（x，　y）・

　　　　On　the　other　hic　nd，　in　order　that　the　reCiproccal　1〈ernel　inay　have

the　simple　pole　at　2，　＝Rf｝，2　it　is　necessary　and　sufificient　thcat　no　ac　ssociatecl

eigen－ftmction　of　the　ori．ff・lnal　kernel　becomes　orthogonal　to　any　eigen－

functio！1，　belonging　to　the　same　charater言stic　cons亡antλ1｝．　Hence　we

may　rewrite　the　above　corollary　1　as　the　following

Coro1エary　2．　1・影「／len　7・lo　tvssoc～認〆6♂80珈’如アz湾。〃〃。詔7zα110　a／ILIt　e彦諺7か

fiSizcttb7gげthe　kerne／ノてx，．3’），∂6醜8・・llz。・’　t・the∫αノ〃6　ckaク’dicte・rzlltic

c・nslαnt　R、、㈱ゐ♂労〃望み・ノ励翫た〃κ6砂（X，コノ），　lf’zen　tlie　eiisaen－fu・nctzbn

Of　the伽ア雇P（x，のτc・〃励∂6勿ア樫t・tlie　c・nstanl　caza　be　e’xPre∬eal

liンnear！yの6紐・砂〃zclibnsげ妙駕み〆（X，ノ）α癬9仇ノ），∂6伽8加8
10　llie　safiie　consta，nl　Rt）．

　　　　．Now　if　the　pole　of　tl｝e　re！ative　part　of　the　reciprocal　kernel

」P’i　v，　Jy　；　R），　corresponding　to　the　constant　7H），　be　oniy　simpie，　we　Shall

have

q）．　（a）as（x，コノ）＝＝一〇㌃（x，二y）　　for　　l”　：2，　3，。．．，／；

accordingly　thc　coer6cienrs　of　（λ｛ゾー一λ）一i，　　ガ＝2，　3，。．．．鱒，t　must　cancel

out　eic　ch　other．

i．　Vivanti－Schwank，　loc．　cit．　p．　i48・

2．　Vivanti－Sch“rank，　loc．．　cit．　p．　i44．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a）　（g）

Agaln，　as　those　coeMcients　ai，　a・t　are　always　the　linear　functions　o£

ds，　B’s，　so　Kve　have

　　　　　　　　　　Xl（v，ノ）＝≦1賜必（x）・i3，，（y）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ；乃＝1

　　　　　　　　　　（a）　　　　　　　ノノz

　　　　　　　　　　娠∬，の聯Σ琢砥砂β、（の

　　　　　　　　　　　　　　　ノ；　h＝：71t、＋〔

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t’＝　：・2，　3，．．．．．6，鱒．．。，～f．

Therefore

　　　　　　　　　　ノノt工　　　　　　　　　　　　　　　　　　1”

　　　　　　　　　　XEJ・h’aj　（x）’Bh，（　；y）　＋　＝Eiaj（．x’）・t3h（y）　＝＝　o．

　　　　　　　　ノ；　lt　＝＝　1　　　　ノ；　lt　＝＝〃へ＋I

M：ultiply　both　si（］ies　of　the　aLbove　equality　byβんGノ）（ll≦f711）and　integ＿

rate．with　’respect　to　y　fyom　a　to　b：

　　　　　　　　　　E」r，・a」（x）　＝＝　o．

since

　　　　　　　　　　∫鯛・）峠㌶

Consequeiittly　ffjh　：o，

quite　ir｝the　same　way，　Ejx，＝O，　for　a難the　values　ofノ；〃．

Therefore　we　have

　　　　　　　　　　（ノ）　　　　　　　　　　　　　　（9）
　　　　　　　　　　ai（x，二y）≡ヨ。　　and　　a・i（x，」ソ）箪≡o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z，’＝　2，　3，．．．．．．．．．．．．，　／一．

　　　　This　shows　that　if　the　reciprocal　1〈erkel　F（x，　Jy；a）　has　the　＄imple

pole　at　R＝lo，　both　reciprocic　l　！〈ernels　f（．x’，　7；　Z）　and　（f（x，　」，；　2）　neces－

sarily　have．also　simple　poles　at　the　same　polnt　2e．　Thus　we　can

rewrlte　the　above　theorem　2　and　corollary　as　follows　：

’JI’heorein　3．　llVlien　tlie　reciibroca・1　lecrne／　of　77（」t，　y）　lzas　tlie　stimL？i5／e

P・1・　at　a－z・・！伽ゆ・勇〃珈鰭卿∬・c・tZt・a・fi〃・・伽・）f　F（x・）・）

can　be　7，c］rilte7z　z：n　li’near　fovnc12bns　of　llie　corresPondi’fz．a　eiiso’en一　and

dssobiated　eiisaen－fttnctibns　of　13ernels　f（x，　3f）　a・nal　g（．v，　s！）　resPecliXue／y，

be／on．crtn．g　to　tke　same　ckaracteristib　constant　20．

Corollary　1．　〃a　lee〃ie／　ノ7（x，」’）　be院y〃1〃ze！nb，　tke　6z加π一　and　as－

306認認6忽勿唾κ’z珈τσ〃beco〃・eρ吻ラz6醐ノ励漉画of　lli・ose　of
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7ee〃ie／S　．／（X，夕）　dntl　9（κ，ノ）　プ・孤ψ64ル6ズγ，　COノ’V・Z！sPofzdlf！．oi！O　t7Z　e　sa〃e

cli　a7・α魏然漉coアzsla．ntλP．

　　　　　Coroliary　2．　〃ク20　assoc～～諾6♂solzttibn　溶。〃〃oρ7zσ／toα7ぢノe～gc」n一

力鰹加超〃〃6伽・ze／　F（x，の，珈6融z－a…ガ鵡・磁646z脚ジ〃e・cXzbns
ρ／ノ；’（．T，］・r）WIZI　be／i　’n　eaノ・ノ滋ノ！er！ibnsρ／／／le　COI’ノ’espO／Z読擁8　elSo’e／1－　0；ク2♂

αSSOCiiZleal　6♂露1Zヲezvnclibns　q／！（Te？’ne／s〆（．X，：；ノ）aizd　9（X，夕）グ65カ66海勧6みノ，

be～∂ノzψz8’to　t／ie　s（x〃le　COfzslanfλ・．．

　　　　　3．　From　Lemma，2　and　corollary　l　to　Theorem　1茎n　the　preceding

sectionsl　we　know　that　two：F・S・’s　of　the　characteristic　funct｛ons　and

assoc1ated　functions　of　the　l〈ernelノ；てx，　y），　belonging　to　the　characteristic

COnStantλ、b　are　aS　fOIIOwS：

　　　　　　　　　　　～ρ1・～ク2・…・・……・・…～Op2；φ，，φ2・・．……………　φP1・

and　　　　　ψbψ2……………・・gtLP、；φ1・φL）・……・・……・・φρ2・

whe「e |鯛一・1∫1蜘〉蜘悔

　　　　　　　　　　　弼（x）　：¢」（x）一・・∫払濾・・）・1；1，　re・pec・…1y・

　　　　　In　the　present　instance，　when　we　repeat癒e　same　process　for

O（vx’，．：1．’）as　for／7（一x・，　y），　then　we　obtain　the　two　fo里10wing：F．　S！s　of

　eigen－f蝋nctionsεしnd　associated　e｛ge11－functions　of　the　kernel　G（x，3ノ）：

　　　　　　　　　　　ψt・9”・2，………一…・，～％、；Ψb　望2・………・……　残21

　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　9i・9・・，…………．…・9P2；軌，鵜，……・………　erp且，

whe「e 〟v（x剛煽∫ン締）蜘）・ひ

　　　　　　　　　　　　殉一蹴一・・∫1・（」・・　A：）・殉め・reSPe・・…1・・

Now　let　us　suppose　the　fo王1Qwing　permutability　between　two　Iくemels

f（X，ノ）and　g（X，コ・）：　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　∫詠綱・蜘）認一∫レ（切天城

then致om（1）and（2）we　hk、　ve

－　　　F（x，Jl・）i・i1　G（x，二γ）．

　ConseqtTently，　the　above　two　correspond量ng’systems　of　eigen－functions

　must　be　coinc圭dent　with　eaclユ　other，　wh｛工e　the　necessary　and　suf丑cient

　conditions　are

　　　　　　　　　　　　　　　　Pi　　　　P2

　　　　　　　　　　　　砺＝Σ毒ψ。＋Σ賜、．鑑；ノ＝＝・1，2，3，＿＿＿＿，P、

　　　　　　　　　　　　　　　lz＝王　　　　h＝：1
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　　　　　　　　　　　　　　P2　Pi
and　　勤訟ΣG、ψ漣Σρノ。φ“；ノ＝・1，2。3，＿＿＿＿，IS，，．
　　　　　　　　　　　　　ゐ＝I　　　　　lt　＝・　I

Substitute　the　seconcl　equation　2n　the　first　equation，　thera　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　P，　　　　P2　　　ψ互
　　　　　　　　　　．φ」＝Σ毒ψ〃＋ΣξゴhSOh＋Σ伽・φh，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ罵1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11　＝　1・　　　　　　　　　　　　　ゐ＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　for　　ノ＝＝・1，2，3，．＿．．．．．．．．．，2う1，

　　　　　　　　　　　　　P2

where　　8」戸E71Bj，・Ci，．i，　　　　　　　’
　　　　　　　　　　　　　h＝I

　　　　　　　　　　　　　　P，

　　　　　　　　　　ηノ・篇Σ2易パ22・、・，

　　　　　　　　　　　　　ゐ＝王

and　moreover　Bjh＝＝Di，s．＝：o　for　／“ll：P2十i・

　　　　Now　we　consider　the　following　determinant：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f
　　　　　　　　　　　　I一η11・　一η且2・・・…　財・・・・・…　一・・・…　一・・・…　一ηIPs

　　　　　　　　　　　　ny　v：，！・正　伽………・…・・……………・一　’e・P玉

　　　　　　　　　　　　　　一　　一　　一　　一　　一　　一　　一　　一　　一　　一　　一　　一　　一　　t　　一　　一　　t　　一　　一　　一　　一　　一　　一　　一　　t　　一　　一　　一　　一　　一　　一　　一　　1　　“　　一　　一　　一　　一　　一　　一　　一　　一　　一　　i　　一　　一　　t　　一　　一　　一　　一

　　　　　　　　　　　　一一’U’2b，p　一7p，，，・・・・・・・・・・…1・・・・…一・一…，　i－27p，fb，

By　applying　the　above　rehc　tions，

folloxKTs　：

　　　　　　　　　　d＝：cletermi．　of　1　’eij・　1＝determi．　1　Bj

Therefore　let　the　ranl〈　o

憲4．

the　determinant　can　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h，［x　cleterini．　l！）hi，　1．　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f　the　determitiant　ti　be　・r，　then　there　will　exlst

（Pr一・r）一tfunctional　relations　ainong　the　following　functioirts　：

　　　　　　　　　　¢i，　¢2，・・・…’’””’’””’’’’’’’’’””ipP，　；

namely　one　of　（ips，　¢x，，・…t・…，　¢p，一．）　is　express6d　linearly　by　the　other

r－fUl？CtiOnS　Op，rir＋i，’ipp，一r＋2，　’’””’’’’’’’””¢Pi’

H’ence　we　shckll　have

Theorem　4．　P17Tlieアz　l？c，o　lee7クie／sノて瀦∫，フノ）a7Zcl　g（x，」ノ）αre　Peptm～∠如∂le　lo

eacli　otlzer，　ancl　lia”ue　tlie　same　clzaracleri3tz’c　consla7zt，　z）i　ordrer　tlia．f

〃診劣影〃罐6形6あ；77z　4／魏6　！lv6’タ・7ie／　ノ7（x，コ！）　771aY　b6　f’e？〆ese7ited　｛乏ア　a

／ibzeapt　fzt7zctib．n　qf　eiScre7i－fitfzctib7is　of　leeptnels　f（x，　y）　a7zal　？（．y，　y），　il

溶　ne66∬σ秒　a71　al　SZそtiiClilアzt　魏σ’　t／1　6’aboede　5L命’6♂　虚♂6〆〃〃盈α72’∠t　does

fzot　zanz31i．

　　　　In　conclusion　the　anthor　wishes　to　express　his　hearty　thanks　to

Professor　Toshiz6　Matsumoto　for　his　1〈ind　encouragement　and　remarkS

during’　the　study．　．


