Zwei Sitze iiber die Abschnitte der
schlichten Potenzreihen

Von
Akira Kobori

(Eingegangen am 13. April 1934)

Nach der Untersuchung von Herrn G, Szegé' ist es bekannt, dass

die simtlichen Abschnitte

stad+.. tas, n=:2 3,...
einer Potenzreihe

So)=z+a+ ... tal+ ..,
die im Einheitskreise |z] <1 reguldr ist und denselben auf einen
schlichten und sternigen bezw. konvexen Bereich abbildet, im Kreise
|2] <— - schlicht und sternig bezw. konvex sind. An diesen Satz

anschliessend mochte ich in der vorliegenden Note die folgenden zwei
Sitze ‘hinzufiigen.
1. Die Potenzreiie

JE)=s+a+ ...+ ..
sel regular tue Kreise |z <1 wnd bilde denselben auf efnen schlichten
wnd beziiglich des Nullpunkics sternigen Bercwle ab. Dann sind
samitliche Absclnidte

sttt e, =2, 3,...

1

. . . PN . 1
schircht wid konvex tue Kredse \z| <~  Diese Konstante

5 3 kit

durch ketine grissere ersetst werden.
IL  Die Potenzreihe
Sl)=z4a+ ...+ ...

1. G. Szegi: Zur Theorie der schlichten Abbildungen. Math. Ann. 100 (1928) 188—211.
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sel regular wm LEmmhedskreise 2| <1 und bilde denselbernn auf einen
sclilichten und konvexen Bereich ab.  Dann stnd sgmthiche Abschnitle

zta?+ ... Fast, n=2 3.
schicht und beziiglich des Nullpunktes sternig m Kreise |z| <—.
‘ 2
. I . . .
Die Ronstante —— Fkann auch lwr durch kemne grisseve ersetst
2

werders.
I. Hilfssitze.

1. Es sei die Potenzreihe
(1) S@=z+ad + ...+ a2
im REinheitskreise |z| <1 regulir und bilde denselben auf einen

schlichten und beziiglich des Nullpunktes sternigen Bereich ab. Dann
sind fur |z] <1

: ) — =]

I. = Sab L1 W
/)= Gy

in /(2) 2lzl+4

11' E—1
o E

— ) =)zl + 12l

II1. +R =
NZO) R

und

V. la | =n, n=2,3,...

2. Fir die Potenzreihe (1), dic im Einheitskreise |z] <1 regulir
ist und densclben auf einen schlichten und konvexen Bereich abbildet,
sind die folgenden Sitze bekannt :

e
V. (Strohhicker®) Ist [z]=r<i1, so liegt J?—(E—S)— auf der ab-

geschlossenen Kreisscheibe, deren Durchmesser die Strecke

( r_ ! ) der reellen Achse ist.
1+ =7

VI. ol =1, n=2,3,...

1. Diese Abschitzung ist eine unmittelbare Folge der Abschitzung

| &) 1[5 7 1—|s
die man im Bieberbachschen ,, Lehrbuch der Funktionentheorie,* Bd. I findet.
2. Strohhiicker : Beitriige zur Theorie der schlichten Funktionen. Math. Zeitschr. 37 (1933)
356—380.

e 2l | 4141 fiir |3 (<,
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II. Beweis des Satzes I.

3. Nach dem Satze, den Herr G. Szegé in der a.a.O. genannten
Arbeit bewiesen hat, sind die simtlichen Abschnitte

sa@=z+ad+ . tag, n=23...
der Potenzreihe
SE)=z+a+ ... +a+ ...
schlicht im Kreise |z] <L, wenn die Potenzreihe im Einheitskreise
|s] <1 regulir und schlicht ist.  Damit haben die Polynomen
siB)=1+ 2zt o FnaEt, =2, 3,...
keine Nullstelle im Kreise |z] <_j1~’ daher @ fortwre im Kreise |z
_S_%. IFolglich ist die F ul1kti911

VI n ssa(2) _ L4 2@ + (2 —1)a, 2"
saz) 1+ 2apz+ oo+ a8t

im Kreise lz]é-;— reguldr. Tierbei setze ich

B =50+ .(2),
wobei
oD = @ L
bedeutet, so ist
1+ %W—ZS’,"(Z) =+ QoL E) =0z UORLAON
51(2) S(2)—au(z)

o()L2E)_ )

w6 e
=1 J\.“‘““‘W 2)\.6
e T A=A
@] | L+ 1)

S5 |
VACIEREAG]

=+ 0L E) EE
S(2)
4, Es ist i
o@D =0+ ) @ 121"+ + 2) | @] 1]+
und nach Hilfssatz IV ist
=@+ 12"+ (2 + 2)*z| "1 +....
Nun ist fi’xr» o<lr<r

«©

gt (2t 1) = (208 + 20— ) + 0"

P b3
vm=n+l (I .-.-«;')f

-1
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so dass fiir |z} =%

1 |o(2) ] = 4978+ 11202472
T agaxst
849

e fir 2= 3.
343 %04

Es ist ferner
aue)| =nln+ 1) ||+ (e 1)+ 2) 5] "4
Da aber fir o<r<1

©®

(p—1pt?

v=ebl
— et 2(+ 1) — (4 1)(37° = )7 + (398 — sn+ 2P — (1 — ")
(1—»)

ist, so ist fur |z| :“_é..

34372+ 8320° + 7287+ 272
2401 % 87:-—2

lou(@)] =

=_19295 gy 72=73.
19208
Nach den Hilfssitzen I, TI und III erhilt man fir |z|= ; die

folgenden Abschitzungen :

()| =+ 6 <
729 o

1R /() =1L >o.

//(3) 21
Folglich ist fir rn=3
|/7(2)| = |o(e) | = 448 849
729 343X 04

>0.575. s

Also ist for 7=3

o]t

la(@)| e ‘|+| “(2)]
LA()| ~|aus)]

2] -

los
©
n
~1
o |9
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Da aber die Richtigkeit fur 2=3 die fir #Z3 zur Folge hat, so ist

174
1+m‘—£’~’—(f)—~>o fiir |5[s_;__ und 7=3.

522 o

‘B, TFar n=2 ist

2D L)
sa(s) 1+ 2007

2—-——-—I-——'2—-5R(1 + qa:5)(1 + 2d57)

|1+ 2a25]
-
= 8 . ( ‘_-1__“,23@ m,f.w)
|1+ 2a2]> M| 8 CE
Man hat aber fiir |z] <-§—
3| >3- 1]
178 s 3
=3 L _ T
8 4 8

Daher ist

1+9}-~'Z-’“—v,"’—(z—)—~>o fir || <.
sa(z) , 8

. 1 . i
Dass die Konstante e durch keine grossere ersetzt werden

C

kann, siecht man bei der Potenzreihe

o
=g+, F "+,

-5

G-

die im Einheitskreise |z] <1 regulir ist und denselben auf einen

schlichten und beztglich des Nullpunktes sternigen Bereich abbildet,
weil der Abschnitt

sg)=s5+ 27

. 1 . .
in = -~_8_ dic Beziehung

150 (2) =0
s3(2)
gentigt.
Also ist der Satz I bewiesen.
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HI. Beweis des Satzens IL

6. Ich beweise zuerst, dass die simtlichen Abschnitte
 statH .t n=2, 3,
der Potenzreihe .
S =zt+af+. .. ta+...,
die im FEinheitskreise |z| <1 reguldr -ist und denselben auf einen
schlichten und konvexen Bereich abbildet, verschwinden niemals im

Kreise |[z|= i .

7Zu diesem Zwecke setze ich

A2)=s2) +0.(2),
wobei
s{o) =+ at+ o Fas
und
Oo{5) = g2 A B T L

bedeutet, so ist
|5 = 1A~ 3.
Da aber mit Ricksicht auf Hilfssatz VI
o) = ana] |21+ o] 5]+
=z|"™ 2"+
,SIH‘H

1—|z|

fur |z] <

ist und nach Hilfssatz ‘V

A2 g-TEJM fir (2] <1

+|z]
ist, so ist auf |z =~
5w (2) | ===
3 2

>o  fur 7=,

Folglich ist die Funktion

’
z5u(2) _ T+oeast...t+uast
s{2) 1+az+... +a,t

. . 1 s
im Kreise |z]=— regulir.
2

7. Nun ist
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zs,',,('z) —o. B —gulz)
R S.,,(Z) e S <"3)'_'°'vz(z)
: a2 J /(’3))
= Zf/ Z) ER.'J 7 f(z
o T A-a0
o.{r f ’(g) —-0', Z
g ) _ Oy~
=% 70l

=

—an(3)

Es ist ferner

on()LE) oy

/)

s/ ‘
= (S F Aoz - )% — (124 D atpn? — (2 2) W — .

(e
= (5" + Unaa? ) {—i%;la —(n+ I)} — 2T = 2t

h

Da aber nach Hilfssatz V

1 7
—— =72+

REO8 —(+1)|=n+t1—
,, 1ty 17

S(2)
ist und mit Riicksicht auf THilfssatz VI .
| Bnars + Anrs? = @] 1217+ | nsa] 2]+

=lz|"+ [z]**+...

Ell

fur |zl <1
— =l <
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und
07:-&2:““ —}— 2”71+3Z7'+2 +o l é l ﬂ7|+21 |:l"+l
<z “,I71+l+ l _}ln+"

l l7:+
S L 1 0l 1 E e

Daher ist fir |s]=r<1

|, ()= ()

/6 R Gy A

- f () _ ¢
(2) ﬂ( ) f( ) 'n( ) _ t
Sz) = au(3)

<0.656  fir n=g5,
Andererseits, nach IHilfssatz V, i

(2) '
R > fur |s] <1,
) Tt el

so ist fiw !;iéw ,,,,,

RZE) 5 2 56666
TE I

Da ferner die Richtigkeit fiir #=5 die fiwr #=5 zur Folge hat
so ist

\ '-Sn(‘-') >O

fir |s]=-1 und #=s.
$a(2)

2

8. Nun heweise ich den Satz fir 7=4

Da die Funktion

ssis) 1+ 2a5+ 35 40,8
54(2) 1+ @+ ot +

im Kreise |z|=-— regulir ist, so geniigt es die Ungleichung
2

R =S0E) «434()
54() -0

for s=-1 zu beweisen.  Die Behauptung lautet also
Lt a8 4 T
R 4 2 _>o.
1 as +_£’3_+ﬂ.

2 4 8

2| @usa] |24
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Ferner kann man annehmen, dass die Koeffizient o, reell und positiv
sein; denn, wenn @, komplex ist, so kann man ein » mit |y|=1 so
finden, dass a,° positiv ist. Daher in diesem Falle, betrachtet man

L. /() anstatt f(z). Also nehme ich hierbei an, dass
/

a=p, oLp=1

ist, so ist

1Ly 3

(3) R 2 4 >o
(4D My O
8 2 4

die Ungleichung, die zu beweisen ist.
Die Funktion
5/7'(s) —p 120t bays+ ...
S(z) 1+ 2005+ ..
=1-+bc+ b+
ist im Kreise |z] <1 regulir und besitzt dort den positiven Realteil,
so ist nach dem Carathéodory-Toeplitzschen Satze

1+

(4) ‘ |0 =2, | 26— 8 =a—|0]"
Es ist

2
() ”2“”{‘*, ”3=%~b3~’

so kann man die linke Seite von (35) folgendermassen schreiben :

2 4 b .;_,‘_f}jﬁ:.[f‘.-'._‘
R 2 2 8
1+——¢~I~Z)1J‘[)l+[)’
8 4 24
oder, wenn man
(4') 2by—by=e(4—|0]?), le|=1
setzt,
1+ _/)_ + l)l. + _.__3
ey by B ~~<4-— a1

8 4 16

Dieser Ausdruck ist, wenn man als eine Funktion von ¢ auffasst,
reguldr fir |e|=1, weil
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b, B e 2 124 [6]* . a—1&]°
el SRR — 15| ="+ +
4 6 48 (4=161% 4 6 48
S“,I.M. 1 +;_I_,
T2 12 6
_.3
4
<1.
Daher darf man |e¢|=1 annehmen. Man hat also zu zeigen, dass
(7) ST{{I +L+_{)_L+ 3]):13 + 5(4_ 1&112) }
) 2 2 16 16
{I AN R A O LA ) }>O
8 4 16 48
ist.
Wenn man '
(®) 1 +-j)——-+—{)_‘_+_§ﬁ::371,, 1—}—_-/1#—}—_.@.**‘,&1,:7,
22 16 8 4 16

setzt, so lautet die linke Seite von (7)

39¥{7n+~f§-(4-— a9} {o+——G =101},

4

Es ist ferner

?R{?/*% —f§~(4— {51[")} {771“ 458 (4— V’llg)}

=Rug + (a= 16 ]%)" + 4= [6[* R+ v)E

(48)° 48
=Nz + (4~I[)1,,‘2)2 bl U e+ o)
(48)* 48
ol fu—el® | (4— lbxnla)*_ 4= 10l” yg)
4 4 (48’ 48
=( leto| | lu—o] _ 4~w2)
2 2 48

( leete) _ le—ol _ 4—14])° )
2 2 48
Wegen

l+o]|=

4+7zﬁ+551+_§i~f
24 12 S

L)

i
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—_1?
24
und
loe—o]|=| 2= ? -;-M/}‘
3 24 12 |
=2 __p 1
T3 24 6
-1 _ 2
2 29
ist
kel y lu=el s lhf
2 2 48
= 17 4t -1
Y 2 24 12
—__ + ?
12 4
>o.
Daher muss man zeigen, dass
O I e N T P A G
2 2 48
d. h.
®) O P PP R Al L1 RS
24

9. Mit Hilfe der Beziehungen (8) lisst die linke Seite von (g)
folgendermassen schreiben :

; 5 L+J)__!... 4“”’1,‘.2.

2
3 24 12 81 I3 24 12 | 24

f 4 + 70 .{._iél_-i-l)i‘—-i__ﬁ
|

=1 -{1164— 72 4 5p+-3 5

12 2 2

—lg—2 4

2

L G- la).

Also ist die Ungleichung (g) gleichwertig mit

| 2
16422 4 5+ 35 —E,S—‘A+5x|_*l~(4—i/’1‘2)>o~

1 2
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THierbei setzt man

so ist es Klar, dass

(10) 6—-2 =r=1o-— ?

2 2

ist und, dass bei jedem festen 7

(10%) lo| =g(7)
gilt, wobei ¢y(7) aus der Gleichung

§“8+ 2 +7r”\ =2

(=2 s
(6—p)r

bestimmt werden kann. Es ist o<go(,(7')<»—7§— und der Punkt —8+

., h.

(r1) cosg(r) =

? +7¢%(7) liegt auf dem Kreise mit Radius 2.
2

Nun ist

!x6+ 75 50+ Zm—1 —w—(ar—\i/llz)

i

:{72-6ﬁ+"2_7’ (19~—-Z§-);m+ e GO
| ¢ -

wobei*

o

Q=-- (8—-2—)2+7'+—~——~—-(16_ﬁ)7' - COsp— -

2 2 2 2

bedeutet.
Wegen (11) ist

1 (8-— 2 )2+7-+ (8—;/2)—)3-*—7.?‘4 7

2 2 2

O=-—

=—2+7

Ferner setze ich
(12) (r, Q)=
—(2+ Q),

12

T2mOrE —g—pz - (‘ g~ L >7tc"’" 4 -3 |
2 ' ’

2

wobei ich mich
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04 (L ra
(13) Cosp = 2 (léjp)¢ 2

2

gesetzt denken. Ich beweise, dass

0. 0) :<72 —ort %P2)2+(145*39/5+—2-p‘~‘)¢‘3+—‘2~¢*

4
—{2(72—6ﬁ+%p2>(19—— 35 )'r
37 ‘)W}cosgo

3
+ 6(72 — 64+ ——g—%z)r‘zcos“go —(2+ Q)

+3@9—

2

in einem Intervalle Q,(#)= Q= — 2+ cine monoton wachsende Funk-
tion von Q ist. In der Tat hat man

dag — Iél——p . {2(72—6p+»3— 2>+ 37’2}(38"‘3/5)

438 72—6p+-::’/6—2— . R
+ ( (16—p) : ) '{%"(8_ f )-H Z }

‘48(72—6p+»~§~ 2)

5 “Q—20-4,
, (16 —p)
und da
) «8(-*2—6 +-2 )
vy _ 48\ 7 JZ 3 b .
% (16—2)
1 B
=+ (2035 — 2245+ 1647)
(16—57
= . (2711 +16p")>0
= > “{
(16— ) .
ist, so gentigt es das Vorzeichen von 0¢ an der Stelle Q= —2+7

0@
zu betrachten. Man hat aber mit Riicksicht auf (10)

T T L Wy P e
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a

48(72—-6?"{*%?2) { (16 —p)° _,,_‘L.,f_}

(16—p) 8 2
_ LA : T
(16— 27 (6 =2y
—g—2(—=2+7)
_ 1 ’ 2 13 3
=_(m5‘r‘<10048—3076ﬁ+17‘9ﬁ — P)

(69635 +1795%) > 0.
b

TFolglich ist ¢(r, () bei festem 7, 6~w/22—-<=r§10~¥;~, als unk-
tion von Q fir Q»)=(Q=— 2+ monoton wachsend. Daher wird
(r, Q) Minimum fir Q= —2+7, d. h. wegen (11) und (13), fur

(8—--£——>y+7‘3~4

(16—p)r

mit anderen Worte, fir |6 =2. Daher, wenn man

=cosgy(”),

Ccosp==

b=2¢%, 0 reell

setzt, lautet die Behauptung
16422 +Ioew+66i"’°§—— 8Lt 2| >
2 ! | ,

2

O.

10. Nun geniigt es zu zeigen, dass

2 | 2

(14) (16+—7—p—->8“£0+10+6cm —ES—-—/—ﬁ—-i—ze"” >o0

2 , 2 .
ist, d. h.

{(22 + ——7—p——>cos(} + 10}“ + (10+ 7 >-sin"(]
2 - 2
— (8 ~L 4 2cosﬁ>‘ —4sin®d >0
2

oder

(384 +84p)cos™ + (408 + 72p)cosl + (132 + 784+ 124°) >o.
Die linke Seite dieser Ungleichung wird fiir
408+ 725

cost= —— L
2(384+84p)
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Minimum, und betrigt dies

(384+845) - {M_}

2(384+842)
\ 4 8+’"2ﬁ - 2
— (408 +72 -{-—-—‘LO———~/—»——}+ 132+ 78p4+12
(108 +728)- {ABETL N (15247804 127)
(34 +6p)(1024+185) t132478p+ 124"
32+7p
_ 34+6p {(66+ ., 32+78
=_34%0P | 304+ 64 32T 100 18p
32+75 ° 17438
= 2 (378 4+ 10084+ 4115+ 425%)
setp

>o.
Damit ist bewiesen, dass der Satz fir 72=4 richtig ist.
11. Fur n=j3 ist die Funktion

ssx(8) 1+ 2a.2+ 3057
s3(2) L+ a2+ @t

im Kreise |z]=-— regulir, so geniigt es zu zeigen, dass das Realteil
2

! positiv ist, d. h.

dieser Funktion an der Stelle z=

SR R TH e > 0.
b B
4 24

Ferner nach der Beziehung (4') erhilt man

RN P BN PRTAD
R 2 10 16 ~o.
- S L S IAD)
4 16 48

Beziiglich dieser Ungleichung kann man in dhnlicher Weise wie
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im Falle n7=4 beweisen, und erkennt man so fort, dass der Satz auch

fir 7=3 richtig ist.'
12, Fir =2 ist die Behauptung leicht zu zeigen

!

R 255(2) —% 1+ 2052
$2(2) 1+ a3
S — RO+ 2002)(1 + @z
|1t as)® ( 22/ 2
franed I }{E_j_“+a2¢iz-— I }.
|14 awz|? 4 16
Da aber fir |z| <-
2
—3—“"}’(5221 >____,,-—- .._lw(.l?_!..“
4 ’ 4 2
=35 1
=" ;

s0 ist bewiesen, dass
’
2592 ‘ . 1
SJ?——-—Zg)—>o fir |z] <—.
54(2) 2
Die Konstante —— kann auch hier durch keine grossere ersetzt

werden, weil bei der Potenzreihe
z o
— =g L,

1—3 :

die im Finheitskreise |z] <1 regulir ist und denselben auf einen
schlichten und konvexen Bereich abbildet, der Abschnitt z+2° eine

in z= ——— verschwindende Ableitung besitzt.
2
Also ist der Satz II vollstindig bewiesen.

Zum Schlusse mochte ich Herrn Professor Toshizé Matsumoto

fiir seine wertvollen Ratschlige meinen besten Dank abstatten.

1. Um ausfihrlichen Beweis einzusehen, geniigt es p im Falle n=4 gleich Null

cinzusetzén.



