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　　　　XX；e　coRsicler　，a　se．qu（’tnce　ot’　t’unctions　〈．7；r，，（vcv）｝　“r・hic，h　are　clefino．〈’1

1／）y一　the　folloxving．　recurrence　fo，　rinula：

　　（1）　　　　ノ翫＋！（罪）＝＝！ln（A：）ノ竃，（x）十B，，＿1（Ar）ノ弓～＿正（詫），　　・11＝1，2，3，鱒。…　。・・，

where　tW・SequenCes・f　fu13・Cti・nS｛－ln（X）｝，留，、一，ω｝，クド1，2，3，一・…

are　Supposed　to　bc｝．　．o．“iv・ei｝　by　such　a　xvay　that　thek’　elements　A．（．x’．）

ancl　B，，（．x）　are　son3e　ana／yti．cal　e．xpressions　o’f　」／v・　ancl　・77．

　　　　A．ctually，　hoxxr・e．v・er，．　soinetiines　B．（．x’）　does　not　i．nv’olve　x，　but　・n

only，　in　the　recurrence　t’o．　rniula　（i）　xx，　hleh　is　＄atisfied　by’the　sequence．

・f墾uncti・ns｛」；、（x）｝（・9．〃8㍑r加’∫，7》〃’〃縦距・：グ’∫，〃〃ノ〃7〆s，　f－a一

ズ～te7ワ・〆．s’and　Besse／’s　．／1！〃‘ilibノノs．1

　　　　Theret’o．　re　in　this　pic　pqr．　xx／o　suppose　B，，（．i／）git’．B．　independent　of　A．r．　．

Now　let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　謹；乙＋1　　　　　　　　　dl；；1．

　　（2）　　θ・（・x）＝菰（・aう　ぬ「　一ノ弓岨（の　d．x　一・

　　　　　　　　　　　　　　　‘～協、

then　re．o．’airding一　”2’ 奄堰f1／／’；．’1：””：：wwL　o，　froin　（’｛）　xve　obt，aiti

（、）e，，（．・’）・・＝　T，（・）喉L前置夙．、ω．

Substitute　n－i，　n－2，．．．．．．，　2，　i　for　72・　f　iiccessi．vely　in　th　o　above　result，

tlien　the　T’heorepn　1　folloxvs　：

　　（z）　i）’or　exan）ple，　refer　to　the　rollowinf．　：　1’x．．　Conrant　u．　li’lilbert，　i’）fetliotl．’n・　‘ler　t177atlte－

7nat7sehen　Pltp’s77v　T，　l　g24．　pp．　66－7c／）．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dAn（X）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃。傭！加．ga〃～〃∫1ズ〃．ノ加雌γ．κ伽！クノ，Theorem　1．　i’ti’7ien
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dx

徽！B，，ノ隅棚’〃，♂ゑ、融卿贈畝X／・en．θ，、（勾卿〃ルρ〃〆〃ピ辮～ビ

聰72ノ「ora／lクza・nd．■…；τc，〃醒．　　　．一　　　』

　　　　　　ム…・讐／（一B，，．．1）＋θ、ω…〆θ。（め一心う響二照）．讐・

　　　　N’ext　xv・hen　xve　clefine　a・ncw　sequence，　oi’　functions　〈1’：，（x）｝　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F，，．1（x）

（・）　　　1’～・（・う＝：廟，・・＝・・1・2・…一…・…・

throiiii　（2）　“・re　1iiax’e．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（IJI・；，　e，，（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一W’rvt．x　＝”C’？ii，il（”A’；一：／／’）2”

Noxv・　if　all　the’　elen’ients　bf　｛／／1，，（A：）｝　are　gisr・eii　as　re．o一’ulai；　functions，　it

is’　eviclent　by　（i）　tliat　regularities　and　sing’ularities　of　ei，　ch　elenient　of

the．　ftmctional　sequence　｛．7；r．（x）｝　depend　onl．y　on　those　of　Fe（x）　ancl

君（x）．　Therefore　when、、・e　takeノる（x），君（．x’）regular　ill　a　certain　in－

terval，　xve　can　niake　a／1　eleinents　ul；r，，（．x），　72＝2，　r／，．．．．．．．．．reg．．　ular　xv・ith

respect　to　x．

　　　　Ag／loreover　these　regtilarities　exi．st　in　tlie　product　（Di／・7‘d／isc／ini7X）’of

the　existence一一i．ntervals　of　the　fun¢tions　A．（x），　77・　＝　i，　2，　r），…，1．…，．t7；re（x），

and　．rv1！（x），　which　．is　denoted　by　（／）．　lf　xve　denote　the　ag？’gre．cration　of

zer・一P・ints・f．刃、（x）i1・（■）by（En）and⑳コ（■）一　（E，，．），　then　fr・m（4）we

can　at　Qnce　conclude　that　I’1，（x）1：9　a・プ68「～tlarノラ〃lc！ibnρ／κ1：11（fn）aクld

　　　　　t？rl・1，．　．　．．　．　．一　t／l・1，　一　一．　．．　．
a／so　7t”　．　Accordingly・，．　z．〉’　tt“　lio／（ls　l／ic　sa・me　si［．cr．　n　l／n’07t・．glioit！

Xll　Cアラが即㌘0／（4），　X／？eノラ〃2・C〆lbア1　T．；、（At）τε，～〃1）ccO1／IC　7740710×0ノπ2レ2（ノ；、）．

　　　　N’ow　if　the　first　two．　I　unctions　llXZ，（x），　7；］t（x）　have　no　zero－point　in

commoii，　no．　two　conseetitive　ftinctions　of　the　functional　sequencc．

．鶴ω｝have　a　c・m1・ユ・n　zer・一P・lnt．　F・y，1et　F，，．1（rz）：：一・Fn（α）二・，　then，

since　B．ini＝t＝o，　from　（i）　we　obtaiR　Fo（a）．m一．Z　ir（rx）＝＝o．

　　　　Therefore　from　these　results，　if　we　denote　the　fii。st　zerot　ofノ㌦（一1ウ
　　　　　　　　　〈”’）

in　（f）　by　ai，　from　（4）　xve　have

　　　　　　　　1　；，．（〈’2，1））一。a謡・1、、轡型。。．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　躍→α乳一〇

i．　XXre　entnperate　the　zeros　E，i，　giving．　the　order　g．uccessis，ely　froni　the　left．
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1’il’ence．　let

　　（／＞＝（tZ，のξmd

　　　　　　　　（／罵，

　　　　　　　　　　　　　〈Ol　　　J～，（の

　　　　　　　　　4λ夕

　　　　　　　　　　　（v＋1）（，’．）

thc　ll　clear1：｝r　（Zl〈at。

　　　　　　　　　　　（』ee行9．）

’ln　g．reneral　xve　hax，e．

　　C’it＋1＞　（？i）

　　掃く砺

　　？6　＝1，　2，　3・・…一…

　　　　Consequently　if

T’1，（a）　holds　the　sc－une

s｛9竃ユ　　for　　a1、y　　ア～，　　the

inequality

　　　　　　　　（ll　1，

　　　T；，（a・）itntt：ww一．”〈b

xvill　niean　that　t　for　any

κaridク～：

　　Ee，，（．ar．）　〈　o，

，　xvhere

　　・雌に，（a）（　一e一　T・　r．〈．　a）．

IBy　c．oinbini．ng　t｝）es．　o

irest｝！t＄　w・ith　’1”heorem

i，τσ’醐σ照焼ノh／一

／o7e，i）z．o’　lo　Tlieorrm　1　：

Theorem　2．　（i）　7cilif’n

　　　　　　　　　t？1ンゴ，、　．　　．

・〈。・宅トぬr　　　　　　　　　　　　　　t19　POSt－

fil，’，！〃‘ソ痂〆。’ノ’o　Of

F，i（x）　7c’i71　d“cr（，ast’r　as

71　i77　C7TaSeS　！0　十　oo　；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dA，，

㈹・・伽・〉・・がゐ，…・・
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フz’鯉1ケ・8，t／tC∫σ〃・，フ‘rs7t／t　ex！：gfs　a／sρ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Application．

i．Z架㍑凶・・蔑加π！・b・ns｛　P，、（・ar）｝・

In　this　case　the　rec．urrene．e　forin“la　it

王．lf鵜、（の罵・，　the　p・1・・t　a　sh・Uld　be　eXCItidcclゴ・・mの・
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　　　　　　　　　　　　　　　　2／1十1　　　　　　　クz
　　　　　　　　　　　　　　　　クz＋「鳩ω㍉＋rP・一・ω，・・he・e雌）＝．・・　　　　　　　！≧用（x）＝

　　　　　　　　　　　　　．1［）i（x）　＝　．lr．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　271十1　91
　　　　　　　の：←・・＋1）・d，，（x）　＝クz＋1∬，B・・一1＝＝一クz＋ヂ

　　　　　　　　胴一一潟L　・一一　・，　・・　…〈　　幽［，、？2クz＋Io・　dx　＝：クz十夏〉・；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　クZ
　　　　　　　　　　　　　－rm“・Bn－i＝＝一riit　ff．　i　＞o・　eo（x）　＝i＞o．

T’lence　for　all　x　anci　7z，　P，，＞o，　then　・±’rom　the　Theorem　2，　（i）　“re　ha“e

the　c・nCkisi・n　tha毛！〃6卿曽掬87・・Of　Pn（X）dccク・eascs　asク～→÷。。．

2．　二7rscluJILysc／itf．　”s〆〉・t72c〆lbク7s｛7誕κ）｝：

The　recurrence　fo．　rmulcft　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I
　　　　　　　み・（x）＝罵（vv）コ“．7；・一：・（x），　whe「・廟〒・

　　　　　　　　　　　　　7ri（x）　＝Cos（arceos　x）　i．　e．　x．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　（f）　：＝（一i，十i）．　A，，（x）　：x．　B，，．一i＝＝一一t．r．　eg（x）　＝i＞O．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　．　．　　．　．　　　　　　　　　　　　　　　7；，÷1（一1）　hn－1．liii’一veot　（一’1）”＋1　1

　　　　　　　1”（　一i）：＝一…玩←，ア…＝｛　’「’”一，i・…〈・一t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Stl－1（一1）Ol

I：．llence　D，，＞o，

1脚・1y　The・・em　2，（i）iS　・pPli・・bユe　i・　the・ame　w・y…b・v・・／．・

3．　　紐ノワ〃z7e’s∫？・t72cl’zbns　｛ノ三4（x）｝：

II’he　recut．trence　fornRula　is

　　　　　　　iL’Z，，＋i（x）＝：x．lrZ．（　L’）一：　7i．ll，，一i（x“），　w・here　Jny＋Zt：）（x’）＝　i，　／／i（sv）＝1　2x．

　　　　　　　（1）＝（一〇〇，＋oo）．　A，，（x）　：2x．　B．一．t　：一2n．　lim　1’：，（ar）一，一〇〇，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　駕サー◎◎

hence　εく。．

Therefore　in　this　case　also　Theorem　2，　（i）　is　appli．cable．

4．　1101μ！〃7β，sカ〃zclibアls｛Ln（x）｝：

The　recurre藍ヨce　form疑la　is

　　　　　　　f．”nti（x）＝（2fz”十　i　一一一　v）．17”，，．（Jx’）一n2．L．一i（．x’），　xvhe．re　．114（x）　＝＝　i，

　　　　　　　　　　　　Z．T．，（X）＝　一．T　一一　i．



　　　　　　　A　Brief　bzvestigation　on　Zeros　of　Consectttive　liunctions　etc．　i　g　s

　　　　　　　　　（1）＝（・，＋・・）．4、（X）＝2ア・＋・一κ．B。一1　・一7Z’．θ，（X）＝r＜・．

　　　　　　　　　胴一（71十1　　　－71　！）！幅・〉・．‘饗’一1〈・．一瓦一、一め・・

Il｛ence　D，，＞Q・　Hence，　a！thottgh　this　case　i＄　a　little　clifferent　from　the

．preceding　three　cases，　Theorem　2，　（il）　is　．applicable．

　　　　Now　oR　the　other　lnc　nd　it　is　xvell－known　that　all　these　functions

as　abo．　ve　stateci　are　also　the　regular　functions　of　such　linear　1ioii30－

s，｛，x．tneous　cli’ ?ｆｅｒｅ・titial．　equations　ot　the　second　orcler　tts

　　　　　　　　　　〆2／1、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご～T，、

　　　　　　　　　　！～玩・＋α（x）d．a：一トβ・t（x）ノ弓・（x）＝　．o・

IFroni　th｛S　stai　t（1一・point，　1’rofe．ssor　Toshiz6　2r）vlatttnitotot　proves　tliat　iLZ　．rtri｝

∂〃彫・・P・痂び環κ），・・伽霧〉・，・CJe・〃a」・　c・〃ぬ碗伽㍑。　tlc－

c7’e（r．scs（ls　7z→十〇〇．　τn　practice　sinceβ，t　of　each　of／a，（x），7；，（x），霧、（x）

and　L．〈x）　is　respectively

　　　　　　　　　一一！ll’lt一　｛li！i’一i一，，i，，）iSin“2）　（lxl〈i）；　Y’i一＋．i！．，L’　（I」u　l〈i）；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　71
　　　　　　　　　・〃（一。。〈・・’〈＋。。）；X（・〈X〈＋。。），a・d・1・a・ly

　　　　　　　　　　II’lllf一｝i9，it　〉．　i，，　（1），

this　Sconclusion　coinci．des　w（1｝11　with　our　result．

　　　　IIn　concltision　tlie　author　wishes　to　express　his　thanks　to　Professor

Toshii’6　nyi　Iatstm30to　foi’　1｝is　interest　in　this　paper．
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